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I. 

Das  Problem  des  j^appus  ad  tres  ant  plnres  lineas 
im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
durch  die  Methode  der  Synthesis  und  der  Goordinaten. 

Von 

Herrn  Br'dndlif 
Gymnasiallehrer  in  Seh  äff  bansen. 


5.1. 

Begriff  des  PnMems  im  weitem  Sinn, 

Nach  Chaslea  », Geschichte  der  Geometrie ^%  fibersetzt  von 
Sohncke,  S.  35.  besteht  das  genannte  Problem  im  weitern  Sinn 
10  folgender  Ortsbestimmung: 

Gegeben  mehrere  feste  Gerade»  geschieden  in  zwei 
Gruppen  oder  «-Seite,  nämlich:  {An  A^»  A^,,,,.  An) 
und  (Bi9  B^ Bi^y  beide  von  gleicher  Anzahl  n  Gera- 
der oder  Seiten;  ans  einem  beliebigen  Punkte  P  gehe 
nach  jener  Geraden  eine  Gerade  als  Strahl,  im  Ganzen 
nach  allen  festen  Geraden  zwei  Gruppen  von  Strahlen 
oder  zwei  Strahlenbfischel,  nämlich:  (Aj,  /Z^,  12^ , .... jKa) 
und  (ri,  Ti,  ....rii)^  entsprechend  jenen  zwei  Gruppen 
der  festen  Geraden  oder  den  beiden  n-8eiten;  jeder 
Strahl  Rh  oder  Th  bilde  ferner  mit  der  zugehörigen 
festen  Geraden   einen   der    GrSsse    nach    beständigen 

Winkel  ah  oder  ßh,  welche  Winkel  o  1 ,  «2,  a^ «*, ....  «•; 

ß\9  ß^f  ß9»—'ßkf—ßn  entweder  alle  ungleich,  oder  alle 
gleich,  oder  nur  thcilweise  gleich  sein  kOnnen,  und 
swar  so:  dass  die  Gleichheit  nur  Statt  findet  zwischen 
den  Winkeln  jeder  Gruppe  unter  sich,  entweder  theil- 
weise  oder  Im  Ganzen,  oder  so:  dass  theilweise  oder 
durchgehende  Gleichheit  Statt  findet  zwischen  den 
Theil  XXXVni.  1 
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2  Brändli:    Das  Problem  des  Pappus, 

Winkeln  der  einen  Gruppe  und  den  Winkeln  der  andern 
Gruppe:  unter  diesen  Voraussetzungen  also  zu  be- 
stimmen einen  solchen  Ort  für  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  P  jener  zwei  Strahlenbüschel^  dass  das 
Product  aus  den  Strahlen  des  einen  Büschels  zum 
Product  aus  den  Strahlen  des  andern  Büschels  in 
einem  unveränderlichen  Verhältnisse  stehe. 

Besondere    Fälle. 

Unter  den  Elementen  dieses  allgemeinen  Problems  können  auch 
wiederholte  vorkommen;  welcher  Fall  eintritt^  wenn  z.  B.  zwei 
oder  mehrere  feste  Gerade  in  der  einen  oder  in  beiden  Gruppen 
In  eine  ^usammenfaUen  und  zugleich  die  Winkel  zwischen  diesen 
zusammenfallenden  Geraden  und  Ihren  Strahlen  unter  sich  gleich 
werden,  und  in  Folge  auch  diese  Strahlen  in  einen  zusammen- 
fallen» so  dass  dann  in  den  Producten  Potenzen  zusammenfallen- 
der Strahlen  vorkommen.  Den  einfachsten  Fall  der  Art,  wo  für 
drei  feste  Gerade  das  Quadrat  eines  Strahls,  der  zugleich  senk- 
recht auf  der  zugehörigen  festen  Grundlinie  steht»  zum  Product 
der  beiden  andern  ebenfalls  auf  ihren  festen  Geraden  senkrech- 
ten Strahlen  in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht»  oder  wo 
ein  Dreieck  entsteht  aus  einem  Viereck  durch  das  Zusammen- 
fallen zweier  Seiten :  diesen  besondern  Fall  werden  wir  unten 
hervorheben  und  ausfuhrlich  behandeln»  sowohl  synthetisch»  als 
nach  der  Coordinatenmethode»  mit  der  noch  nähern  Bestimmung» 
dass  das  Verhältniss  jener  Producte  aus  den  Strahlen  den  Werth 
1  annehme»  oder  dass  das  Quadrat  eines  Strahles  (Perpendikels) 
gleich  sei  dem  Producte  der  beiden  andern  Strahlen  (Perpendikel). 
Den  Werth  l  kann  übrigens  das  Verhältniss  der  Producte  anoli 
unter  andern  Umständen  annehmen»  bei  vier  und  mehreren  Gera- 
den» bei  zusammenfallenden  und  getrennt  bleibenden  Elementen, 
wie  sich  von  selbst  versteht. 


§.2. 

Gesehiehte  und  Zusammenhang  des  Problems  mit  der  Theorie 
der  Kegelschnitte. 

Nach  Pappus  war  das  Problem  im  weitern  Sinne  eine  Klippe 
der  Alten  und  blieb  daher  unberührt»  bis  ihm  D^escartes  eine 
neue  Berühmtheit  verschaffte  dadurch»  dass  die  erste  Anwendung 
seiner  analytischen  Geometrie  oder  Coordinaten-Geometrie  bestand 
in  der  Losung  dieses  Problems  durch  dieselbe.    Seit  Descartes 
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iat  da«  Pro^fom  daher  bekannt  anter  dem  Namen  „Problem  des 
Pappas'^y  obgleich  es  schon  den  Scharfsinn  eines  Euklid  es  und 
Apollonius  erprobt  hatte.-  Diese  Geometer  des  Alterthums  haben 
die  Aufgabe  gerade  nur  für  drei  oder  vier  Gerade  gelöst,  in  wel* 
choD  Falle  der  gesuchte  geometrische  Ort  ein  Kegelschnitt  ist, 
wie  nachher  bewiesen  werden  soll,  woraus  weiter  folgende  allge* 
menie  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  hervorgeht:  Wenn  ein  be- 
liebiges Viereck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  so  steht 
da»  Product  der  Entfernungen  jedes  Curvenpunktes  von  zwei 
Seiten  des  Vierecks  zum  Product  der  Entfernungen  desselben 
Punktes  von  den  beiden  andern  Seiten  in  einem  beständigen 
Verhiiltniss.  Newton  hat  dieses  letzte  schone  Theorem  erwei- 
tert in  dem  Sinne,  dass  aus  den  Curvenpunkten  auf  die  Seiten 
beliebig  schiefe  Strahlen  statt  der  Perpendikel  gezogen  werden, 
und  von  dem  so  gestellten  Theorem  einen  rein  geometriskben 
Beweis  gegeben,  obgleich  Chasles  das  Theorem  ihm  nur  in 
jenem  engeren  Sinne  zuschreibt  Der  Verfasser  der  Principiii 
mathematica  philosophiae  naturalis  bedient  sich  in  diesem 
Werk  jenes  erweiterten  Theorems  mit  Vortheil  und  Gewandtheit, 
die  an  ihm  nicht  überrascht,  aber  doch  immer  Bewunderung  ein- 
ilosst,  zu  weiterer  Entwickelung  der  Kegelschnitte.  Die  Werke 
über  Kegelschnitte,  welche  zunächst  nach  dem  genannten  Werke 
Newton 's  erschienen  sind,  haben  von  ihm  dieses  Theorem  in 
engerer  oder  weiterer  Fassung  entlehnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
wendungen davon  zu  machen,  deren  es  fähig  ist;  später  ist  es 
so  zu  sagen  ganz  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  verschwun- 
den, wenigstens  lange  ohne  Folgen  und  Entwickelung  geblieben 
bei  der  blossen  unveränderten  Ueberlieferung  an  spätere  Zeiten, 
als  wäre  es  zu  ewiger  Unfruchtbarkeit  verdammt.  Diese  Unfrucht- 
barkeit, mit  welcher  dieser  Hauptsatz  Jahrhanderte  hindurch  sich 
fortschleppte,  während  sich  aus  ihm  beinahe  alle  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  ableiten  lassen,  tind  die  geringe  Wichtigkeit, 
welche  bis  auf  die  neuere  Zeit  die  schonen  Sät^e  des  Desat- 
gues  und  Pascal,  die  natürliche  und  so  zu  sagen  unmittelbare 
Folgerungen  daraus  sind,  zu  verdienen  schienen,  rufen  nach  Chas- 
les eine  sehr  wahre  Bemerkung  des  Bailly  in*s  Gedächtniss, 
die  noch  durch  manches  Beispiel  in  Chasles  Geschichte  der 
€reometrie  bestätigt  wird.  Bailly  sagt  nämlich:  „Es  scheint, 
dass  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  und  einen  anfanglichen 
Zustand  der  Schwäche  haben;  bei  ihrem  Entstehen  kunnen  sie 
noch  nicht  selbst  zeugen,  sondern  verdanken  ihre  fruchtbringende 
Kraft  erst  dem  Alter  und  der  Zeif  Seitdem  aber  hat  die  neue 
Geometrie  es  durch  die  That  bewiesen,  dass  obiges  Theorem  vom 
eingeschriebenen  Viereck  deis  Kegelschnitts  als   die  allgemeinste 
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uDd  frachtbringendste  Eigenschaft  dieser  Curve  sa  betrachten  ist. 
AU  einfache  Folgerungen  daraus  sind  schon  angedeutet  und  hier 
noch  bestimmter  anzufiihren:  das  bekannte  mystische  Sechseck 
des  Pascal»  das  Theorem  des  Desargues  über  die  Involution 
von  den  sechs  Punkten  einer  Transversale,  die  entstehen  durch 
den  Durchschnitt  mit  der  Curve  und  mit  den  vier  Seiten  eines 
eingeschriebenen  Vierecks,  das  beständige  Verhältniss  des  Qea^ 
drats  einer  Halbsehne  (Ordinate)  2um  Product  aus  den  Abschnit- 
ten des  conjugirten  Durchmessers,  das  schone  Theorem  des  New- 
ton Über  die  ,, organische"  Beschreibung  der  Kegelschnitte,  durch 
zwei  der  Grösse  nach  bestfindige  Winkel,  deren  jeder  um  seinen 
festen  Scheitel  als  Pol  gedreht  wird  und  deren  eines  Schenkel- 
paar  zum  Ort  des  Durchschnittspunktes  hat  eine  Gerade,  nach 
Newton  selbst,  oder  einen  Kegelschnitt,  nach  der  erweiterten 
AufTassung  der  neuen  Geometrie,  während  das  andere  Schenkel» 
paar  zum  Ort  des  Durchschnittspunktes  immer  einen  Kegelschnitt 
hat,  der  durch  die  beiden  festen  Scheitel  oder  Pole  geht.  Eben* 
dahin  gehört  endlich  auch  das  Haupttheorem  fiber  das  projecti- 
yische  Verhalten  der  Punkte  eines  Kegelschnitts,  aus  dem  sich 
umgekehrt  die  meisten  Eigenschalten  der  Kegelschnitte  ableiten 
lassen,  mitinbegriffen  die  obige  vom  eingeschriebenen  Viereck. 

So  viel  zur  Einleitung  über  Begriffsbestimmung,  Zusammen- 
hang und  Geschichte  unsers  Problems  im  Allgemeinen,  da  mit 
der  Rückkehr  zum  Anfang  und  Ausgangspunkt  der  Kreislauf  die- 
ser Begriffsentwicklung  geschlossen  ist. 


§.  3. 

Beschränkung  des  allgemeinen  J^rohlems  durch  das  Theorem 
Newion^s  vmn  emgesehrUkenen  Viereck  des  Kegelschnitts. 

Um  die  hier  gesteckten  Grenzen  nicht  zu  fiberschreiten,  heben 
wir  aus  dem  weiten  Umfang  der  Bestimmungen  des  §.  1.  über  das 
allgemeine  Problem  des  Pappus  ad  tres  aut  plures  lineas  so 
etnlässlicher  Behandlung  bloss  heraus  die  auf  ein  Viereck  be- 
schränkte Ortsbestimmung  des  Mittelpunktes  P  der  Strahlen,  wo- 
bei wir  um  des  geschichtlichen  Gewichtes  willen  auffrischen  wol- 
len die  geometrischen  Methoden  New  ton' s  und  seiner  Zeit  an 
folgendem  an  sich  wichtigen  Theorem: 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  P  eines  gege- 
benen Kegelschnitts  nach  den  Seiten  eines  einge- 
schriebenen Vierecks  ABDC  Gerade  gezogen  werden. 
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deren  jede  mit  Her  zegehSrigen  Seite  elneo  bestimni- 
teD  aoTeriiDderlichen  Winkel  bildet,  nämlich  PQ 
nach  ABy  PR  nach  CD,  PS  nach  AC,  PT  nach  BDi  so 
ist  das  Rechteck  oder  Prodnct  PQ.PR  der  Geraden 
nach  dem  einen  Paar  Gegenseiten  sum  Prodnct  oder 
Rechteck  PS.PT  der  Geraden  nach  dem  andern  Paar 
Gegenseiten  in  einem  gegebenen  Verhältnisse. 

Im  Sinn  und  Geist  der  vom  Einzelnen  zam  Allgemeinen  fort- 
schreitenden alterthiimlichen  Synthesis  unterscheidet  Newton 
beim  Beweise  dieses  Satzes  drei  Fälle,  sowohl  nach  der  Art  des 
Vierecks^  als  nach  der  Richtung  der  Strahlen. 

Erster  Fall.  Das  Viereck  sei  nach  Taf.  L  Fig.  1.  ein  Tra- 
pes  mit  den  parallelen  Seiten  AC  und  SD,  und  es  sei  sowohl 
PQ  als  PA  parallel  mit  diesen,  und  sowohl  PS  als  PT  parallel 
m  einer  der  nicht  parallelen  Seiten  AB.  Nun  ist  nach  allbekann- 
ten  E^nscbaften  der  Kegelschnitte  die  Gerade  XX  durch  die 
Mitten  der  parallelen  Seiten  als  Sehnen  des  Kegelschnitts  ein 
Durchmesser  der  Curve  und  hälftet  auch  den  Abstand  RQ  zwischen 
den  Theilpunkten  R  und  Q  der  nicht  parallelen  Seiten,  da  nach 
der  Voraussetzung  PR  und  PQ  in  einer  zu  den  parallelen  Sei- 
ten AC  und  BD  parallelen  Richtung  liegeti.  Die  Mitte  der  Strecke 
RQ  sei  O,  so  ist  PO  eine  zu  jenem  Durchmesser  JPA^  conjugirte 
Halbsehne  oder  sogenannte  Ordinate  (ordinatim  applicata  ad  dia- 
metrum).  Verlängere  PO  nach  üf,  so  dass  OK  gleich  OP,  so 
ist  OK  Ordinate  auf  der  andern  Seite  des  Durchmessers  und  K 
der  sechste  Punkt  unserer  Curve  zu  den  fiSnf  vorausgesetzten 
A,  B,  C,  D,  P.  Da  nun  also  die  Punkte  A,  B,  K  auf  dem 
Kegelschnitt  liegen  und  PK  die  AB  unter  einem  gegebenen  V^in- 
kel  schneidet,  so  ist  (Satz  17.  und  18.  Buch  III.  der  Kegelschnitte 
des  Apollonlus)  das  Rechteck  PQ.QÜTzum  Rechteck  AQ.QB 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse.  Aber  QK  gleich  PR  als  Dif- 
ferenzen der  gleichen  Grussenpaare  OK  nod  OP,  OQund  OR, 
und  daher  auch  Rechteck  PQ.QK  gleich  Rechteck  PQ.PR ,  und 
folglich  auch  Rechteck  PQ.PR  ^um  Rechteck  AQ.QB  oder  zum 
Rechteck  PS.PT  in  einem  gegebenen  Verhältnisse,  wie  zu  be- 
weisen war. 

Doch  ich  besinoe  mich,  dass  viele  Leser  den  Apollo n ins 
weder  in  Urschrift,  noch  in  der  Uebersetzung  Balsams  zur  Hand 
haben,  um  den  Beweis  des  so  eben  angefahrten  Satzes  selbst 
nachsiischlagen,  wenn  er  ihnen  nicht  schon  vorher  geläufig  ist, 
sei  es  ans  sjrnthetischen  HfiUsmitteln  oder  aus  analytischen  der 
Coerdinaten- Geometrie,  eine  VonmasetauDg,   die  nicht  allau  zu- 
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versichtlich  aufgestellt  werden  darf,  da  janer  Satz,  der  nftchste 
Verwandte  vom  Poteozsatz  im  Kreise,  selbst  in  avsfflhrlidien 
.Handbüchern  der  Coordinaten  -  Geometrie  fehlt. 

Daher  sei  für  alle  Fille  so  kurz  als  möglich  ein  anderer 
Beweis  jenes  Satzes  hier  versacht 

Lehrsatz.  Wenn  durch  irgend  einen  Punkt  Q  innerhalb  oder 
ausserhalb  eines  Kegelschnitts  zwei  der  Lage  nach  [gegebene 
Gerade  so  gezogen. werden,  dass  sie  die  Curve  treffen,  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  einen  Sehne  zum  Recht* 
eck  aus  den  Abschnitten  der  andern  Sehne  in  einem  beständigen 
Verhältniss,  oder  nach  Taf.  I.  Fig.  I.  ist  AQ.QBxPQ.QK  ein 
gegebenes  Verhältniss. 

Beweis.  Erster  Fall.  Man  verbindein  Taf*  LFIg.  1.,  die  der 
lieser  ans  sich  selbst  ergänzen  wolle,  den  Theilpunkt  Q  der  AB 
mit  dem  Centrum  M  des  Kegelschnitts  durch  den  Durehmesser 
fMQGs  dessen  Enden  seien  jFund  G,  ziehe  aus  dem  Curvenpuakte 
A  die  zu  diesem  Durchmesser  conjugirte  Halbsehne  oder  Ordinate 
AE=iy,  Setzen  wir  ferner  für  die  Durchmesserabschnitte  aus 
dem  Fusspunkt  E  der  Ordinate  FE:=m,  GE=:n,  so  haben  ip^ir 
nach  einer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  ^^;mn=sp 
oder  das  Verhältniss  des  (jNiadrates  der  Qrdinate  zum  Rechteck 
der  Durchmesserabschnitte  ist  ein  gegebenes  (Apoll.,  Kegelscbn., 
I.  Bd.,  21.  Satz).  Nun  ist  der  Winkel  AQP  zwischen  AB  und 
PQ  ein  gegebener,  und  sicher  auch  der  Winkel  (r,  a)  zwischen 
AQ  =  r  und  dem  Durchmesser  FMQG  als  der  Axe  der  x,  eben- 
so der  Winkel  {x,  y)  zwischen  derselben  Axe  der  x  und  der  Or^ 
dinate  AE:=y.    Es  sind  also  gegeben  die  Verhältnisse: 

y>:7ftft=:/9   und  r*:y*r=:Sin*(ar,  y):Sln*(r,  a?)=«, 

und  daraus  auch  zusammengesetzt: 

r^:mn  =  ps   oder  r^=:mnps (1) 

Auf  dieselbe  Art  bekommen  wir  aus  QB  :=  q  und  BL  als 
Ordinate  aus  dem  Curvenpuakte  ^  auf  denselben  Durchmesser 
FMQG  als  Axe  der  x  das  gegebene  Verhältniss  y^i^nv^zp,  des- 
sen Wertb  p  derselbe  geblieben  ist  wie  vorhin,  wenn  FL:=.  (i 
und  GL  =  V  vorstellen  die  Durchmesserabschnitte  aus  dem  Fuss* 
punkte  L  der  Ordinate  BL,  wozu  kommt 

Q^:y^z=:S\ii\x,y):Siu^(Q,x)^=2s 

als  ebenfalls  mit  den  fraglichen  Winkeln  gegebenes  Verhältniss 
und  gleich  an  W-erth  dem  vorigen  Sinusverbältniss.  Aus  diesen 
beiden  Vethältnissen  aber  bekommen  wir  durch  Zusammensetsong : 
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Q'^i^iß^^ps   oder   ^^^^^vps (2) 

Nun  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  rQz=:ps\ftnniiv  oder  das 
Prodoct  AQ.BQ  als  ein  gegebenes. 

Dieselbe  Tat.  I.  Fig.  1.  mit  den  nOthigen  Ergänzungen  gibt  flir 
PQ  =  «i9  KQz=:v  mit  Bezug  auf  den  nämlichen  Durchmesser 
FMQG  und  mit  Hdife  der  conjugirten  Haibsehnen  oder  Ordinaten 
ans  P  und  K  auf  denselben  das  Product  uo  oder  PQ.KQ  als 
ein  gegebenes,  wenn  auch  wegen  der  Verschiedenheit  der  Win* 
kel  einen  andern  Werth  desselben.  Daher  ist  auch  das  Verhält- 
nies  TQiwo  oder  AQ.BQi PQ.KQ  dieser  Producte  ein  gegebe- 
nes, w.  z.  b*  w. 

Zweiter  Fall.  Setzen  wir  nun  das  Viereck  ABDC  habe 
gar  keine  parallelen  Seiten  oder  sei  ein  Trapezoid.  Es  sei  aber 
in  Taf.  I.  Fig.  2.  PS  sowohl  als  PT  parallel  zu  AB,  und  daher 
diese  beiden  Strahlen  in  einer  Richtung,  ebenso  PQ  und  PR 
parallel  zu  AC,  und  daher  in  einer  Richtung.  Nun  ziehe  man 
noch  die  Hiilfslinie  Bd  parallel  zu  ^C  und  verlängere  sie  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Richtung  ST  in  <;  diese  Ualfslinie  J?i{  treffe 
zugleich  den  Kegelschnitt  in  JL.  Ziehe  Cd,  die  PQ  in  r  schneide, 
zu  PQ  und  AC  parallel  die  DMN,  die  Cd  in  M  und  AB  in  N 
schneide^  Nun  sind  die  Dreiecke  BTt  unA  BDN  ähnlich,  und 
daraus  folgt  die  Proportion: 

Bt:Tt  =  DNiBN    oder    PQ:Tt=^  DNiBN; 
ebenso  diese: 

Rr.DM^AQiAN  oder  Rr.PS=DM:AN; 
dnreh  Zusammensetzung: 

PQ.Rr:Ti.PS  =  DN.DlU:AN.BN, 
und  nach  dem  ersten  Falle: 

PQ.Pr.PS.Pt  —  DM,DN.AN.BlS, 
und  daher: 

PQ.(Pr^Rr):PS(Pt-TO:=:DM.DN:AN.BN 
oder 

PQ.PR:PS.PT=DM.DN:AN.BN, 

oder  das  VerhäHnlss  jener  Rechtecke  ein  gegebenes.    Denn  Bd 
ist  der  Richtung  nach  gegeben  mit  der  Richtung  AC  und  PQ, 
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ond  mit  dem  Kegelschnitt  auck  der  DorchscIniittspuDlct  d,  daher 
aach  Cd  mit  C  ond  d.  Durch  die  AC  und  PQ  ist  auch  gegeben 
die  Richtung  DMN  aus  dem  gegebenen  Punicte  D,  daher  auch 
ihre  Dnrchechnittspunkte  M  und  N  mit  den  gegebenen  Cd  und  AB. 
Damit  ist  endlich  das  Verhältnis«  der  Rechtecke  DM.ÜNxAN.BN 
ein  gegebenes  und  nach  der  letzten  Proportion  auch  das  Ver- 
hältniss  der  Rechtecke  PQ.PRiPS.PT  ein  gegebenes,  wie  «i 
beweisen  war. 

Dritter  Fall.  Setzen  wir  endlich  ein  Trapezoid  wie  Im 
vorigen  Fall,  nach  Taf.  I.  Fig.  3.  aber  keinen  Strahl  PQ,  PR, 
PS,  PT  parallel  zu  irgend  einer  Seite  AC  oder  AB,  sondern 
zu  denselben  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt.  Anstatt  dersel- 
ben ziehe  Pq,  Pr  parallel  zu  ACt  und  A,  Pt  parallel  zu  AB, 
Und  wegen  der  gegebenen  Winkel  der  Dreiecke  PQq,  PRr,  PS^ 
PTt  sind  auch  gegeben  die  Seitenverhältnisse  PQiPg»  PRiPr, 
PSiPs,  PTxPt  und  damit  auch  die  zusammengesetzten  Verhält- 
nisse PQ.PR'.Pq.Pr  und  PS.PTiPs.Pt  Aber  nach  dem  oben 
Bewiesenen  ist  das  Verhältniss  Pq.PriPs.Pt  gegeben,  also 
auch  das  Verhältniss  PQ.PRiPS.PT,   wie  zu  beweisen  war. 


§.4. 

Umgekehrter  Lehrsatz  Newton^ s.    (Taf.  I.  Fig.  4.) 

Es  sei  wie  Im  Vorigen  gegeben  ein  beliebiges 
Viereck,  und  das  Rechteck  PQ.PR  der  Strahlen  aus 
/einem  Punkte  P  nach  zwei  Gegenseilten  stehe  zum 
Rechteck  PS.PT  der  Strahlen  aus  demselben  Punkte 
nach  den  zwei  andern  Seiten  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse: so  ist  deir  Ausgangspunkt  P  der  Strahlen 
auf  einem  Kegelschnitte,  der  dem  gegebenen  Viereck 
umschrieben  ist. 

Beweis.  Durch  die  vier  Ecken  A,  B,  C,  D  des  gegebenen 
Vierecks  und  irgend  einen  fdoften  Punkt  p  aus  den  unendlich 
vielen,  unter  obiger  Bedingung  möglieben  Punkten  P  sei  ein  Kegel- 
schnitt beschrieben:  so  behaupte  ich,  der  Punkt  P  liegt  immer 
auf  dieser  Curve.  Denn  angenommen  das  Gegentheil,  so  ver- 
binde diesen  Punkt  P  mit  einer  Ecke,  z.  B.  A,  des  Vierecks,  so 
wird  die  AP  den  Kegelschnitt  in  einem  andern  Punkte  sjis  in 
P  treffen,  etwa  in  b,  wenn  es  möglich  Ist.  Daher  ziehe  man  aus 
diesen  Punkten  p  und  b  nach  den  Seiten  des  Vierecks  Strahlen 
Pf»  p^»  pSf  pt;  bk,  bQ,  bs,  bd  unter  gegebenen  Winkeln,  so 
wird    nach    dem    vorigen    Lehrsatze    bestehen    die    Proportion: 
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bk.hQibs.bd^pq.pt\pt,pi7=PQ.PRiPS.PT  (nach  der  Vor- 
aussetzung). Aber  wegen  der  Aehnlicbkeit  der  Vierecjce  hkA»,. 
PQAS  besteht  auch  diese  Proportion:  bk:bs=PQ:PS;  diese 
gibt  mit  der  Vorigen :  bQ:bd=:PR:PT,  und  daher  die  gleichwink- 
Bgen  Vierecke  Dgbd,  DRPT  ähnlich,  so  dass  ihre  Diagonalen 
Dby  DP  zusammenfallen  müssen.  Also  fällt  b  in  den  Durchschnitt 
der  Geraden  AP  und  DP  oder  fällt  mit  dem  Punkte  P  zusam- 
men. Daher  muss  der  Punkt  P,  wo  er  auch  angenommen  wird, 
unter  obiger  Bedingung,  fallen  auf  den  oben  bestimmten  Kegel- 
schnitt, wie  zu  beweisen  war. 

Zusatz.,  Wenn  d.aher  aus  einem  gemeinschaftlichen 
Ausgangspunkte  P  drei  Strahlen  PQ,PR,  PS  nach  dtei 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  AB,  CD,  AC  oder 
nach  den  Seitenrichtungen  eines  Dreiecks  gezogen 
werden,  so  dass  zu  jeder  festen  Geraden^  ein  Strahl 
gehSrt,  mit  ihr  einen  gegebenen  Winkel  bildet  und 
zugleich  das  Rechteck  PQ-PR  aus  zwei  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  dritten  Strahls  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  steht:  so  liegt  der  gemeinschaftliche 
Ausgangspunkt  P  der  drei  Strahlen  auf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Geraden  AB,  CD  in  A  und  C  be- 
rührt,  und  umgekehrt:  Wenn  gegeben  ist  ein  Kegel- 
schnitt mit  zwei  Tangenten  AB,  CD,  ihren  Berührungs- 
punkten A  und  C  und  folglich  der  Berührungssehne 
AC,  und  es  werden  aus  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
P  Strahlen  unter  gegebenen  Winkeln  nach  jenen  drei 
Geraden  gezogen:  so  steht  das  Rechteck  PQ.PR  der 
oaeh  den  Tangenten  AB,  CD  gezogenen  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  nach  der  Berfihrungssehne  AC  gezo- 
genen Strahls  In  einem  gegebenen  Verhältnisse. 

Denn  in  Taf.  I.  Fig.  4.  falle  die  Gerade  BD  zusammen  mit  der 
Geraden  AC,  ohne  Aenderung  in  der  Lage  der  drei  Geraden 
AB,  CD,  AC;  ferner  falle  der  Strahl  PT  zusammen  mit  dem 
Strahl  PS,  so  wird  aus  dem  Rechteck  PS.PT  das  Quadrat  P5> 
oder  PT^y  und  die^Geraden  AB,  CD,  welche  die  Curve  in  je 
zwei  Punkten  A,  B;  C,  D  schnitten,  können  sie  nun  in  jenen 
zusammenfallenden  Punkten  nicht  mehr  schneiden,  sondern  nur 
noch  berühren. 

Erklärung.  Der  Name  Kegelschnitt  wird  hier  im  weitesten 
Sinne  gefasst,  so  dass  er  auch  In  sieh  schliesst  sowohl  den  gerad- 
linigen Schnitt  durch  den  Kegelscheitel,  als  den  kreisförmigen 
Sebnitt,  der  parallel  ist  zur  Kegelbasis  im  aufrechten  und  scble- 
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fen  Kegel,  als  den  kreisförmigen  Schnitt,  der  antiparallel  Ist  zur 
Kegelbasfs  im  schiefen  Kegel. 

Anmerkung,  Die  letzte  Unterscheidung,  obgleich  hier  über- 
gangen von  Newton  und  von  uns  beigefügt,  kann  jenem  unmög- 
lich fremd  gewesen  sein,  da  er  ja  überall  zu  diesen  Beweisen 
den  Apollonius  anruft,  der  dieses  Alles  scharf  unterscheidet. 
Denn,  um  zur  Sache  zurückzukehren,  wenn  der  Punkt  p  auf  irgend 
eine  Gerade  der  Punkte  A^  B,  Cy  D  fallt,  so  verwandelt  sich 
der  Kegelschnitt  sofort  in  ein  Paar  Gerader«  deren  eine  den 
Punkt  p  enthält,  deren  andere  eine  Gerade  irgend  zweier  ändern 
Punkte  ist,  und  das  Verhältniss  der  Rechtecke  bekömmt  0  zum 
Werthe.  Wenn  zwei  gegenüberliegende  Winkel  des  Vierecks  ein- 
ander zu\zwei  Rechten  ergänzen  und  die  vier  Strahlen  PQ^  PR, 
PS,  PT  rechtwinklig  oder  schief,  aber  unter  gleichen  Winkeln 
nach  den  Seiten  gezogen  werden,  und  das  Rechteck  PQ.fiZ  des 
einen  Strahlenpaares  gleich  ist  dem  Rechteck  PS.PT  des  an- 
dern Strahlenpaares,  so  ist  der  Kegelschnitt  ein  Kreis.  Dasselbe 
findet  Statt,  wenn  die. vier  Strahlen  zwar  unter  ungleichen  Win- 
keln nach  den  Seiten  gezogen  werden,  aber  mit  der  Bedingung, 
dass  das  Rechteck  PQ.  PR  des  einen  Strahlenpaares  zum  Recht- 
eck PS.PT  sich  verhalte  wie  das  Rechteck  aus  den  Sinus  der 
Winkel  (PS,  AC)  und  (PT,  BD)  zum  Rechteck  aus  den  Sinns 
der  Winkel  {PQ,  AB)  und  {PR,  CD),  so  dass  die  Strahlen  und 
ihre  Winkel  zn  den  Seiten  in  umgekehrter  Ordnung  erscheinen. 
In  allen  andern  Fällen  ist  der  Ort  des  Punktes  P  als  des  gemein- 
schaftlichen Ausgangspunktes  der  Strahlen«  eine  der  drei  eigent- 
lichen Kegelschnittfiguren.  Statt  4es  gemeinen  Vierecks  AB  CD 
kann  aber  gesetzt  werden  das  vollständige  Vierseit,  das  alle  Ge* 
raden  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  zu  Seiten  hat.  Es  kann  aber 
auch  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  eines  solchen  Vierseits 
einer  oder  ein  Paar  in*s  Unendliche  hinausrücken,  wodurch  die 
Geraden  parallel  werden,  die  sonst  in  jenen  Punkten  convergir- 
ten.  In  diesem  Falle  geht  der  Kegelschnitt  durch  die  übrigen 
Punkte  und  verwandelt  sich  In  ein  Paar  Paralleler. 


§.  6. 

ConstrueUon  zum  Problem   des  Pappus, 

Aufgabe,  Zu  finden  einen  Punkt  P,  aus  dem  vier 
Strahlen  PQ,  PR,  PS,  PT  nach  vier  gegebenen  Gera- 
den AB,  CD,  AC,  BD  der  jReihe  nach  unter  gegebenen 
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Winkeln  gesogen,  geben  ein  bestimmtes  Verhältniss 
der  Recbteeke  PQ.PR  und  PS.PT. 

Die  Geraden  AB,  CD,  nach  welchen  die  das  eine  Rechteck 
bildenden  Strahlen  PQ,  PR  gezogen  werden,  schneiden  die  an- 
dern zwei  Geraden  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  Aus  einem 
dieser  Punkte,  z.  B.  A,  ziehe  in  beliebiger  Richtung  eine  Gerade 
AH,  auf  welcher  der  gesuchte  Punkt  P  liefen  soll.  Diese  schneide 
die  Gegenseiten  BD,  CD,  die  erste  in  H,  die  zweite  in  J,  Weil 
nun  alle  Winkel  der  Figur  gegeben  sind,  so  sind  damit  auch  ge- 
geben die  Verhältnisse  PQiPA,  PA; PS,  und  daher  das  Ver^ 
h&itniss  PQ  zu  PS.  Das  vorausgesetzte  Verhältniss  der  Recht- 
ecke ist  PQ.PR: PS.PT;  dieses  dividirt  durch  das  vorige  gibt 
PR'.PT,  dieses  zusammengesetzt  mit  PJiPR  g\bi  PJiPT,  und 
dieses  zusammengesetzt  mit  PTiPH  gibt  endlich  PJzPH  und 
damit  auch  den  Punkt  P,  der  zn  finden  war. 

Zusatz  1.  Daher  kann  auch  zu  jedem  beliebigen  Punkte  D 
unter  den  nnendlich  vielen  Punkten  P,  die  unter  obiger  Ortsbe* 
dingnng  m5glich  sind,  eine  Tangente  gezogen  werden.  Denn  in 
Tat  1.  Fig.  5.  geht  die  Sehne  PD  in  eine  Tangente  zum  Punkte 
D  über,  sobald  die  Punkte  P  und  D  zusammenfallen,  d.  b.  wenn 
die  AH  durch  den  Punkt  D  geht,  also  in  AD  Qbergeht.  In  die- 
sem ^Falle  wird  das  letzte  Verhfiltniss  der  bis  zum  Verschwinden 
abnehmenden  Abschnitte  PJ  und  PH  mit  Hälfe  des  vorigen  Be- 
weises gefunden  wie  folgt:  Man  ziehe  Dq  parallel  zu  PQ,  Ds 
parallel  zu  PT,  als  dem  Curvenpunkte  D  entsprechende  Strahlen 
zu  AB  und  AC,  deren  jeder  mit  der  sugehSrigen  Geraden  immer 
seinen  gegebenen  W^inkel  bilden  soll. 

Nun  geht  unsere  obige  Bedingung,  dass  PQ.PRiPS.PT 
ein  gegebenes  Verhältniss  sei,  durch  die  besondere  Lage  des 
Punktes  P  bei  D  unmittelbar  Ober  in  (Dg  +  af).Prx(Ds  +  ^).Pi, 
welcher  Ausdruck  denselben  gegebenen  Wertb  hat,  und  wo  P 
vorstellt  einen  Punkt,  dessen  Entfernung  von  D  bis  znm  Ver* 
sehwinden  abnehmend  gedacht  wird,  so  dass  x  und  y  gleichfitlls 
and  gleichzeitig  mit  Pr  und  Pi  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 
Nun  verschwinden  die  unendlich  kleinen  x  und  y  vor  den  end- 
lichen Grossen  Dq  und  Ds,  so  dass  wir  haben:  Dg.PriDs.Pt, 
gleich  demselben  Wertb,  den  wir  fiir  PQ.PRxPS.PT  voraus- 
gesetzt haben;  Dg  und  Ds  sind  aber  durch  die  besondere  Lage 
des  Punktes  P  bei  D  unmittelbar  gegeben  und  damit  auch  das 
letzte  Verhältniss  PriPt  der  bis  zum  Verschwinden  abnehmen- 
den Pt  und  Pt  oder  die  „ultima  ratio  evanescentium*'  mittelbar 
bestimmt,  so  dass  wir  haben,  PQ.PR:  PS, PT=sg  romusge^ 
setit,  Pr:Ptssg.D$i  Dg,  wo  das  Verhältniss  der  unendlich  klei- 
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nen  Pr  und  Pt  fibersetst.ist  in  ein  Verhftitniss  eodliclier  Grössen 
und  erst  dadurch  zur  Construction  geeignet  erscheint.  Nun  ziehe 
man  nach  Newton  CFy  parallel  zu  ^Z>,  theile  sie  in  jenem  letzten 
VerhMltniss  der  JP  und  PH  In  E  und  ziehe  DE  als  gesuchte 
Tangente»  weil  CF^  deren  Endpunkt  F  auf  der  Richtung  JBZ),  und 
das  verschwindend  kleine  JH^  unendlich  nahe  an  D,  zu  einander 
und  zu  AD  parallel  sind  und  daher  auch  in  E  und  P  in  demsel- 
ben Verhältniss  getheilt«  das  als  letztes  Verhältntss  der  bis  zum 
Verschwinden  abnehmenden  JP  und  PH  aus  dem  letzten  Ver- 
hSitniss  PriPt  abgeleitet,  wird  wie  im.  vorigen  Beweis  JPiPH 
aus  der  Bedingung  PQ.PR:PS.PT=zg  und  den  übrigen  geo- 
metrischen Bedingungen. 

Noch  unmittelbarer  lässt  sich  aber  nach  Taf.  I.  Fig.  5.  a.  die 
Tangentenrichtung  DE  aus  dem  einmal  gefundenen  letzten  Ver- 
hältniss PriPt  bestimmen  wie  folgt:  Man  ziehe  Mq  parallel  zu 
PR  aus  einem  beliebigen  Punkte  q  der  CD  in  beliebiger  Lfinge, 
durch  ihren  Endpunkt  M  eine  Gerade  G  parallel  zu  CD,  ans 
einem  beliebigen  Punkte  t  der  BDF  die  Nx  parallel  zu  BDF,  so 
dass  ]Uq:Nx=s  Pr:Pt  =  g.DsiDq,  d.  h.  die  Lflnge  der  Nx  nach 
Maassgabe  des  letzten  Verhältnisses  PriPi;  durch  den  Endpunkt 
N  eine  Gerade  K  parallel  zu  BDF:  der  Treffpunkt  L  der  Gera- 
den G  und  K,  verbunden  mit  D^  gibt  die  gesuchte  Tangente  des 
Kegelschnittes  im  Punkte  D.  Der  Leser  möge  in  Taf.  I.  Fig.  5. 
die  nothigen  Ergänzungen  selbst  machen. 

Zusatz  2.  Daraus  kann  auch  nach  Taf.  I.  Flg.  6.  die  Orts* 
curve  des  Punktes  P  bestimmt  werden.  Durch  irgend  einen  der 
vier  gegebenen  Punkte  A,  B,  C,  D,  z.  B.  durch  A,  ziehe  eine 
Tangente  AE  der  Ortscurve  und  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
B  eine  Parallele  BF  zu  derselben,  deren  Treffpunkt  mit  der 
Curve  F  sei;  dieser  wird  aber  gefunden  nach  der  Analysis  der 
vorigen  Aufgabe.  Dann  hälfte  BF  in  G,  aus  dem  Berflhrungs- 
punkt  A  der  Tangente  AE  ziehe  AG  nach  der  Mitte  G  der  pa- 
rallelen Sehne  BF  unbestimmt  lang,  so  ist  AG  eine  Durchmes- 
iierrichtungy  zu  welcher  die  Sehne  BGF  conjugirt  ist«  Die  AG 
treffe  die  Curve  in  H,  dann  ist  AH  eine  Durchmesserlänge >  welche 
mit  dem  Parameter  p  gibt  die  Proportion  p:AH=BG*:AG.GH. 
"Wenn  kein  Durchschnitt  Statt  findet  zwischen  AG  und  der  Curve, 
oder  wenn  AH  unendlich  gross  wird,  so  ist  die  Ortscurve  eine 
Parabel  und  der  zu   AG  gehörige  Parameter  (latus  rectum  oder 

BG* 

erectum)  ist  -ffr-  Wenn  aber  die  Punkte  A  und  H  auf  dersel- 
ben Seite  von  G  liegen  in  endlicher  Entfernung,  so  ist  die  Orts- 
curve eine  Hyperbel;    eine  Ellipse  hingegen ,  wenn  A  und  H  wm 
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beiden  Seiten  von  G  liegen  lo  endliciier  Entfernung;  es  sei  denn, 
dass  der  Winlcel  AGB  ein  recliter  sei  und  ausserdem  das  Qua- 
drat BG*  gleich  dem  Recliteclc  AG.  GH,  in  weichem  Falle  ein 
Kreis  sich  ergibt.  Damit  Ist  also  auseinandergesetzt  die  Aufgabe 
der  Alten.de  quätuor  lineis,  die  von  Euklid  aufgestellt  und  in 
der  Losung  begonnen «  von  A  pol  Ion  ins  fortgefIBhrt  worden  ist. 
Und  iwar  gibt  dieser  Zusatz  die  Auflösung  nicht  durch  Rech- 
nung« sondern  durch  geometrische  Construction,  wie  sie  die  Alten 
anstrebten. 

§6. 

Das  JhrMem  des  Pappus  im  Kreise  und  zugleich  beschränkt 
auf  drei  Gerade,  tuo  der  fVcrih  des  Verhältnisses  i  ist. 

Schon  oben  in  §.  4.  im  Zusatz  zum  umgekehrten  Lehrsatz  des 
Newton  ist  das  Problem  des  Pappus  auf  drei  Gerade  beschränkt 
worden.  Eine  noch  engere  JBegränzung  desselben  liegt  darin, 
wenn  jenes  die  Ortsbedingung  ides  Punktes  P  enthaltende  Ver- 
hältniss  des  Rechtecks  zweier  Strahlen  zum  Quadrat  des  dritten 
Strahls  den  Werth  1  annimmt,  d.  h.  wenn  das  Rechteck  zweier 
Strahlen  gleich  ist  dem  Quadrat  des  dritten  Strahles  und  zugleich 
die  Strahlen  auf  den  festen  Geraden  senkrecht  stehen.  Auch 
in  dieser  Beschränkung  der  Aufgabe  geht  im  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  als  Ortscurve  aus  derselben  hervor;  wenn  aber  noch 
bestimmter  die  drei  festen  Geraden  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden«  so  spricht  sich  das  Ergebniss  unserer  Ortsbestimmung 
aus  in  dem  Lehrsatze: 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes  P,  dessen  Ent- 
fernung von  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist  zw*ischen  den 
Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  gleichen 
Schenkeln,  gibt  als  Ortscurve  einen  Kreis,  welcher  die 
beiden  gleichen  Schenkel  in  den  Basisecken  berührt. 

Beweis.  Es  sei  also  zu  diesem  Ende  in  Taf.  I.  Fig.7.  als 
gegeben  angenommen  der  Punkt  C  mit  der  Bestimmung,  dass 
seine  Entfernung  CD  von  der  Grundlinie  AB  des  gleichschenkli- 
gen Dreiecks  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen  seinen  Ent- 
fernungen ,CP  und  CQ  von  den  Schenkeln  AG  und  BG  des 
Dreiecks,  dass  also  bestehe  die  Voraussetzung  CD^zzz  CP.  CQ, 
und  es  sei  zu  suchen  der  Ort  des  so  bestimmten  Punktes  C 

Nun  ist  Winkel  a  =  DCQ^  D(;P=:ABG  :=  BAG  wegen 
der  Perpendikularitftt  der  Schenkel;   aus  der  Voraussetzung  aber 
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folgt  die  Proportion  CP:CD=:  CDiCQ;  also  io  den  Dreiecken 
CDP  und  CDQ  ein  Winicel  gleich  und  die  einechiiessenden  Sei- 
ten in  gleichem  Verhältnisse  womit  hergestellt  ist  ihre  Aehnllch« 
keit.  Zugleich  sind  ^Z>CP  nnd  AZ>OQ  Kreissehnenvierecke,  und 
zwar  speciell  solche,  wo  eine  Diagonale  zugleich  Dorchmeseer 
des  umschriebenen  Kreises,  weil  wegen  der  Perpendikel  Ci>,  CP, 
CQ  ein  Paar  Gegenwinkel  Rechte  sind,  woraus  die  in  der  Figur 
mit  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Winkel  gleich  sind,  und 
daher  die  Dreiecke  ^Z)P  und  BDQ  ebenfalls  ähnlich;  aber  auch 
Winkd  ACB  —  y  +  ß  =  a  =  ABG=BAG  oder  gleich  dem  Win- 
kel an  der  Grundlinie:  was  den  Ort  des  Punktes  C  constituirt 
als  den  Kreis  auf  der  Sehne  AB,  welche  abschneidet  das  Seg- 
nenty  das  den  Peripberiewinkel  ä=ABG=iBAG  in  sich  laset; 
zugleich  berührt  der  Kreis  die  Schenkel  AG  und  BG,  wie  zu 
beweisen  war.  ' 


Unikehrung  des  vorigen  Satzes. 

Ist  gegeben  ein  Kreis  mit  zwei  Tangeuten  und  ihren 
Berührungspunkten,  also  auch  der  Berührungssebne 
AB:  so  ist  die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes 
von  der  Berührungssebne  das  geometrische  Mittel 
zwischen  seinen  Entfernungen  von  den  Tangenten. 

'  Der  Satz  vom  Höhenqnadrat  des  rechtwinkligen  Dreiecke  oder 
vom'  Quadrat  der  Ordinate  auf  den  Durchmesser  bildet  am  besten 
den  Eingang  zu  einem  besondern  Falle  unsere  Satzes  und  damit 
auch  den  Uebergang  zu  unserm  allgemeinen  Satze  seilet  Wer- 
den nämlich  an  die  Enden  des  Durchmessers,  auf  welchen  die 
Ordinate  gelKllt  ist,  Tangenten  gelegt,  zugleich  die  Durcbmes- 
serrichtung  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  bis  an  die  Peri- 
pherie, so  lautet  der  Satz  vom  Quadrat  der  Ordinfite,  weil  durch 
jene  Verschiebung  die  Durcbniesserabschnitte  die  Maasse  abge- 
ben für  die  Entfernungen  des  Peripheriepunktes  von  jenen  (paral- 
lelen) Tangenten,  folgendermaassen : 

Die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes  von  einem 
Durchmesser  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen 
den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Tan- 
genten in  den  Enden  des  Durchmessers. 

Nun  liegt  die  Voraussetzung  nahe,  dass  der  Satz  allgemeiner 
gelte  in  obiger  Fassung.  Dazu  ist  der  Beweis  folgender:  Wird 
noch  io  Taf.  1.  Fig.  &  der  Fnsspunkt  D  der  Ordinate  CD  verbun- 
den mit  den  Fusspnnkten  P  und  Q  der  Perpendikel  auf  die  Tan-. 
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genten>  so  haben  wir  vermuge  der  Perpendikel  zwei  Kreiesebnen* 
Vierecke  CD  AP  und  CDBQ  mit  ihren  üiagoneten  AC  und  DP, 
BC  und  DQ,  die  mit  den  Seiten  die  Paare  .gleicher  Winkel 
machen,  die  mit  denselben  Buchstaben  a  und  ß  bezeichnet  sind^ 
bei  A  und  P,  bei  A  und  D;  dass  aber  auch  die  Winkel  a  und 
ß  bei  A  und  B  einzeln,  denselben  Buchstaben  entsprechend,  ein- 
ander'gleich  sind ,  folgt  aus  der  Eigenschaft  der  Tangentensehnen- 
Winkel,  so  dass  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  die  Aeho 
lichkeit  der  Dreiecke  CDP  und  CDQ  mit  der  gemeinschafUichen 
Seite  CD,  worauf  eben  Alles  ankam  zur  Erzeugung  der  stetigen 

/?         o  ß         a 

Proportion  PC:CD=  CDiCQ,  wo  zur  besseren  Cebersicht  der 
jeder  Seite  gegenüberstehende  Winkelbuchstabe  oben  darauf  ge- 
,  setzt  wurde,  und  diese  Proportion  ist  die  Behauptung,   die  zu 
beweisen  war. 

§.7. 
Anwendung  des  vorigen  Satzes   auf  das  Kreissehnenviereck. 

Schon  oben  in  §.4.  ist  nach  Newton  hervorgehoben  worden 
der  Fall,  wenn  als  die  durch  das  Problem  des  Pappus  bestimmte 
Ortscurve  der  Kreis  hervorgeht  aus  dem  Viereck.  Darauf  kom- 
men wir  hier  wieder  zurück,  nicht  nur  des  näheren  Nachweises 
wegen,  sondern  weil  der  Beweis  jenes  besonderen  Falles  nur 
eine  wiederholte  Anwendung  unsers  so  eben  bewiesenen  Satzes 
ist.  Ist  nämlich  in  Taf.  II.  Fig.  9.  gegeben  das  Kreissehnenviereck 
ABEL  mit  den  Tangenten  an  den  Ecken,  der  fiinfte  freie  Punkt 
C  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises,  aus  C  auf  die 
Seiten  der  Figur  gefällt  die  Perpendikel  CD  =  f,  CG=g,  CE=h, 
CF=k  und  auf  die  Tangenten  in  den  Ecken  derselben  Figur  die 
Perpendikel  CP^m,  CQ  =  r,  CV  =  n,  CF—s,  so  gibt  die 
widerbolte  Anwendung  des  obigen  Satzes  folgende  Reihe  von 
Gleichungen : 

f^zsmr,    g'^zszms,    h!^=:nr,    A*=iw; 
durch  Multlplication : 

mnrfi=:f^k^,    ^h^ssmnrs  oder  fk=gh, 
und  in  Worten: 

Das  Product  der  Entfernungen  eines  Punktes  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  von  einem  Paar  zugeordneter 
Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich 
dem  Prodoct  der  Entfernungen  desselben  Punktes  von 
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den  eioen  oder  andern  der  fibrigen  Paare  angeordne- 
ter Seiten. 


Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  Satz  des  Ptolemäus 
vom  Rroduet  der  Diagonalen  eines  Rreissehnenmereeks. 

Ein  allgemeiner  von  jedem  beliebigen  Viereck  ABCD  gel- 
tender. Satz  sagt  in  Bezug  auf  einen  Punkt  E  seiner  Ebene  aus 
die  Gültigkeit  folgender  Flächengleichung  zwischen  den  Dreiecken, 
deren  gemeinschaftlicher  Scheitel  £  und  deren  Gegenseiten  sind 
die  sechs  Strecken  zwischen  den  vier  Ecken  A,  B,  C,  D: 

^EAC.£iEBD=:^EAB.£iECD  +  iiEBC.^EAD 

oder  (die  Figur  weggelassen): 

x.AC.y.BD^im.AB.n.CD-l-p.BC.g.AD, 

wo  X,  y»  m,  n,  p,  q  der  Reihe  nach  die  Perpendikel  aus  E  auf 
AC,  BD,  AB,  CD,  BC,  AD  vorstellen,  die  aber,  um  Ueberla- 
dnng  zu  vermeiden,  in  der  Figur  weggelassen  sind.  Nun  gilt  die-> 
ser  Satz  ^sicher  auch  vom  Kreissehnen  Viereck  filr  einen  belle* 
bigen  Punkt  E  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreiseü 
und,  damit  nach  dem  Lehrsatz  des  Ptolemäus  bestehe  die  Glei- 
chung AC.BD=AB.CD  +  BC.AD,  muss  nothwendig  xy^mn 
=  pq  sein.  Die  Gleichheit  der  Perpendikel -Producte  gilt  also 
fflr  alle  drei  Paare  zugeordneter  Seiten,  d.  h.  auch  fQr  die  soge- 
nannten Diagonalen ,  wie  auch  aus  Taf.  IL  Fig.  0.  leicht  gezeigt 
iverden  konnte,  was  nicht  geschehen,  um  ihre  Ueberladung  sq 
vermeiden.  Noch  ein  Beweis  zu  unserm  Satz  ergibt  sich  aus  den 
projectivisch  gleichen  Strahlbflscheln  im  Kreis,  nämlich 
in  Taf.  II.  Fig.  10.,  wo  p,  q,  u,  v  der  Reihe  nach  die  Perpendi* 
kel  aus  m  auf  PA,  PB,  PA,  />'J?  vorstellen,  und  gfiitig  ist 
die  Proportion : 

SxomPA      SmmPA  mP.SxomPA       mP.SXumPA 

Sb5i]PÄ"SinmP'B   ®^^^  mP.SmmPB-- mP'.SinmPB 

oder  -=-  ^Aer  pt)=:qu, 

also  wieder  die  in  Rede  stehenden  Producte  der  Perpendikelpaare 
anf  zugeordnete  Seiten  des  Kreissehnenviereeks  einander  gleich. 

Noch  ein  Fall  der  Kreiserzeugung  aus  dem  Viereck  durch  das 
Problem  des  Pappus  Ist  oben  in  §.4.  nach  Newton  hervorge« 
hoben  worden,  nämlich  der  besondere  Fall,  wo  die  vier  Strahlen 
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swar  iiDtar  uDgloicbeD  Winkeln  nach  den  Seiten  gezogen  werden» 
aber  mit  der  Bedingung,  daas  in  Taf.  I.  Fig.  3.  PQ.PRiPS.PT 
=^SmiPS,  AQ.SiniPT,  Bl>):Sin(PQ,  AB).S\n(PR,  CD),  also 
in  umgekehrter  Ordnung  der  Strahlen  und  Seiten.  Dies«  ist  aber 
nur  eine  andere  Einkleidung  deaSataes  dergleichen  PerpendikeV 
preducte  im  KreiaaefanenviereGk ,  denn  dieLVoiBegende  Bedin* 
l?vng  gibt  nach  und  naeb,  wenn  p,  q,  v,  u  der  Reihe  nach  die 
Perpendikel  auf  AB,  AC,  CD,  BD  vorstelleii: 

p.Cosec(PÖ,>4B),cCosec(PÄ,  C/>) 

iqCxm^tiPS,  ^C).aeCosec(Pr,  BD) 

=  Sin  (PS,  AQ.SxniPT,  BD):S\b(PQ,  AB).S\n(PR,  CD) 

oder  pv=^qu  wie  oben. 


Zusammenhang  desselben  Satzeß  mit  der  Involution  des 
Des4irgues. 

Schon  bb6n  fm  §i  2.  i^  angedeutet  der  Zttsammerihaiig  urisers 
Satzes  mit  dein  des  Desdrgnes  über  die 'fnVoliitici^n  dW  sechs 
Punkte  einer  Transversale  durch  ^inen '  Kegelschnitt  und  die  vier 
Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks.  Bind  nun  in  Ttff.II.Fig.il., 
zur  näheren  Begründung  dieses  Zusammenhanges ;  oder  vieTmebi^ 
zur  Abfeftung  des  einen  Satzes  aus  dem  andern;  d  und  er'  die 
Durchschnittdpunkte  zwischen  der  Transversale  und  dem  eineh'Paar 
xüg#6rdneter  Vietecksseiten  AB  und  ED,  fernem  6  nnd'b'  fAr 
das  andere  Paar  i^D  und  BE,  endlich  eüM'c'  die  Durcbsi6hnitts- 
punkfe  zwischen  Gurve  und  Transversale^  so '  spricht  üich  däis 
Inrohitionstheorem  unter  andern  aus  in  folg^ndefc'  Gleichitng: 

ac .  a'c :  bc  l  b'c  =  ac'  ,a'c'  i  bc' .  b'c'. 

Werden  nun  aus  dem  einen  Curvenpunkte  c  geföllt  die  Perpen- 
dikel m  auf  AB,  dann  n  auf  DE,  p  kuf  AD,  q  auf  BE;  aus 
dem  andern  Cur?eilputkt  c'  in  dersetben  Or.dnoog  die  Perpendi- 
kel m' ,  n' ,  p',  q'  auf  dieselben  Seiten,  so  ist  m=ac.Sioo, 
n=:a'c. Sinß,  p  =  6c.5iny,  ^=6'c.Sin^,  wo  a,ß,y,d  die  Win- 
kel zwischen  der  Transversale  und  den* leinzehen  Vierecksselten; 
ebenso  «i'  =  ac'.Sina,  n'  =  aV. Sin /3, /?'= 6c'. Siny,  q' =  b'c'.Siüd. 
Nun  gibt  unsere  obige  Tnvolutionsgleichung,  verbunden  mrt  det 
identischen: 

Sin « Sin j?) Sin y Sind  =  Sin«Sin/3:SinySind, . 
TheU  XXXVIII.  a 
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==  cfc'  Sin  a ,  aV  Si  n  /5 :  Ac'^  ISi n  y .  6'c'  Sio  d. 

Wird  nan  »(fieiTViiDSTevMiIe  gedfebt'  umden  iesfgehalteneiiMBuvkt 
cfi  86^  bleiben  die  Petpendikei  mf  9.  n',  p'^  ^''  uuveiStidcnt,  ^94mam 
v>c(rnifige  unserer  Proportion  das  bestfhidi^  Veriiälttiiaa  Mfir  Pn»r 
ducte,  nämlich  m'.n'rp'^^odcr  iie'.Si»cfr.a'c\Sirip;6c'»Siii/J'c^Sin^, 
auch  zur  Folge  hat  die  Bestäiidigkeit  fi^s  Productenverbältniases 
m.mp.g  oder  nc ! Sin a.a'c. Sin ßibc.Sihy.b'c.Smöt  womit  bewie- 
sen ist  die  allgÄnieirit  Eigenschaft  der  K^gekfchiittte  vom  bestän- 
digen Verbältqiss  der  in  Rede  stehenden  Perpendikelproducte. 

,      .        §.8. 
Das  Beeiproke  des  Satzes   von   den  Entfernungen    zwischen 
Curvenpünkt  y   zwei  festen  Tangenten  und  ihrer  Berührungs* 
sehne  heim  K^gehchnitt. 

Es  seien  in  Taf.  IL  Fig«  12^  gegeben  zu  einem  J^eg^l^chnitt 
zwei  feste  Tangenten  AF,  BF, mit  den  Bejubrupg/sp^ktefi  .4 
und  B  und,  de^d  Treffpunkt,  F^  eine  dritte  freie  Tangente  ßei  PQf 
die  die  beiden  festea  schaeidet  in  P,  Q\  ^ubeMimmen.die. Be-.. 
Ziehungen  zwischen  den  Elntfernuiig.en  AC  und  JßB  d^r  .festen 
Berührungspunkte  A,  B  von  einer  freieu  Tangep^e  jPQ  nad  dec 
Entfernung  JP«/  des  fegten  Trefipuvktps,  F  von  derseibetir  ,-Nun 
ist  nicthts  ieicbter,  als  diese^  Bezieliungen  zu  finden«  wew^  wir  zu 
Hülfe  nebiPiett  die  pi;ojectiviscben  EigenectiaJ^en  der  Kegejij^cbnitts-, 
tangenten.  f)s  sind  nämlich  s^u^  Taf^  IL  irig*,12.  .seibf3)t?erj^tänd- 
lich  die  zwei  Proportipoep:,  •    .   .      ,   ..    ,        ,.'.  .,»/.. 

FJ:AC=FPiAP, 

FJ:BDz=FQ:BQ; 

und  daraus  4ie  zusammei^gesetzie:  ^  ...,.<:..'. 

Pi^^A€.BD^FP.FQ:AP.B<t  ^       ; 

odef  -.'•-.«     •'■'      .     .    :\     '  ,  y  , 

ebenso  für  «ine  »weite  freie  TaAgfep|;ie  P/Q^i  in  der  |!*igiir  .w#g^ 

gelassen, 

FP    BO 
FJ?.AC,.BD.=^^. 
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Naa  ist  mtdi  «Im  Mg«Mirt«i>  pr«jectivi8eh9n  Elgeiwefaaftta  der 


oder 


FP  BQ      FP,  BQ, 


also  auch 

FJ«:  AC.  BD  =  FJ  «:  AC, .  BD,  =  constante, 

d.  h.  die  angeführten  Doppelverbältnisse  für  alle  freien  Tangenten 
PQ3  P,Q,f  PuQii  w«  8-  ^'  ▼'>'>  hcÄtfiTidigeni  Wertke.  Daraus  der 
Satz,  das  Reciproke  zu  dem  auf  das  Dreieck  beschränkten  New- 
tonschen  Satz  in  {.4.:  das  Quadrat  des  Abstandes  zwi- 
schen dem  Treffpunkt  zweier  festen  Tangenten  und 
einer  beliebii^en  drittebTai'ngente  steht  zu  dem  Recht- 
eck der  Entfernungen  zwischen  den  festen  Berfih- 
rungspunkten  und  derselben  Tangente  in  einem  be- 
ständigen Verhältnisse. 

Oben  in  §.6.  bat  die  Ortsbestimmung  des  Pappu«»»  auf 
Kreis  und  gleichschenkliges  Dreieck  Jbeschränkt,  den  Werth  des 
fraglichen  beständigen  Verbältrviss^j^  zur  Folge  gehabt.  Nun  künote 
es  scheinen,  auch  der  reciproke  Satz  führe  für  den  Kreis  auf 
denselben  Werth  1  ded  hier  rn  Rede  stehenden  beständigen  Ver- 
hältnisses. Dftss  es  aber  nicht  so  ist,  das  veranlasst  uns,  den 
zwar  schon  In  voriger  allgemeiner  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
eingeschlossenen  besondern  Fall  des  Kreises  hier  noch  besonders 
herforzuhebeir,  für  den  wfr  zndem  einen  neuen  Beweis  gefonden 
za  kab«n  glaube,  besonders  zur  Ethärtiing  der Tfaatsacb« ,  dass 
das  fragHebe'V^tbSItniss  nicht  1  ist,  sondern  einen  anderen  Werth 
hat,  und  endlieh  zur  Befttltniming  dieses  Werthes  seilict. 

Es  sei  also  in  Taf.  II.  Fig.  ]3.  gegeben  ein  Kreis  aus  dem 
Centrum  M  mit  dem  Halbmesser  MG^^r^  den  festen  Tangenten 
AF,  BF,  den  Berührungspunkten  A,  B,  also  der  Beruhrungs- 
sehne  AB,  mit  ihrem  t'ol  F  als  dem  TreffpuTifct  der  Tangenten, 
dazu  eine  freie  dritte  Tangente  PQ,  die  festen  Tangenten  in  P, 
Q  scbnaideod,  ihr  Beriihrungspuakt  G;  der  Abstand  des  PoIIbs 
F  vom  Centrum  M  hingegen  FMzz^c;  der  Abstand  des  Beriih- 
mogspaiiktes  G  der  freien  Tangente  PQ  Ton  der  festen  Polare 
oder  Berfibfuogasehne  AB  sei  G£=:p;  der  Abstand  d«s  festen 
Berfibmngspunkte«  A  von  der  PQ  ferner  ACzxzu'i  der  Abstand 
des  ander«  festen  Berührangspiuiktes-^  ven  derselben  PQ  end- 

2* 
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lieh  BD  =  o ;  der  Abstand  des  freien  BerUlmingepiinlitee  G  ven 
der  festen  Tangente  AF  sei  GH:=zACz^n\  der  Abstand  des- 
selben G  Ton  der  andern  festen  Tangente  BF  endlich  GK^^BDczv, 
denn  auch  AP  =  GP  und  GQ  =  BQ  als  Tangentenpaare  am  Kreis : 
so  iSsst  sich  aus  diesen  Voraussetzungen  beweisen  die  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  FJM  und  EGM  mit  dem  gleichen  Wink«! 
JFM  =  EGM = ^  oder  die  Proportion  JF:F3f  =  EG:  GM.  Es 
Ist  nfimlich  FJL  senkrecht  auf  PQ,  elienso  der  Berühmngshalb- 
roesser  MG  senkrecht  auf  PQ,  daher  FJL  parallel  zu  GMy  ebenso 
LM  parallel  zu  PQ  und  gleich  JG,  MN  parallel  zu  AB  und 
gleich  OEf  und  daher  nach  und  nach: 

m=:JF=FL^JL=FL'-GM=zcCoB&-r, 

c  =  FM,    /F:Fiir=Co8d— -,  i 

c  • 

«  =  GE  =  GJ!f—EN=  GJS-  OM  =  r Co««— -  , 
'  c 

T—GM,    EGiGM^CoB^'-^f 

c 

und  damit  bewiesen  die  Proportion  JFiFMz^EGiGM  oder 
fn:c=pir  oder  die  Prodoctengleichung  cp=:rm.  Nun  ist  aber 
in  §.6.  bewiesen  GE^=^GH.GK  oder  p*=uv,  also  nAr^^<^*y 
irfV*  =  c*tt»,   oder  m*:ti©  =  c*:r*,  d.h.: 

im  Kreis  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
dem  Treffpunkt  zweier  festen  Tangenten  und  einer 
freien  Tangente  zum  Rechteck  der  Abstände  zwischen 
den  festen  Berflhrungspunkten  und  derselbe«  freien 
Tangente  In  einem  beständigen  Verhältnisse»  und 
zMrar  ist  dieses  Verhältnlss  wie  das  Quadrat  des  Ab- 
standes zwischen  dem  festen  Treffpunkt  und  dem  Gen- 
trum  zum  Quadrat  des  Halbmessers»  weiches  Flächen* 
verhältniss  oder  quadratische  Verhältnlss   sich  anch^ 

u 
übersetzen  lässt  in  das  lineare  FMxOM  oder  e:-^* 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Beziehungen  ergibt  sich 
das  zu  §.  4.  reclproke  Theorem : 

Ist  gegeben  ein  Kegelschnitt  mit  einem  umsehrie* 
benen  Viereck  oder  einem  Tangentenviereck:  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  zweier  Gegenecken 
?on  einer  freien  fünften  Tangente  zum  Rechteck  der 
Entfernungen  der  zwei  andern  Gegenecken  von  dersel- 
ben  freien    Tangente   in  einem    beständigen  Verhält- 
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lisse,  <Ua  aber  beim  Kreis  nie  deo  Werth  I  annimmt, 
§0  das«  in  clieaem  Falle  nie  ein  Product  gleich  einem 
aodera  iat 

§.9. 

ComtUnaieuanalysis  zum  Satz  des  Newton  und  seines 
Mteetpreken, 

Zmn  Schhiaa  sei  noch  die  Coordinatenanalysis  in  Wettkampf 
gesetzt  mit  unsern  synthetischen  und  neogeometrischen  Metho- 
deo;  zuerst  am  Lehrsatz  des  Newton  §.4.  vom  Kegelschnitt 
und  dem  eingeschriebenen  Viereck.  Die  dort  aufgestellte  Orts- 
bediogong  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes  P  gibt  sofort  die 

Gleichong  p^o  pji^^O   ^^^^  — -~=^9>  ^o  ^'»e  Perpendikel  oder 

Mbiefen  Strafalen  PQ^m,  PR  —  n,  PS  —  p,  PT^q,  dareh  ^ie 
lanfeoden  Coordlnaten  J?,'^  des  Punktes  P  aosgedrflckt,  lineare 
FoDctionen  dieser  Coordinaten   vorstellen ,  so  dass  wirklich   die 

Bedingungsgleichung    — ^=5|f,  wo  je  zwei  solcher  linearer  Func- 

tlonen  zam  Product  verbunden  sind,  eine  quadratische  wird  in 
Berog  aof  die  Coordinaten  x,  y,  und  also  im  Allgemeinen  einen 
Kegelschnitt  vorstellt,  der  durch  die  vier  Ecken  des  gegebenen 
Vierecks  geht;  denn  wenn  n=0  ist,  so  nuss  auch  q  oder/i  ^sO 
sein,  und  wenn  iii=0  auch  p  oder  9  =0.  Die  Curve  muss  also 
doreh  die  vier  Ecken  gehen,  da  nur  solche  Punkte  je  zwei  der 
Strahlen  oder  Perpendikel  zugleich  zu  0  machen. 

Hier  ist  überhaupt  zu  bemerken,  dass  immer  mn-\gpq:=zQ 
Torstellt  die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades ,  die  durch  vier 
Dorchscbnittspunkte  der  Geraden  geht,  deren  Gleichungen  sind 
111=0,  nsO»  p=0,  9  =  0.  Mit  Hölfe  dieser  einfachen  Zeichen 
läwt  sich  auch  leicht  obiger  Satz  Newton' s  umkehren,  wie  folgt: 

Die  Carve  zweiten  Grades,  die  dem  Viereck  der  Geraden 

9=y  +  a4,T+64=0 

niMehrieben  Ist,   hat  die  Gleichung: 

mn  +  gpq  =:  0. 
Die  Perpendikel  aus  dem  beschreibenden  Punkt  (Xyy)  sind: 
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Di«  Pankte''(i:>  p)'6ef  Curve  münfieii  auch  dre  durch   die  Cur 
vengloidbung  mn  +  gpq  ^  0  atisged rückte  Bedingung  ermileii ,  nnd 
also  geben : 

mn=z--gpg  oder  MN.  ^^1+ V-  VT+a^^:=:z^g.PQVT+^.  V  I+i** 
oder 

die  Prodncte  der  Perpendikel  zugeordneter  Seiten  in  beatändigeni 
Veihältniae^  wais  eich  auf  beliebig  »ehiefe  Strahlen  ausdehnen  läset. 

Auch  der  zum  Newtonschen  reciproke  Satz  vom  Kegel- 
schnitt und  dem  umschriebenen  Viereck  lässt  sich  durch  eine 
ebenso  einfache  CoordinatenanaFysis  erledigen   nie  folgt: 

Wenn  das  Product  der  Abstände  in,  n  einer  fVeien  Geraden 
nap  Ewel  festen  Punkten  A^  B  zu  dem  Prodtict  der  Abstände  p»  ^ 
derselben  Geraden  von  zwei  andern  festen  Punkten  C,  D  m  eineu 

beständigen  Verhältnisse  steht ,   so  dass   =  ^»  so  umhüllt  die 

freie  Gerade  als  Tangente  eine  Curve  des  zu  eiten  Grades,  welche 
die  vier  Geraden  berührt  aus  der  Verbindung  des  A  oder  B  mit 
C  oder  D*  Denn  wis  zunächst  den  Grad  der  UmhülHingsciirve 
betrifft,  so  «vird  sie  gefunden  wie  folgt:  Wir  setzen  a,  ß  als 
Coordinaten  des. festen  Punktes  A^  ferner  y,  d  als  Goordioaten 
des  festen  Punktes  ß,  dann  <,  (;  als  Coordinaten  des  festen 
Punktes  6\  endlich  17»  ^  als  Coordinaten  des  feston  Punktes  D 
und  y  \-ax-\-b=;Q  als  Gleiohui^  der  freien  Geraden  mit  den  ver* 
änderlichen  Parametern  a  und  6.  Dann  sind  die  Perpendikel  aus 
den  festen  Punkten  auf  dieselbe  der  Reihe  nach ; 


en  testen  funkten  aui  aieseiue  cier  iieine  nacn : 

__a^aß+b  y-i-ad^b         _«  +  *'?+*         _ff  +  ei4^  +  6 

-VT+^'    "-V^r+T»*    ^-^Vrü^'  ^"^^VT  +  a*' 

und  die  Bedingung  ist: 

2!ü-^        1      («-l-^^g  +  ft)(y  h«^  +  ^>)  ,, 

Die  veränderlichen  Parameter  a,  b  der  Geraden  y-{-  ax-^b=^Q 
oder  der  Tangenten  zur  gesuchten  umhüllenden  Curve  beWon 
nach  Plncker  und  Chasles  Taiigentialcoordinaten,  und  da  un- 
sere Bedinc:ungsgleichun£r  in  Bezug  auf  diese  offenbar  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  umhüllenden  Curve  .in 
den  Punktcoordinaten  x,  y  ebenfalls  vom  zweiten  Grade,  wie  zu 
beweisen   war.     Was   dasn    ferner  die    üerQhruns;   der  Geraden 
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Bwiscbiirjl^.A*  >C»i>  AmK^bBserö  umkliUeiid^  Cur?t  betfiit, 
8«  ist  gfewhieittf  4]^  AMtaind . Birist^n  den  festen. Paukt, vWii 
>4  MA^der  Tmgentte  mit  d^nileb^taDd  den  losten  PaiiktegJB  od«r 
I>  ro»  derselben  -MulL  Die  €ärve  bsififat  aJ6o  die  beiden  l^ra- 
den  uiBmi  llk,  «bedä«  'dle*b«id»ii  Geraden  BC  wmi  CD,  d,h. 
6ie  lflt^deJS  VVttrMc  AMCD  etegeiicUrMan. 


Der  iiejjelschnitt  im^   unglei^heeiiigeu^  pfyitidi»    h^sümmt  qffi 
Ort  dw^  da^P4fi9Uemd€sI^^.pfLu$^.m0dm.f^^ 
eiUiffs  Ferpeftdikelpr^ueU  zürn  Qutidi'dt  des  dritten  I^fpendh' 
kels  den  Pf^erth  i  fial',  oder  wo  ein  Perpendtjcelprödüct  jßeich 
dem  Quadrat  dfis  4^tten  Perpendikels^  in  syniheiischer  Eni-^ 

niUiekiung. 

T^i^  sei  a1s<>  in  Taf.  IJl.  Pigr  14.  gejgeben  eii»  Dreieck  ABU^yx^A 
in  seiner  Ebe^e  d^r  Punlft  C  »o  bestimmt,  daas  aeine.Entferpusg 
C£.  TOii.^iner  Grundli.sie  AB ß^JR  ^eeib^trische  Mittel  sei  zvri^pbeo 
soinen^ Entfernungen^  CF  un4  C^  ¥on  den  beiden  andern  ^eiti^ 
AU  ^nd  ßH.odex  dass  als  Voraussetzung  gelte  die  stetige  Pro- 
portion .CF:C£  =C£:^  Gleichung  CE^^^CF.fiG. 
2iiff  Vergleichung  und  VermitUung  dif^ser  Bestimmung,  mjlt  .Früha- 
rem«  namentficli  mit  §.  6.^  und  ^uV  (lerstellung  beliebig  vi^r  so 
bestimmter  Curvei^unkte  C  dient  folgende  Hulfscousjtrnotionc«  aus 
einer  bestimmten  Lage  C  des  Curvenpunktes  werd^  gj^r^ilel  vfiM 
der  Bissectrix  HM  des  Dreiecks wißkets  AHBy=^2^  die  Richtung 
CD  ^ezo^en  und  darauf  von  C  aus  abgeipesse^.  CD=^  CJE^=p 
als  eine  .be/^tiprote  Gr^iss^.  d^r  Entfernung  eipes  Curv^npunktes 
C  vojs.  der  GrnndJinie^iS  des  ge^ebejaen  Preiepki?  ABIf^  daos 
durch  das  Ende  D  dieser  Strecke  JK  senkrecht  zu  d^selben 
und  folglioh  auch  zur  Bis&ectrix  tfM,  bis  an  die  Dreieckes isiten 
Ati  uncl  Bll  in  J  uucl  AT,  wodurch  aus  dem  ungleichseitigen 
Dreieck  ^9^  abgeleitet  ist  das  gleichschenklige. /^«/AC»  das  4®tt 
Winkel  JBK=z''ia  mit  jenem  gemein  hat.  Durch  diese  Drehung 
der  ^rspruhgtiche|n  Perueodikelrichtung  C£  in  die  CD  mit  unver- 
änderter Strecke,  da  die  Seiteurichtu^g^^^i  AH  und  BH  und  da- 
her aoch  die  Perpendikel  CF  und  CG  darauif  ebenfalls  unverändert 
geblMben  sM  «acb^Biobtoiig  «nd  GrOsM,  und  dorch  d«e  Drehung 
der  eraocUinie  AR  in  idte  JK  des  -gleiehschenkligen  Dreiecks  ist 
dar  Gurveopunkt  ü  stfrüekgemhrtinaeb  §«  6«  auf  einen  Perr|ilhe* 
riftpaiikt  C  des  »i^ter  den  neue«!  OMlingUhgen  Entstehenden  Krei» 
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9€A,  nui  die  bloss  affinen  Dreiecke  CEF  und  CEG  mit  der  Sei- 
teepr^portion  CFiCE—CEiCG,  i)hne  Gleichheit  der  Winkel 
zwÄsaben- diesen  proportionalen  Seiten^  verwandelt  «n  die  ähnliehen 
CjDF  und, CDG,  wobei  za .  merken ,  dass  der  Kreis»  als  Stell- 
iiejttreter  unserer  Ortseorve  fiEir  vl^r  Punkte^  seiaCeatrufa  üf  .anf 
der  Bitüsectrix  HM  hat  und  die  Seiten  AH  und  BH  in  J  vnd  i^ 
berührt. 

Die  vier,  unserer  ursprünglichen  Ortscurve  und  dem  Hfllfs- 
kreis  gemeinschaMichen  Punkte  C  ergeben  sich  leicht  aus  der 
Bestimmung^  dass  immer  die  Entfernung  CE=p  zwischen  einem 
beliebigen  Currenpunkt  C  und  der  festen  Grundlinie  AB  äes  ur- 
sprünglichen Dreiecks  ABH  gleich  sein  moss  der  Entfernung  CD 
.zwischen  demselben  Corvenpunkt  C  und  der  beweglichen  Grund- 
linie JK  des  veränderlichen  gleichschenkligen  Dreiecks  HJK. 
Es  ist  nämlich  der  Ort  des  Punktes  C,  der  von  zwei  Geraden 
Aß  und  JK  gleichweit  entfernt  ist  nach  unserer  Bestimmung, 
nichts  anders  als  das  Paar  Gerader,  die  die  beiden  Nebenwin- 
kel der  Aßurn]  JK  hfHiten,  wie  Taf.II.  Fig,  14.  zeigt.  Man  ziehe 
also  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  festen  Grundlinie  AB, 
aber  immer  zwischen  den  Enden  A  und  B,  eine  Gerade  JK  bis 
an  die  Seiten  AH  und  BH  und  senkrecht  zur  Bissectrix  HM, 
errichte  in  J  ein  Perpendikel  JM  auf  AH  bis  an  die  Bissectrix 
in  M,  beschreibe  aus  Hf  mit  dem  Halbmesser  MJ  einen  Kreis, 
der  die  AH  und  BH  in  /  und  K  berühren  und  zugleich  ein  erster 
Ort  sein  wird  für  vier  Curvenpunkte  C  auf  einmal ;  ein  zweiter 
Ort  für  dieselben  vier  Punkte  ist,  wie  gesagt,  das  Paar  Gerader 
CPC  und  CPC,  die  die  Nebenwinkel  der  AB  und  JK  hälften, 
und,  ebenso  leicht  zu  construiren,  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Also  schneidet  ein  solcher  Kreis ^  dessen  Centrum  auf  der  Bis- 
sectrix HM,  und  der  die  Seiten  AH  und  BH  berührt,  unsere 
Curve  immer  in  vier  solchen  Punkten,  dass  zwei  Verbindungs- 
linien derselben  rechtwinklig  zu  einander  sind.  Diese  vier  Punkte 
sind  übrigens  die  einzigen  gemeinschaftlichen  zwischen  dem  ge- 
nannten Kreise  und  unserer  Curve,  die  nach  dem  früher  in  J.  4. 
Zusatz  und  in  §.  6.  Bewiesenen  wederein  Kreis,  noch  eine  hühere 
Curve,  sondern  nur  ein  anderer  Kegelschnitt  sein  kann;  denn 
wenn  noch  mehr  Punkte  des  Kreises  unserer  Curve  angehorten, 
so  mfissten  sich  Kreis  und  Kegelschnitt  in  mehr  als  vier  Punk- 
ten schneiden,  was  unmöglich  ist.  ' 

:  Ais  zwei  Gcenafölle  unserer  Curvenponkte  siad  nach  TaL  lU. 
Fig.  15.  zu  betrachten  die,  wo  eine  Uerührungssehne  AD  des 
stellvertretenden  Kreises  durch  die  Grundlieieneeke  A,  nnd  eine 
andere  BE  dieser  Berühruagssebnen  durch  die  andere  Grond- 
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lioMoeck^  JS  des  gegebene«  tegMche^itigeii  Drdecke  JJtif  geht 
1»  dem  eiDen  CirenapunkCe  A  fftlleti  zwei  Garvenpimkte  sasamm^n 
in  einen  eiiifaclieii  Berfibnnigspunkt  zwischen  Curve  und  seilver* 
tretendem  Kreie».  AH  istelee  Tangente  zu  beiden  in  diesem  Punkt; 
AMi ,  senkrecht  mif  Aß  in  A  his  an  dfe  Biesectrix  HM,  ist  Be- 
rtfbmngshalbmesset  des  steUvertretendeo  Kreises,  und  hat  also  die 
Richtung  der  •Normale  mr  Curve,  nvenn  auch  Mi  nicht  Rrum- 
mnngsmittelpunfct  und  daher  AMi  nioht  Kr&nmungsbalbmesser  ist. 
Der  i^reis  am  M^hat  dann  ausser  A  nur  noeh  die  zMrei  Punkte 
Ci  und  Q  mit  der  Curve  gemein;  sie  liegen,  wie  Taf. IIL Fig«  15. 
zeigt»  auf  den  Geraden  ACi  und  ACi,  welche  die  Nebenwinkel 
zwischen  der  Grundlinie  AB  und  der  Berfihrungssehne  AD  des 
berfibrenden  Kreises  um  Mi  hfilfteo.  Ebenso  ist  B  Beröhriings- 
piinkt»  BH  Tangente  an  Curve  und  Berfihrungskreis»  BM,' senk" 
recht  auf  BH  in  B  bis  an  die  BIssectrix  HMf  Halbmesser  des 
berObrenden  Kreises»  M  Centrum  desselben ;  ausser  B  hat  der 
henihrende  Kreis  um  M  nur  noch  die  zwei  PunJEte  C  und  C  mit 
der  Curve  gemein;  sie  liegen  auf  den  Geraden  BC  und  BC,  die 
die  Nel>enwinkel  zwischen  der  Grundlinie  AB  und  der  BeriHirangs- 
sehne  BE  des  berührenden  Kreises  um  M  h&lften.  Wie  die  Be- 
rubrungssehnen  AD  und  BE  als  Grundlinien  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ADH  und  BEH  gefunden  werden,  Ist  wohl  nicht  uOtbig 
zu  bemerken. 

Noch  unmittelbarer  ergeben  sich  AH  und  BH  als  Tangenten 
unserer  Curve  mit  den  Berfihnmgspunkten  A  und  B  aus  der  Be* 
dingungsgielchung  CE^^CF.CG  zu  Taf.  IL  Fig.  14 ;  denn  in  :il, 
indem  man  sich  von  zwei  Seiten,  sowohl  von  oben,  als  von  unten 
her  in  Bezug  auf  AB  nihert/ wu-d  C£  =  0,  CF^sO,  daher 
C£a=:0  =  O.C€r  =  0,  und  deshalb  die  Bedingungsgieiehung  be- 
frtedigL  Bei  B  geschtebt  dasselbe  und  es  ist  CE:=zO,  CGzufK 
daher  CE^=0=CF.O=s:0  und  die  Bedingungsgleiehung  ebenfalls 
befriedigt,  so  dass  vorerst  wenigstens  A  und  B  als  Curvenpunkte 
aufgezeigt  sind,  da  sie  die  Ortsbedingung  erflsllen«  Aber  gieich* 
zeitig  nfihern  sieh  die  Curvenpunkte  C  von  zwti  Seiten  her,  bis 
zum  Verschwinden  der  Entfernungen,  nicht  nur  den  A  und  B, 
sondern  audi  den  Rlcfatoagen  AH  aad  BH,  da  nach  der  Bedin- 
gung •  gleichzeitig  er  mit  CE  oder  CG  mit  CE  bis  zum  Ver- 
fMthwindeo.  abnehmen  «Miss,  und  zwar  sowohl  für  ein  positives 
oder  eherhalb  J£  Hegendes  Cl?,. ab  auch  für  ein  negatives  oder 
unterhalb  AB  liegendes  CE,  womit  AH  und  BH  als  Tangenten 
aufgezeigt  sind,  nach  allgemein  anerkannten  GrundsStaen.  Die- 
ser Beweis  gUt  auch  für  den  allgemeinern  Fall  in  §•  4.  Zusatz,  wo 
das  Verhältniss. zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum 
Quadrat  des  dritten  Perpendikels  ein  faelüebiges  ist.    Noch  zwei 
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CärveDpunkte  «ind  mittelbaf  ^geben  in  und  mit.  den  Dreieek 
ABHj  nätnUoh  A^r  Mittelpunkt  C  des  eingeschftebew»  Kreiacfei 
in  'Taf.  HL  Fig.  lo.  und  der  Mitt^tponiit  C  de«  ingeschriebenen 
Kreises,  dev  die  Richtungen  AH  u»d  BH  iti  ihren  Terllingersn- 
gen  und  die  Grundlinie  AB^v^imthtu  den  Ecken  Avm^B  berflhrt. 
Denn  in  h^den.  Ffillen  Iraken  mr  CE=^CFsbCG  und  d«ier 
CE*c=CF^CG  naoh  der  ttedingurrg  caserer  Ortscorve«'  Aber 
Hkit  jedem  dieser  Pwlcte  ist  eine  ^anae  Qnatertie  ven  CorreB- 
psMikfen  und  ein  steUvertreteoder  Kreis  gegeben.  Dienet  wenden 
gefuoden  vrie  folgt:  Aus  dem  Centrain  C  des  deSi  Dreieck  ABN 
eiegieschriebenen  eder  des  auf  die  beschriebene  Art  angesdirie* 
benen  Kreises  fülle  Aian  das  Perpendikel  CE  auf  die«  Grnndliiiie 
AB,  Mdfte  den  Wis4eel  DC£  durch  die  CP,  wo  JBCDM  BIssec- 
trix  des  Dreieeks^rinkels  i^//^3=2cc;  die  CP  treffe  AB  in  P, 
durch  P  ziehe  man  JPK  rechtwinklig  sü'  BCDM,  und  CPC 
reichtwinidig  sa  CP,  9^Ut'JPM  fierühroogssehoe  des  die  Seiten 
AH  und  BH  berührenden  Kreises»  JM  rechtwinklig  in  J auf  AH 
bis  HM  gibt  den  Halbmesser  des  unsere  vier  Gnrvenpnnkte  C 
ttif  CrP  und  CP  enehaitenden  Kreises  £üt  b^ide  Fälle.  Und  da- 
mit wieder  acht  Curvenp unkte  ge&iaden* 

Ha  AH  viid  BH  Tangienten  an  tuksere  Cuive  in  A  und  B 
slildy  diso  AB  BerCibrungssebne  derselhen,  so  ist  HO  durch-  die 
Mitte  O  der  AB  eine  zu  AB  conjugirte  Durchmesserrichtung, 
und  es  ist  daher  zur  Willigen  Bestimmung  unser«f  Curve  Alles 
daran  gelegen,  su  finden. die  €urven{>unkte  aiif  HO^  iv  h.  m  -be- 
dtimnien  die  Lfinge  dieses  Durchmessers  und  mit  der.  IVlitte  des* 
selben  auch  das  Centmm  der  Curve  ^  femer  den.  zu  HQ  conja* 
girtcin  Durchmesser  parallel' aa  AB,  Nun  gibt  es  eine  etnfa^iie 
Htilfsooost netten  zur  BestfimiiiBag  der  Curvenpuakte  nidit  nur 
auf  der  QdrchmessSrriehtiing  HO^  sondern  a«/  jeder  belfelMg«n 
dludi  H  gehende»  ßiohtung.0eciaob  Taf.HLFig.  17.  Mas  wM» 
auf  der  fiisseetrix  HM  des  Winkels  AHM  einen  beliebigee.  Funkt 
M,  AÜld  aus  M  auf  ^A  oder  BH  dks  Perpendikd  MJ^Aisr  MK 
aU  Halbmesser  des  die  Seiten.  AH  und  BH  berührenden  Uiilfe- 
loeises,  welcher  die  HQ  etwa  in  X  schneiden  wird,  aus  X  ftilie 
XY  senkrecht  auf  die  Berfifarungssehae  JKy  aus  demselben  X 
f)lMe  Xlt  senkrecht  auf  die  Grundlinie  AB^  messe  aaf  XZ  ab 
▼on  X  aus  die  8tr«ck<e  XV ^XY,  zicke  durch  Y  %n  AB  dim 
Parallele  VfV,  die  die  AH  und  BH  in  fF  und  JJ  sebaeidat, 
ziehe  WX  und  aus  A  die  2IC  parallel  zu  WX\  der  Punkt  C,  wo 
AC  die  HQ  trifft,  ist  der  gesuchte  Curvenpunkt.  Der  Ben>eis 
dieser  Constructien  beruht  eigentlich  auf  der  Theorie  ähfdicber 
Kegelschnitte-,  die  dem  Winkei  AHB  eingeschrieben  sind,  des»- 
sen  Seheokel  AH^  BH  gemeinsame  Tangenten   derselben   sin^^ 
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dessen  Scheitel  Jf  llrr  AetvirfMiMteptfnkt^  die  Coosinieti^li  kaan 
ab«y  aucb  elefMetitkr  liemesen  werden  wie- folgt.    E»  sei«   ' 

LxLm,    PX=^n,     WJi^q,    ÄCz=zq,l    üX'=zr, 

CF^wii,  CG±^nj^,    VXn^p,    C£=ipi,    OBz^r^, 

so. besteht  xlie  ClefGliuiig'  p^=imn  n^ich  §»  &  uod  die  ProportioBen 

m:mi  =  q:qi  ==:p:pi  um  der  ParaHelen  wiÜei), 

j      »:»j  s=:r  :rj:?=ji*:/?i  aus  gleicbeo  Gründen-,     . 

mnim^ni  =^:^ri  £=  j^'cp^'  durch  ZosaininetMWtaHng. 

Weil  nun  nach  §.6.  besteht  die  Gleichung  ;9^  =  mn,.  so  ist  auch 
pj«=:fiii»i,  wie  zu  beweisen  war,  oder  C  ein  Punkt  der  gesuch- 
ten Cnrve  und  X  der  entsprechende  Punkt  der  ähnlichen  Hülfs- 
curve.  Die  oun  selbstverstäi^dliche  Taf.  Uh  Fig.  18.  ze^t  dieselbe 
Constniction  mit  Bezug  auf  den  Curvenpunkt  C  der  Durchmes- 
serrichtung  HO,  * 

Vorhin  ist  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  an- 
geführt und  «^ngenpmme«  worden  die  Thatsache,  die  nicht  nur 
gilt  für  unser  auf's  Engste  beschränkte  Problem,  sondern  auch 
für  das  Weitere  im  Sriihe  des  Zusatzes  zu  §.  4.,  tro  das  Verhält- 
Diss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum  Quadrat 
des  dritten  Perpendikels  ein  beliebiges  ist,  dass  nämlich  In  Taf.  IV. 
Fig.  19.  die  Berührungssehae.  AB  der  Tangenten  Äff  und  BB 
und  die  HO  aus.  dem  Treffpunkt  B  dieser  Tangenten  durch  die 
Mitte  O  der  AB  zwei  conjugirte  Richtungen  sind,  oder  dass  HO 
alle  zu  AB  parallelen  Sehnen  unserer  Curve  hälftet.  Die  Gründ- 
lichkeit d«r  Methode  v«tlaiMgt  aber  diosstiidbt  nur  «p  unmittelbar 
an«  der  allgenielnen  Theorie  det  Kegelschnitte' «ntuMbmeo,  svn- 
dem  ins  Besondere  ^u  beweisen  ans  dem  hier,  gorftde  yorlitsgeor 
den  Grendeeiz  ^i"  Curftebesehfeftbüng.  Dieser  F^vderong  Mm 
wird  genügt  aef  fötgende  ziemlich  einiaehe  Weise»  mit  iHelfe.  der 
Tef.IV.  Fig.  19.  i  in  der  wir  ^tetaent  de»  Curvenpunkt  C  reehts 
vee  HO  nilit  der  Vonitis«»et8iung»  das»  seine  Entfeiviung  V4$n  AB 
sei  C£=::p,  von  ^if  aber  CF^^Uy  von  BH  endlich  CGsse, 
und  dass  diene. .drel^  Grossein  eingebe»  nidbt  nnr  die  hier  iti  die- 
eeei  Parägzaphen  geltende  beschränkte  Be^Eiebung  ^:tt4»  =  l  oder 
p»sr<i9,  «andern,  wie  gesagt»  die  nach  §.4.  Zusatz  erweiterte» 
wonach  ;p':«p=::4gr  oder  p^szzgt$v9  d*  h.  das  Quadrat  der  Entfer- 
mmg'CE  des  Gnrvenpufiktee  C  von  der  Cirundlinie  AB  soH  zum 
Reobteck  CF,  CG  der  Entfernangen  desselben  Ptnkted  von  -den 
beiden  andern  Seiten  das  gegebenen:  Dreieeks  ABH  in  einem 
bestSndfgen  Verhfiltnisse  stehen,    dessen  Werth  g  gegeben  sei. 
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Aus  dem  ao  bestimmten  CurveDpuokle  C  rechts  von  HO  leiten 
wir  ab  die  Lage  eines  zweiten  noch  fraglichen  Punktes  Cso«  dass 
durch  jenen  ersten  gezogen  wird  die  Gerade  ^COC^ parallel  zu  AB^ 
auf  derselben  abgemessen  OC  links  von  HO  gleich  dem  gege- 
.  benen  OC  rechts  von  derselben,  wodurch  wir  zugleich  bekom- 
men auf  ACOCB  was  folgt:  JÜC=zOC=^d,  AO^BO  —  c, 
ACOC  =  BCOC=c  +  d  und  AC=: ßC^ze  —  d,  wo  J  md  £ 
wieder  auf  AH  und  BH  liegen.  Aus  der  nun  selbstverständlicheo 
Taf.  IV.  Fig.  19.  lässt  sich  unter  diesen  Voraussetzungen  bewei- 
seuj  dass  C,  links  von  HO,  ebenfalls  ein  Punkt  unserer  durch 
obige  erweiterte  Bedingung  bestimmten  Curve  ist«  d.  h.  dass  auch 
CP^g.CR.CS  oder  p*=g.st,  wo  CR=z8  und  CS =*  ange- 
nommen wird.  So  bekommen  wir  nämlich  fOr  unsere  Perpendikel 
unmittelbar  folgende  trigonometrische  AusdrQcke: 

CF=u  =  (c  +  d)S\nA,    CG  =  r  =  (c— rf)SinÄ,. 
CR=$  =  (c-d)S\nA,    CS—t  —  ic  +  d)S\nB, 
und  daraus: 

CÄ.CS  =  tf  =  (c— rf)(c  +  rf)Sin24SinÄ 
=  CF.CG  =  tt»  =  (c— d)  (c  +  d)Sin  JISinB, 

daher:  gst=guv=:p^f  d.  h.  der  Punkt  C  links  von  HO  ebenfalls 
ein  Curvenpunkt  und  damit  bewiesen  der  Satz,  dass  HO  alle  zu 
AB  parallelen  Curvensehnen  ACOCB  hälftet  oder  dass  HO  und 
AB  conjugirte  Richtungen  sind  und  HO  folglich  eine  Durcbmes- 
serrichtung« 

Ist  nun  nach  Taf.  III.  Fig.  IS.  bestimmt  die  Dnrcfamesserlftnge 
COC  auf  der  Richtung  HO  und  bestimmt  die  Mitte  P  auf  CQ 
so  ist  eine  Gerade  durch  P,  parallel  zu  AB^  der  au  COC  con- 
jugirte Durchmesser  der  Richtung  imch,  auf  der  nur  noch  die 
Curvenpunkte  zu  bestimmen  übrig  sind.  I>och  diese  besondere 
Aufgabe  geht  auf  in  der  allgemeineren:  auf  einer  gegebenen»  zur 
Grundlinie  AB  parallelen  Richtung  zu  bestimmen  die  Punkte  un- 
serer Curve.  Die  Analysis  dieser  Aufgabe,  die  man  sich  in 
Taf.  IV.  Fig.  20.  gelöst  denkt,  ist  folgende :  ACB,  parallel  zur  Grund- 
linie AEB,  habe  von  dieser  die  Entfernung  CE^=p  und  enthalte 
den  Curvenpunkt  C  mit  der  Bedingung  p*=uv,  wo  CFzsu  und 
CG=^v  vorstellen  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Sei- 
ten AH  und  BH  des  gegebenen  Dreiecks.  Dann  geben  die  AIh 
schnitte  der  ACB  im  Curvenpunkte  C  die  trigonometrischen  Aus- 
drücke AC^uCosecA,  BC=:vCosecB  und  beide  zusammen  die 
Gleichung: 
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«Cogec^ -f  vCoeec  fi=:d!=  ilCB, 

und  die  Bedingungsgleichung  gibt: 

tt  Cosecil.  «Coaec  JB  =  pCosec^  ./i  Cosec  B  =  f.g 

oder  a:,  +  a:^  =  rf,   orf.x„^fg  oder  ar'— rfa?+/57=0, 

welche  letzte  quadratinche  Gleichung  nach  einem  bekannten  Lehr- 
satze zu  Wurzeln  bat  die  AuedrQcke: 

Xf  =  «Cosec J»    Xg  =  t>CoseciB> 

mit  deren  Conetruction  auch  gefunden  ist  der  Curvenpunkt  C  auf 
der  zur  Grundlinie  AEB  parallelen  ACB,    Nun  ist 

/=  p Cosec^  =  AA    und    g  =  pCosec^=  BB 

und  die  Construction  unserer  quadratischen  Gleichung  Ist  eins 
mit  der  CoDstructioit  der  Proportion  f:xz=id — x:g,  deren  Süssere 
Glieder  f  und  g  gegeben  sind,  während  die  Summe  d  der  inneren 
unbekannten  Glieder  x  und  d-r^  ebenfalls  bekannt  ist.  Man  er- 
richte also  auf  ACB  in  den  Enden  A  und  B  die  Perpendikel 
AE=iAA=^  ff  BL  =  BBz=g,  ziehe  durch  die  Enden  dieser 
Perpendikel  die  KL,  aus  der  Mitte  JU  der  KL  den  Halbkreis 
KCCL  mit  dem  Halbmesser  LM^^KJU.  Dieser  schneidet  die 
ACB  in  zwei  Curvenpunkten  C,  C,  wegen  der  fihnlichen  Dreiecke 
ACK  und  BCL  und  der  daraus  folgenden  Proportion  BLiBC 
^:zAC:AK  oder  gix^sd — x:f.  Im  Grenzfalle  dieser  Construc- 
tion fallen  die  beiden  Curvenpunkte  C  der  ACB  in  einen  9erfth* 
rungspnnkt  dieser  Geraden  als  Tangente  des  Kreises  und  der 
Curve  zusammen  und  die  beiden  Halbmesser  MC  in  einen  Berflb- 
mngshalbmesser,   so  dass  wir  haben: 

MC=z\(AK^BL),  KL=2]UC=AK+BLnt:f+gmA  AC=BC 

oder  den  Berfihrnngspunkt  C  auf  der  Mitte  der  ACB,  und  daher 
zugleich  auf  d^r  Richtung  ffO  oder  der  Mittellinie  des  gegebenen 
Dreiecks >  die  verbindet  den  Scheitel  H  mit  der  Mitte  O  der 
Grundlinie  AEB±s'2e.  Diese  gibt  nach  Tat  IV.  Fig.  ^1. ,  wenn 
gesetzt  wird: 

J?Of=m,   CO=:x,  CH=m-x,  ^AHB^'ia,  j^AHO=a'^ip, 

^BHO=a^q>\    AO=^BOz=c,    ABOH-yL,    |i  =  arSinfi^ 

AH=zb,    BB=a 

die  FlflcheDgleichung : 

üABM=  ii  ACB+  üi  MCB+  üABC,   av+lni+2isp=:9cmS\nn 
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oder, 

n  '=  (m  —  ar)  Sin  (a  —  g?) ,    r  =  (m — ^)  Si  n  (a  +  9) , 

gesetzt : 

a(m  — a:)  Sin  (üf  +  g))  +  6(m  — a;)Sin(a  — g>) 

+2c(jn— a;)  VSin(a  +  7?)Sin(«f-'gp)=:=2cwSiji^; 
aber 

Oller  ' 

a(»i— ar)Sin(«+9)=6(m— a:)Sin(a— g))  oder  aSin(a+g>)=6Sin(a— g>), 

und  daher: 

2a(m—- a:)Sin(af  +  9)+2c(m  — <{r)Sin(«+g?) y  j=2emSiiif» 
oder 

(ö  +  c^  r)(m  — ar)Sin(a  +  g>)  =  cmSin|x; 
aber 

am  Sin  («  +  9)  =  cm  Stn  f*  und  daher  Sin  («  +  g>)  =  -  Sin  fi , 
wwl  BM.PO^BO.HQ\   ««letzt: 

(a+<?W  j)(m-sa:).-Sln|»  =  cmSlnfi,    (ä  +  cV  t)  (m*-är)==am, 

am  '  '  am  V6  m  V^oft 


m 


V^g6  cm  rmSinfi 


Für  den  andern  Cnrvenpunkt  C  auf  HQ  haben  vvir : 

at?  +  ftw— 2cp  =  2cmSinft,    (a-^c^l  r)  (m  +  a:,)  =  am, 


cm  m  V"a6 


«+«,=      n^-.  „-^x,=■^^^=. 


mV^ab         ___?5__— .  cm  cmSinf» 
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Die  Foryi^el  flir  x,  ent|i%it  \xn  Pfetiner  c  —  V^  die  ßedingung^. 
anter  welcher  die  Durchmetfserlänge  auf  der  Richtung  HQ  un- 
endlich wird.  Diess  findet  nSmlich  Statt,  wenn  dieser  Nenher 
c-^V«6:=0  oder. er  =^Väd,  d.  h^'wenn  die  fa'dibe  •tirandlinie 
cntAO^=iBO  «kw  geoüietriscbe  Afittel  Ut  Kwiscben  den  beiden 
andern  Seiten  a  =  BH  und  6  =  AH  des  gegebenen  Dreiecks;  In 
diesem  Falle  ist  unsere  OrtscucFe  des  Punktes  C  offenbar  eine 
Parabel.     Elfi  ^ahlenbeifitpiej  für  eine. feioich^  ist: 

AB='2c=2l2  oder  c=6,  BH=a-i,  JiZ=6=9  oder  6=  VT5. 

Eine  Ellipse  hingegen  ist  unsere  Ontscurve,   wenn  c  <  V~ä6  und 

daher  jr,=— y — -   positiv  wird.    Zahlenbeispiel: 

c  —  \  ab 

a  =  14,    6  =  13,    2c=lÖ,    c  =  74,    c«=5Ci,    ab  — 182, 

wo  entschieden   c*  <  06  oder   c  <  V^a6.    Eioe  Hyperbel  endlich 

geht  hervor,  wenn  c>  V«6  und  daher  a:,=i — —=:  negativ 

c—yab 
wird,    und  folglich    oberhalb  AB  liegt >    während   bei  der  Ellipse 
unterhalb  dieser  GrondJinie.  ^ Zahienheispiel  für  die  Hyperbel: 

a==4,    «1^13.    2c==iß,    «=7J,  .     . 

wo  entschieden  (7|)*S  4.18  <Oider  56}>  52.  Die  Bedingung  der 
Parabel,  wpn^ch  .c^:^Vab^  Migt^un^,  dass  cis  an.df^eem  Kegel- 
schnitt Taagenteopaareq  und  4' gibi»  d^r^n  halbe  Bevttbuiliig»*- 
sehne  c  das  geofnetrisi^ie' Mittel  jst. abwischen  den  Streckte  dar-* 
selhevL  VQn  den  BerMhraag^punkffn  bis  fEum  TreSpunki^  Oas$: 
aber  der,  Sats  nicht  allgemein,  aopden^  qur  für  besondere  La^^en/ 
der  Par^beltangep^^n  gilt^  jdafdr  ist  das  schlagendste  Beispiel  «bsc' 
Parameter  c  (die  zbm  Ax^e^  lec^iiwinkligeOrdiEiate.sus  dem  Beenn*; 
punkte),  und  ihr  Pol,  .der  a^i  4er  Directris  li^r^t,  i«ik  Du^ehschakt: 
mit  der  verlängerten  Ajie«.  Die.  Tangenten  auß  diesem  Pbnkt  atf 
die  Curve  sind  rechtwinklig  ,w  e^p^nder^  gleiel^  lang^  jetie  4ei^^, 
so  ist  ihr  Product  a'=:2c^,  also  niohtiiffie  oben  ^sd^iäb  i^i^, 
weil  6=/i,  cz=:a. 

Die  Dui'chittesAerfatige  auf  BO  ist: 

•  -     cm '  tm      _8tfwiVp^     ^^ 

""  ab — c*  ""oÄ  d  — c 

c 

•    c 
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ab 
halber  Durchmesser,  wo'  d=  --  oder  vierte  Proportionale  zu  den 

drei  Seiten  c»  a»  6. 

Der  halbe  Dorchmesser  T$,  parallel  cor  Gmodllnie  JB,  und 
ZQ  Ü  auf  der  Richtung  BO  conjogirt,  ist  gegeben  darch  die  Pro- 
portion : 

a::c,:c«  =  iP:»«   oder   ^—^.e^^rj^^— ^:»«*) 
oder 

ifi*       -        m*a6     ^^ 


■rf — c     d — c      d — «'  » 

Diese  Grossen  Ü  und  T$  werden  aber  leichter  nach  Taf.  III.  Fig.  18. 
uad  Taf.  IV.  Flg.  20.  als  nach  diesen  Formeln  conslriiirt. 

Noch  erfibrigt  die  Bestimmung  solcher  Currenpunkte,  dfe  auf 
beliebigen,  Ton  A  und  B  ausgehenden  Richtungen  liegen;  diese 
lässt  sich  um  so  leichter  ausführen,  als  sich  die  prcrjectii^ischen 
Beziehungen  zwischen  den  Punkten  unsere  Kegelschnittes  und  den 
zwei  Tangenten  AB  und  SB  vermitteln  lassen  mit  unserm  Ge- 
setz der  Cnrvenbeschreibung.  Ist  nämlich  in  der  selbstverstXnd- 
liehen  Taf.  IV.  Fig. 22.  allgemein  CF.CGiCE^  —  g  als  ein  gege- 
benes Verhältniss  oder  utxp^=ig^  und  yerbnnden  der  Curvenpunkt 
C  mit  den  Berührungspunkten  A  und  B  der  Tangenten  AB  und 
BB  durch  die  Geraden  ACD  und  BCK,  die  jene  tn  D  und  K 
treffen^  so  haben  wir  offenbar: 

KLiKS  =ipiv  und  AKiBK^s^pConeG^AivCwenC, 

DMxDPasLpxH  und  BDiBD=pCoBtieBiuCoBecC, 

AK  BD      p^.CosecilCosecJg 
BK'BD"         wCosec^C 


*)  Siehe  Apollonio«,  Kegelschnitte,  III.  B.,  17.  n.  18.  Sats. 
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AM   BD  _      p«Sin^C y^c* 

HK*  HW  w Sin  J  Sin Ä  '^  mah  * 

oder 5  «1^0  AB^s^c^  BH=:=a,  AHssb: 

HK  HD       abwD       abg      .      HK  BD      abg 
AK'BD  =  '6^-'^    ''^''^   l£'HD=  c«  ' 

oder  das  projecÜTiscbe  DoppelFerhSItniss  der  vier  Abschnitte  ein 
beständiges.    In  unserem  besonderen  Falle  Ist  ff=^l,  vi^etl 

CF.CG=i  CE^  oder  p*  =  ttt>,   und   daher   "j^'lun^^c'T 

BD 

Ist  nun  gegeben  AD  und  damit  das  Verhältniss  7/^  =  ^»  bo 

ist  das  VerhSitniss  -j^  =s  ~^.A  und  damit  die  Richtung  ffJTaucb 

vermittelt,  so  dass  der  Durchschnitt  C  der  AD  und  BK  den  ge- 
suchten, auf  AD  liegenden  Curvenpunkt  gibt.  Aehnlicb  wird  ge- 
funden der  Curvenpunkt  C  auf  der  als  gegeben  angenommenen 
BK,  womit  die  vorgelegte  Aufgabe  als  erledigt  zu  betrachten  ist 
Nur  merke  man  sich  för  die  Construction»  dass 

ab  ,      d  ,  .ab 

-^•^ss-.iK»    wenn   a=— 
c  c  c 

oder  vierte  Proportionale  zu  den  drei  Seiten  c,  a,  b  des  gegebe- 
nen Dreiecks  ist. 


Tangentenconstruetion, 

Sei  in  Taf.  IV.  Flg.  23.  wie  bisher  immer  AH  und  BH  ein 
Paar  fester  Tangenten  an  den  nach  dem  vorigen  allgemeinern  Ge- 
setz bestimmten  Kegelschnitt  mit  den  Berührungspunkten  A  und 
By  so  dass  die  Entfernungen  CU^u,,  CV=zv,  CP=^p  eines 
beliebigen  Curveopnnktes  C  von  jenen  festen  Tangenten  AH  und 
BH  und  ihrer  BerQhrungssebne  AB  eingehen  die  Beziehung  eines 
bestindigen  Verhältnisses  zwischen  dem  Quadrat  der  Entfernung 
p  und  dem  Redrteck  der  Entfernungen  n  und  v,  und  daher  geben 
die  Gleichung.  p':«o  =  1^^  wo  p,u,v  veränderlich,  hingegen  g 
einen  inständigen  gegebenen  Werth  dieses  Verhältnisses  vor- 
stellt. Wird  nun  der  so  bestimmte  Curvenpunkt  C  verbunden  durcb 
JC,  BC  mit  den  festen  Berührungspunkten  A  und  B  und  diese 
Geraden  verlängert  bis  an  die  festen  Tangenten  BH  nnd  AH  oier 
nach  D  und  E,  diese  Durebschnittspunkte  verbunden  durch  die 
Gerade  ED  und  diese  verlängert  bis  zmn  Durchschnitt  T  mit  der 

Theil  XXXVIII.  8 
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RichtuDg  der  Berührungssehne  AB,  so  ist  CT  die  Tangente  des 
Kegelschnitts  im  Punkte  C 

Beweis.  Bei  Apollonius  Kegelschnitte»  IV.  Boch»  im  An- 
fang und  die  Theorie  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  im  Kegel- 
schnitt» mit  Anwendung  auf  den  Punkt  T  als  Pol  'und  auf  NCF 
als  Polare»  wegen  des  Vierseits  CDHE  und  seiner  harmonischen 
Eigenschaften»  die  älirigens  leicht  zu  vermitteln  sind  mit  unserm 
Gesetz  der  Curvenbeschreibung»  wie  wir  bei  Ta f.  IV.  Fig.  22.  und 
im  Anfange  dieses  §.  8.  an  Taf.  IL  Fig.  12.  gesehen  haben.  ^ 


Besonderer  Fall  dieser  Constmetion^  Durehmessereonstruclion. 

Die  nächst  liegende  Anwendung  dieser  Tangentenconstruction 
ist  wohl  die  auf  den  Mittelpunkt  F  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
geschriebenen Kreises  in  Taf.  V.  Fig.  24. ,  wo  aber  der  besondere 
Fall  eintritt»  dass  F  ein  Punkt  desjenigen  Kegelschnitts  ist»  des- 
sen Punkte  In  obigen  Zeichen  die  Beziehung  eingehen  p*=:vv, 
oder  wo  die  Entfernung  p  eines  beliebigen  Curvenpunktes  C  von 
der  Grundlinie  AB  des  Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  beiden 
anderen  Seiten  AC,  BC  desselben.  In  der  selbstverständlichen 
^Taf.  V.  Fig.  24.  ist  FT  die  Tangente  des  näher  bestimmten  Regel- 
Schnitts  im  genannten  Punkt»  ebenso  TH  die  Tangente  derselben 
Curve  im  Mittelpunkt  H  des  äussern  der  Grundlinie  AB  ange- 
schriebenen Kreises»  der  zugleich  die  Seiten  AC,  BC  auf  ihren 
Verlängerungen  berührt.  Ferner  ist  G  die  Mitte  der  Curvensehne 
FH  und  daher  TG  ein  Durchmesser  der  Curve;  im  Durchschnitt 
J  zwischen  der  Mittellinie  CN  als  einem  andern  Durchmesser  und 
dem  Durchmesser  TG  Ist  der  Mittelpunkt  der  Curve.  Die  ange- 
fahrten Umstände»  verbunden  mit  dem  weitern»  dass  CF  innere 
nnd  CT  äussere  Bissectrix  des  Winkels  ACB  und  seines  Neben* 
winkeis  oder  Aussenwinkels  ist»  machen  den  Curvenpunkt  jP  und 
den  Curvenpunkt  B  mit  den  Tangenten  FT  und  BT  zu  neuen 
bedeutsamen  Verbindungsgliedern  zwischen  Elementar- Geometrie 
und  Kegelschnitts- Geometrie»  welche  Bedeutung  noch  erhöht  wird 
dadurch»  dass  aus  diesen  Gesichtspunkten  noch  näher  vermittelt 
werden  die  oben  schon  vorläufig  gefundenen  Bedingungen»  unter 
denen  aus  unserm  Gesetz  der  Curvenbeschreibung  die  einzelnen 
Arten  der  Kegelschnitte»  nämlich  Parabel»  Ellipse»  Hyperbel  her* 
vorgehen.  Wird  nämlich  in  Taf.  V.  Fig.  24.  der  Durchmesser  TG 
parallel  zur  Mittellinie  CN  des  Dreiecks»  so  rückt  der  Durch- 
schnittspunkt /  als  Mittelpunkt  der  Curve in's  Unendliche  hinaus» 
so  dass  wir  es  in  diesem  Falle  offenbar  mit  einer  Parabel  zu 
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thoD  haben.  Sehen  wir  nnn  näher  zu»  was  diese  Anfilthme  wei- 
ter Foranssetzt  in  Bezug  auf  die  Groesenbeziehungen  der  Seiten 
dee  Dreiecks  ABC  unter  einander,  so  ergibt  sich  nach  und  nach 
Folgendes:  Wiulcei  NGO^HA-^B),  das  heisst  gleich  der  hal- 
ben pUTerenz  der  Winicei  an  der  Grundlinie  AB.  Daraus  folgt 
nach  und  nach  unter  den  Annahmen  ^ 

B]S=AN=c,    BC^a,    AC=b 

diese  Reihe  von  Beziehungen  aus  der  selbstrerstftndlichen  Figur ; 

NG=cTgiC, 

60- iVG.Sec4(^-Ä)==5^^j^^j-^  =  ^^q^^ 

weil  nach  den  Gleichangen  Moll  weide's 

Cob\{A—B)  =  ^(0+6)  SiDiC; 

'  a+6  •  a — b      a»— 0*      % 

weil 

BO:AO^BC.AC=iaib,    BT:AT=  ßCiAC^aib. 

Nnn  gibt  die  für  die  Parabel  geltende  Annahme  TG  parallel  zu 
CZV  die  Proportion :   NO:CO=OT:OG,  oder  wo 

a+b  a  +  o  a+o- 

was  in  die  Proportion  eingesetzt  gibt: 

(g— &)c/2a6CosiC_    4a6c    .  2c* 

a  +  6    '      a  +  b      —  a«-.6«'(a+6)CosiC 
oder 

(a— 6)c:2a6Cos4C=2a6CosiC:(a  — ft)c, 

und  daraus: 

Co«HC=4^  oder  CosiC=4^=:^^^, 

weoD  <;=  Va6  und  damit  befriedigt  wird  die  Formel: 

_    „  ^     (a-|-6H-2c)  («H-6-2C)     (g-f &)'-4c»_(a-f 6)*-4a6_(a-6)» 
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* 
ToL  demselbeB  ErgebniMe  gelangt  man  dareb  die  Hfilfalinie  GK 
pavaüel  su  CS.   In  nnserem  Falle  iat  Bimlich  GK  ein«  mit  67  und 
K  mit  T  oder  KT^^,  so  dass  wir  haben: 

Är=iVJr-^iV*r=ü  oder  tfT^AN\AT^c\^^^=M^^\ 

;\rÄ = 5^6? .  Cotg  ^ = c  Tg  iccotg  ^, 

und  daber: 

oder 

(a  +  6)  Sin^—  (a— 6)Tg4CCo8^  =  0 
oder 

(a  +  6)  CosiCSin-^—  (a— *)  Sin  iCCo«-^  =  0. 
2(a+6)ciiiCo8«iCSin^— 2(a— 6)cmSiniCCosiCCoeO=0, 

wo  CZV=»i  nnd  Co«0=-j ; 

(a  +  6)o6SinCCosHC'— 4(«-*)(«*— **)SinC=0, 

Co8HC  =  ^P^  oder  Co84C=::^^, 

was  wieder  voraussetzt  c=  V^  oder  die  balb^  Grundlinie  c  gieicb 
dem  geometrischen  Mittel  aus  den  beiden  andere  Dreiecksseiten 
BC=za  und  AC=b. 

Dieselbe  Haifslinie  GK  hilft  auch  bestimmen  die  Strecke  NJ 
zwischen  dem  Fusspunkte  iV  der  Mittellinie  CN  auf  der  Grund- 
linie AB  und  dem  Centrum  J  der  Curve«  nSmIich  aus  folgender 
Proportion : 

JN:GK=sNTiKT,   wo  GA'=iVG.Cosec^^=cTgiCCosec^, 

so  dass  nach  dem  Obigen: 

J2V:cTgiCCosecO=!^^^:^^t^-  cTgiCCotg^ 

oder 

(a  +  &)c^Tg^CCosec^     _  (a  +  b)eTgiC 

•'^^(a+6)c— (a-6)cTgiCCotg^"^(a+6)Siod-(a-Ä)TgiCCos^' 

JN= 
^       (a  +  &)cTgtC  _  2(a  +  b)chnTgiC 

.  (fl*-A«)^^,  ^•^2(a+6)mSind-(a-f  6)(a-fe)yrrtC' 


{a+4)Sih4^-(a^)^-3^Tg4C 


Digitized  by  LjOOQIC 


Brändii:    Dm  Problem  des  Pmppu$^  37 

,v_  _        2c«»tTy|C äc»niTytC 

4c*m 


4ii6Cos«iC-(a— *)•' 
4c'/fi   '         cm 


JN 


'iab — 4c*      d- 


a6 
wo  r/=  —  oder  vierte  ProportioDaJe  zu  u,  6,  c.    Ist  nan  P  der 

nfihere  Currenpunkt  auf  dem  Dorchmesser  CNJ,   so  haben  wir 
nach  Seite  30.  die  Gleichung: 

Pi¥=a?  =  - 


c+VttÄ     a  — c        ao—c*       d  —  e 


e  +  V^cb' 
und  daher  für  den  Halbmesser : 

cm  cm         cmSTab     mXTab 

wie  aaf  Seite  31.    Ferner  ergibt  sich: 

a — c       a — c 
lind  das  Prodact  aus  CJ  und  NJ  endlich : 

Bo  dass  unsere  Ergebnisse  die  Probe  halten»  nach  welcher  der 
CnrTenhalbmesser  PJ  sein  muss  das  geometrische  Mittel  awiscben 
CJ  und  HJ  and  gefanden  werden  kann  dorch  eme  CoBstrocMon, 
die  leichter  ist  als  alle  frflheren. 


Der  %u  AB  parallele  und  zu  CNJ  conjugirte  Durehmesser. 

Oben  auf  Seite  29.  and  31.  ist  an  Taf.  IV.  Fig.  20.  gezeigt  wer- 
den  eine  Methode,  sowohl  die  su  ^i?  parallele  Darchmesserifinge» 
als  irgend  eine  zu  derselben  Richtung  parallele  Sehnenifinge  zu 
eoastrairen. '  Noch  leichter  wird  die  Construction  dieser  Durch- 
messerlänge  auf  unserm  jetzigen  Standpunkte.  Wird  nämlich  in 
Taf.  V.  Fig.  24.  aus  der  Ecke  A  des  gegebenen  Dreiecks  ABC 
gezogen  ARL  parallel  zum  Durchmesser  CNJ,  aas  dem  Garven* 
centram  J  die  zu  AB  parallele  und  zu  CNJ  conjugirte  Durch* 
roesserrichtang  JRQ^  bis  zum  DorcbsolHiltt  Q  mit  derSeiteoricMang 
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AC  als  einer  Curventangente»  so  ist  Q  der  Pol  zur  AKL,  wo  L 
ein  Curvenpunkt,  weil  RL=:AL  und  R  Durchschnitt  zwischen 
AL  und  JQ,    Nun  ergibt  sich  sofort: 

•  JQ:AN=CJ:CN  oder  JQ=S..ß!L  =  ß-=-^, 

und  das  Product  aus  JQ  und  JR  ist: 

JQ.JR:=JQ.AN=j±'^=l»^, 

wie  oben  auf  Seite  32.  gefunden  für  die  LSnge  })•  des  zu  AB 
parallelen  und  zu  CNJ  conjugirten  Halbmessers,  der  also  wieder 
das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  JQ  und  JR  und  daher  auch 
leichter  zu  coostruireo^  als  früher. 

Auf  dieselbe  Weise  construirt  man  an  der  selbstverstSndlichen 
Taf.  V.  Fig.  25.  die  Durchmesserläogen  auf  Ji7  parallel  zurBissec- 
triz  CFOGH  und  auf  der  dazu  conjugirten  Richtung  TGJ,  deren 
Grussenbestimmung  durch  die  Elemente  des  Dreiecks  aber  hier 
zu  weit  fähren  würde.  Auf  dieselbe  Art  verführt  man  auf  jeder 
beliebigen  Durchmesserrichtung. 


§.  11. 
Coordmaiengleichung  des  KegelschniiU  aus  Taf.  V.  Fig.  26. 

Nach  den  vorangegangenen  Untersuchungen  kann  es  nicht  mehr 
zweifelhaft  sein,  welches  Coordinatensystem  das  bequemste  Ist 
für  die  Goordinatenanalysis  unsers  Ortes,  da  AB  als  Berührungs- 
sehne der  zwei  festen  Tangenten  AC  und  BC  und  die  Mltteilinie 
CD  als  Durchmesser  der  Curve  unmittelbar  als  conjugirte  Rieh* 
tungen  gegeben  sind  und  als  Coordinatenaxen  die  einfachste  Glei- 
chung für  die  Curve  unsers  Ortes  in  Aussicht  stellen.  Sei  also 
in  Taf.  V.  Fig.  26.  die  CD  Axe  der  x^  die  AB  Axe  der  y^  und 
wie  früher  AB^ICy  CD=^m,  AC==by  BC=:a  und  P  ein  sol- 
cher Punkt,  dass  seine  Entfernung  PK:=:s  von  der  AB  sei  das 
geometrische  Mittel  zwischen  seinen  Entfernungen  PH=p,  PG=^q 
von  den  AC  und  BC  oder  bestehe  die  Gleichung  s'^zzipg.  Setzen 
wir  den  Coordinatenwinkel  CDA^n^  und  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  wie  Figur  zeigt  PJ^x=zLD  und  PL^JDzziy,  wo 
EPLF  durch  P  parallel  zn  AB  und  L  der  Durchschnitt  zwischen 
CD  und  EF,  ferner  EL^LF=u  und  EP^zu-^y,  FP=u+y; 
so  gibt  die  Proportion  LFi BDz^ CL: CD  in  diesen  Zeichen: 
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,  c(iii— ä) 

uic^=m — x:m  oder  m  = ; 

m 

daraus  folgt  ferner: 

rö  c(m— g)  1   

vw%         .  e{m  —  x)  .  1 ,  ,       . 

FP=tt  +  y  =  -^^-^ — ^+y  =  -(cm-«a?  +  my). 

Diese  Wertbe  benutzt  zur  Bestimmung  jener  Perpendikel  geben : 

/>AC  =  *  =  a;SlnO, 

Sini4  SinO 

PUz^p  =  P£ .  Sin  -4  =  {cm  — ex — my) =  {cm —ex—  my)  — r— > 

PG  =  y=FP.SinÄ  =  {cm — cx-{-my) =(ciii — c^+fiiy) . 

Diese  Ergebnisse^  eingeführt  in  die  Bedingungsgleichung  s^=pg, 
föbren  zu  der  Currengleichung: 

X*  S\n^=z  [c«(m-Ä)«-mV]  ^^ , 
oder 

abx^  =c^{m'-'X)^  —  m^* , 

oder  geordnet  nach  den  Coordinaten: 

{ab  —  c*)  Ä*  +  2chnx  +  m«^« = c*m« 
oder 

und 

Wird  nun  gesetzt  x  statt  ar+   a_-2>   ®<>   '®*   ^^^  Anfangspunkt 

der  Coordinaten   versetzt  in  den  Mittelpunkt  der  Curve»   und  wir 
haben: 

als'  Mittelpunktsgleichung    bezogen   auf  ein   System    conjugirter 
Durehmesser ,   wo 

^ abeihffl    _  abm^  __  cdm^      -n*— J!^^—  *^*il      a^    *** 

*^— («6-  c«)«— (d~c)«""(rf-c)«'  ^  ""a6-c«""a"-c"''^''=7 
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oder  vierte  Proportionale  su  a,  b^,  e,  welche  Ergeboiese  anPs 
Schönste  Obereinstimnien  mit'  denen  der  früheren  Synthesis  auf 
Seite  38.  Taf.  T.  Fig.  24.  und  Seite  31.  and  32.  Taf.IV.  Fig.  21. 
Aach  die  Entfernung  des  ursprQnglicben  Anfangspanktes  D  in 
Taf.  V.  Fig.  26.    vom   Mittetpankt   der    Curve    oder    die  Strecke 

NJ=J^^=:^^^  in  Taf,  V.  Fig. 24  atimnit  ganz  uberein  mit 

dem  zweiten  Gliede  des  Binoms  J?  +  ^ ^  unserer  ursprOogli- 

chen  Gleichong,  welches  bezeichnet  die  Strecke,  um  welche  die 
Axe  der  y  verschoben  werden  muss,  am  den  Anfangspunkt  der 
Coofdinaten  in  den  Mittelpunkt  zu  versetzen.  Wird  in  der  ur- 
sprfinglichen  Gleichung  gesetzt  y  =  0,   so  folgt: 

(flm        cm^ab     ,         cmi^rab-^c) em 

^  +  ^6=:^"-  a6-ca  '*''^'  ^-       ab^6^      ^7±V^  ' 

was  wieder  übereinstimmt  mit  Seite  30.  Taf.  IV.  Fig.  21.  In  den 
Ausdrucken  ü  und  ]ß  für  die  conjugirten  Halbmesserlängen  sind 
zugleich  die  Bedingungen  ausgesprochen,  unter  denen  aus  unse- 
rer Ortsbestimmung  die  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnitten, 
nSmIich:  Ellipsen,  Hyperbeln.  Parabeln  hervorgehen.  Diese  sind 
wie  oben  c=V^crA  für  die  Parabel,  c<  yfab  für  die  Ellipse  und 
c >  Va6  Rlr  die  Hyperbel.  Im  Fall  der  Parabel  geht  unsere  ur- 
sprüngliche Gleicbong  über  in : 

2c^        2c* 
2c«ma:+mV=^*^*  ^^^^  y*=c«  — -^a:=  — (im— a:)  =  2j»a:', 

wo  pz=i—9  d.h.  der  Parameter  die  dritte  Proportionale  zur  hal- 
ben Grundlinie  c  und  zur  Mittellinie  m,  und  x'  statt  Im-^-x  ge- 
setzt ist.  Die  Gleichungen  für  ÄC  und  £C in  unserem  arsprflng- 
lichen  Coordinatensystem  sind: 

5+2=1   .nd  5-2=1, 
m      c  m       c 

und  es  Ue^t  «^^h  leicht  zeigen,  dass  diese  Tangentengleiehungeo 
sind,  wie  folgt: 

ans  den  Gleiebungen  der  Geraden  AC  und  BC  eingesetzt  in  die 
ursprüngliche  Curvengleichung ,   gibt  nSmIich: 

_fn    .     ehn   ^        m*       , abchn^ 
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(ufern        m   \*  ,      m*       ^_  abc*m^ 


(a6cT(a6— c«)y)»+  («A-c«)cV  =  «*cS 

T  2o6c(a6  —  c^y  +  a6(«i6  —  c«)y«  =  aAc*(c*— a6), 
T  2a6ey  +  afey*  =  —  oAc* 


oder 


y«T2cy  =  — c«,   oder  (yT<?)*  =  0,   y  =  i:c, 
so  daM  die  Gerade  AC  nar  einen  Punkt 

y=  +  c    und    ar=iii ,0  =  0 

nieder  Curve  gemein  bat,  und  ebenso  die  Gerade  i?CnuT  den  Punkt 

y=  — e  und  a:  =  M  +  —  .(— c)  =  0, 

wie  zu  beweisen  war. 

Zeigte  oben  scbon  die  Form  der  ursprünglichen  Curvenglei- 
cbung»  der  das  Product  xy  der  Coordinaten  fehlte,  durch  diesen 
Umstand,  dass  in  TaT.  V.  Fig.  26.  die  AB  und  die  CD  conjugirte 
Richtungen  der  Curve  sind  und  also  mit  Recht  gewählt  wurden 
als  Coordinatenaxen,  so  zeigt  der  andere  Umstand,  dass  dieselbe 
Cnrveogleicbung  kein  y  der  ersten  Potenz  enthält,  die  CD  sogleich 
als  Dorebmesserrichtung  und  bestätigt  mit  der  Tangenteneigen- 
Schaft  der  AC  und  BC  noch  mehr  jene  Wahl  des  Coordinaten- 
Systems. 


Gleiehuny  der  Tangenten  FT  und  HT  in  den  Mittelpunkten 
F  und  H  der  dem  Dreieck  ABC  einyesehriebene»  Kreise  nach 
Taf,  V,  Fig»  SS,  im  ursprünglichen  Coardinatens^tem  der  ^B 

und  CN. 

In  diesem  snid  die  Coordinaten  NK^PF—x  und  FK—NP=y 
des  Punktes  F  gegeben  durch  die  Proportionen : 
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NK'.CW^OFiCO,    FKiNO=CF'.CO. 

wo  nach  fraheren  Ergebnissen  und  Voraussetzungen: 

CN=fn, 

OF^CO-CF^  ^Co.4C-?4^=r^^^,. 

a  +  Ä  a+6  a+6+2c 

also : 

4q6irCostC       .  2a*  Cos^C 


^*''""-(a  +  6)(a  +  6+2i;)*      a  +  6 


oder 


^^~a  +  6  +  2c*    ^^'    a  +  6    ""  a+Ä+2c  '       0  +  6 
oder 


FJfr 


a  +  6  +  2c 


Wird  noch  gesogen  PF  parallel  zu  CN  bis  auf  die  AB^  ferner 
die  Tangente  TF  verlängert  bis  L  auf  Cti^  so  sind  die  Dreiecke 
LNT  und  FFT  ähnlich  und  geben  die  Proi^ortion  LNiNT 
^PF:PT,   wo 

n^r^TSTT-  yp-   <«  +  »)«      (o— *)<_4a»c+2tfc«H-26c*. 
"^  '      iir*--    ^_^        a+6  +  2c^(a-6)(o+A+2c)  ' 

abo: 

-      (a+6)c_      2cm     .  4a6c4-2acH2*c«  ..„     (a  +  fe)cw 

^^'  o— 6   "0+^+2«' (o-6)(a+6+2c)  """  ^^-2a6+ac+6c' 

Endlich  ans  iVf  und  LN  die  Gleichung:  der  £F7,  nimllch: 

jy+2^_l  oder        (o  +  ft)^       +(T+6k  =  '' 
oder 

(*i6+fli?+6tf)a?+(a— 6)iiiyxs(a+*)€m. 

Ebenso  gibt  ^die  höhere  Analysis  durcb  Ableitung  aus  der  Cur- 
▼engleichung 

(a6-o»)j;^+**iM:+mV--«***=*=A«#  f)»ft 
(ttr  den  Berflhmngspattkt 
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^em  _  (•->*)€ 

die  TangeoteDgleichmfg: 

wo  JT,  F  die  laofenden  Cogräinaten  ao'd  j:,|f  die  des  BerUbrangs- 
ponktes  sind.    So  bekommen  wir  olmlich: 

+  ^'^"a  +  6  +  2c>-^    0+6+20 -"' 

^^"■a  +  6  +  2c^"M^  +  2c  +^^""a  +  6  +  2c^a  +  6  +  2c""''' 
(2fl6  +  ac  +  6e)A  +  (a— 6)mr=-5^ ^^^^^^ » 

(2a6  +  öi;  +  6c)  Jf  +  (a— 6)m  F=  (a  +  6)  cm, 

wie  obeo  dnrcb  Syntbesis* 

Ist  Q  der  Treffpunkt  swiscben  TB  und  CNJ,  so  sind  C,  £, 
N,  Q  barmoniscbe  Punkte  uftd  gebfsn  die  Proportion : 

CQ.CL^zNQvLlS,   oder  m^NQim^LN^NQiLlS, 

oder 

«TQ  ,„         (fl  +  6)cTO     .  (2a6-flc— 6c)m  ivö^  j£±*)£?L 

^*'«— 2a6  +  ac  +  6c'  2tt6  +  ac  +  6c  '  *'*''  ^*'=2a6-ac-6r 

Gleicbong  der  THQ  diese: 

a:         y    _<      (iic  +  6c— 2a6)ar      (g— 6)y      ^ 
~}V5+1^"*^*         (a  +  6)€m       "*"(a  +  6)c"*' 

(ac+6e---2a6)a:+(a— 6)my  ä  (a+6)cm. 

Denken  wir  uns  in  Taf.  V.  Fig.  25.  aus  H  nacb  CNJ  die  tf  (7 
parallel  zu  AB,  so  folgt: 

BütON^CH.CO 

oder 

wrr  (ö— 6)c     „    .  r  .  o  v«s     1^  2a6Cos4C 

^^•-5Tr==*<«+*+^>®*^^*^^-M^6- ' 

(a--6)(a  +  6  +  aii)c_  (a>-»)c  _ 
*^- 4i6CiS*e -«+4-2c~»-^'^' 
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wenn  HVza  CNJ  paraUel  nach  ^li??  gezogy  Ist   Dann  folgt  aacb 

a—b        a  +  6  — 2c 
und  HV  Ut  gegeben  darch  die  Proportion: 


a—b        a  +  6  — 2c  (a— 6)  (a+6  —  2c) 


nViffO^CSxCO,   oder  HF: CA— CO  =  m:-^ CosiC 

fl  +  0 


oder 


oder 


„  _- .  2a6CosiC      2ö6  Cos  iC  2a6Cos  \C 

a  +  6  — 2c  a  +  6  a  +  6 


4afecCoslC     _      2a6CosiC       ^_     ^???__Arr7^^. 
daraus  die  Tangentengleichung  im  Punkte  Hx 

/'y         2cm     ^  2aA— qc — bc       y       (a— 6)c     (a — 6)cm_^ 
^^"'2c-a— 6^"    2c— a— 6    +  ^'^""a  +  6-2c^ö+6-2c""^' 

/      .  jL       o  rx      .  /       *v           (2a6— ffc— 6c).2cm  +  (a— 6)«cm 
(ac  +  6c— 2a6)a?  +  (a— 6)iiiy=' a  +  b—ic * 

(ac  +  6c— 2a6)ar  +(a— Ä)my=^ q.^^_2c ^ — ' 

(ac  +  *c— 2«6)a;  +  (a  — 6)m.y  =  (a  -f  6)  cm ; 
wie  oben  durch  Synthesis. 


^xenrichtungen  und  Axentangen, 

Sind  nach  Obigem  nicht  nur  ztvei  conjugirte  Durchmesser  nach 
Lage  und  Grösse,  sondern  sogar  zwei  Paare  solcher  leicht  gefun- 
den, so  ergeben  sich  nach  der  Methode  von  ChasI  es,  Geschichte 
der  Geometrie,  Seite  42.,  Note  43  der  Uebersetzung  von 
Sohncke,  leicht  GrSsse  und  Richtung  der  Azen,  welche  Con* 
struction  am  einen  oder  andern  Paar  conjugirter  Durchmesser  aus- 
geftihrt  werden  kann.  Vergleiche  noch  das  ebengenannte  Werk  von 
Chasles  3eite386.,  wo  vorausgeht  die  Entwickelung  derselben 
Constrnction :  Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  beiden  con* 
jttgirten  Halbmesser- zieht  man  eine  Crerade  senkrecht  gegen  den 
zweiten  Halbmesser  and  trägt  auf  ditoer  Geraden  von  A  aus  zwei 
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Abschnitte  auf,  jed«D  gleich  dem  zweiten  Halbmesser;  die  End- 
punkte B  und  C  dieser  beiden  Abschnitte  verbindet  man  mit  dem 
Mittelpunkte  M  der  Curve  durch  die  Geraden  MB^  MC;  den 
Winkel  BMC  und  seinen  Nebenwinkel  hälftet  man  durch  zwei 
neue  Gerade,  die  die  Richtungen  för  die  beiden  Axen  der  Curre 
anheben.  Die  Summe  MB  +  MC  wird  der  grossen  Axe  und  die 
Differenz  MB -^  MC  der  kleinen  Axe  gleich.  Eine  and^^re  Eut- 
wickeluDg  dieser  Construction siehe  im  ,, Problem  des  Mydorge'' 
von  Gymnasiallehrer  Brändli.    Schaffhausen  1860.   S.36. 

.5.  12. 
Hauptergebnis»  und  Sehluss  unserer  Vniersuehung, 

Erklärung.  Nach  Steiner  S.  157.  der ,, Systematischen 
Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten." Berlin  1832.  heisst  ein  Kegel69hnitt  einem  Viereck  har- 
monisch umschrieben«  wenn  er  der  Ort  eines  freien  Punktes 
ist,  der  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  einem  harmonischen 
Strahlbuschel  projicirt. 

Eben  so  heissen  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  Bezug  auf 
den  zugehörigen  Kegelschnitt  vier  harmonische  Punkte,  ohne 
auf  einer  Geraden  zu  liegen. 

Ein  Kegelschnitt  heisst  einem  Vierseit  harmonisch  ein- 
geschrieben, wenn  die  vier  Seiten  der  Figur  als  feste  Tangen- 
ten des  Kegelschnitts  jede  fünfte  freie  Tangente  desselben  har- 
monisch schneiden.  Ebenso  heissen  die  vier  festen  Tangenten  in 
Bezug  auf  den  zugehörigen  Kegelschnitt  vier  harmonische 
Tangenten,   ohne  einen  Strahlbilschel  zu  bilden. 

Aus  diesen  Voraussetzungen  ergibt  sich  noch  leicht  fflr  die 
vier  harmonischen  Punkte,  wenn  man  den  ffinften  freien  Corven- 
punkt  mit  irgend  einem  jener  vier  zusammenfallen  und  ihn  seine 
eigene  Projection  sein  lässt,  so  dass  die  Tangente  in  demselben 
Projectionsstrahl  ist.  Folgendes:  Die  Tan<;ente  in  jedem  der  vier 
harmonischen  Punkte  ist  zu  den  drei  Strahlen,  welche  er  mit  den 
drei  ubri<;en  bestimmt,  der  vierte  harmonistche  Strahl,  und  zwar 
demjenigen  Strahl  zugeordnet,  welcher  durch  den  dem  jedesma- 
ligen Punkte  zugeordneten  Punkt  geht.  Die  Tangenten  In  je  zwei 
zugeordneten  Punkten  und  die  Gerade  zwischen  den  zwei  fibrigen 
Punkten  gehen  durch  einen  Punkt.  Erfüllen  umgekehrt  vier  Punkte 
eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen,  so  sind  sie  harmonisch. 

Lässt  man  ebenso  den  Berührungspunkt  der  fOnfteli  freien 
Tangente  zusaramenfallen  mit  dem  Berährongspunkt  irgend  einer 
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der  vier  festeu  barmonischeD  Taogenteji,  so  das«  jene  (ttnfte  Tab- 
gente  su  einem  Punkt  zusammeaschwindet,  der  zusanmenOLllt  mit 
ibrem  Darchaehnittopunkt  u.a.  f.»  so  folgt:  Der  Berflbrungapunkt 
einer  jeden  der  vier  festen  harmoniscben  Tangenten  ist  zu  den 
drei  Punkten,  in  welchen  sie  von  den  drei  übrigen  geschnitten 
mrd,  der  vierte  harmoniscbe  Punkt»  und  zwar  denjenigen  suge- 
ordnet,  in  welchem  die  jedesmalige  Tangente  von  der  ihr  snge- 
ordneten  geschnitten  wird.  Ferner:  dieBeröbrungspunktejeswMer 
zugeordneten  Tangenten  und  der  Durchscbnittspunkt  der  zwei 
übrigen  Tangenten  liegen  In  einer  Geraden.  Erfüllen  umgekehrt 
vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen, 
60  sind  sie  harmonisch.  Vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts, 
deren  Berührungspunkte  harmonisch  sind,  bestehen  selbst  als  har- 
monische. Vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitts  haben 
vier  harmonische  Berührungspunkte.  Alles  dieses  zeigen  die  Figu- 
ren 24.  u.  25.  auf  Taf.  V.  ganz  deutlich,  und  zwar  unter  der  beson- 
deren Bedingung,  dass  in  den  harmonischen  Strahlbüscheln  A  und 
B  das  eine  Paar  zugeordneter  Strahlen  AF  und  AB^  BF  und 
BH  rechtwinklig  und  die  Winkel  des  andern  Paares  zugeordne- 
ter Strahlen  AC,  AB  und  Bd  BA  hälften.  Ferner  sind  die  vier 
harmonischen  Punkte  ABFNdie  Ecken  eines  Kreissehnen  Vierecks. 

Ist  nun  ABFH  ein  beliebiges,  einem  Kegelschnitt  einge- 
schriebenes harmonisches  Viereck,  an  dessen  Ecken  Tangenten 
construirt,  auf  dieselben  und  die  Curvenpunkte  angewandt  der  Satz 
von  den  Entfernungen  zwischen  Curvenpunkte»,  Tangentenpaaren 
und  Seiten  des  Vierecks  als  Berfihrungssehnen,  so  ergibt  sich  der 

Lehrsatz,  Ist  einem  Viereck  umschrieben  ein  harmonischer 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  eines  beliebi- 
gen Curvenpunktes  von  zwei  coordinirten  Seiten  gleich  dem  Pro- 
duct der  Entfernungen  desselben  Punktes  von  je  zwei  andern 
eoerdinirten  SeHen. 

Beweis  aus  Taf.  V.  Fig.  27.  durch  projectiviache  Eigenschaf- 
ten: Es  seien  a,  6,  c  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  die- 
selben projicirt  aus  dem  vierten  Punkte  P  desselben  Kegelschnitts 
durch  die  Strahlen  A^  B^  C;  aus  dem  fünften  Punkte  P,  durch 
die  Strahlen  A* ,  B' ,  C  und  alle  diese  Elemente  als  fest  ange- 
nommen, hingegen  m  als  freier  sechster  Punkt  der  Cunre,  und 
derselbe  ebenfalls  projicirt  aus  denselben  Punkten  P  und  P^ 
durch  die  Strahlen  Id  und  M' ,  so  gibt  die  projectivische  Eigen- 
schaft der  Kegelschnitte  die  Proportion: 

Sin {A,m.  Sin(i<,  C)  _  Sin(^MfO .  Sin(^\  e)      , 
SiD(2»,ir)'8iD(£,  O  ""  SinC»,  ill')'Sin(Ä',  C)  '*'*^' 
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Siii(/<,  M)_  SJnjA',  ßP)  rSin(J,  C)  SinjA',  Ol 
StaCH,  M) ~  Sin (B'.  M')  Lsio {B.  C) ' Sin (ß' ,  C) J  ""*' 


Sin(J,_»)_     Sin(^',  W) 
Sin(Ä,  )»)""*•  Sin(fi',  ilf') 


wo  der  constant«  CoeiBcient  X  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

Sin(J.  C)  Sin(.4',C') 
*  ~"  Sin  (Ä,  C) '  Sin  (Ä',  C) ' 

Dieser  CoefBcient  il  kann  den  Werth  1  annehmen ^nnter  der  Be- 
lüngung,  dass  Winkel  (4,  0  =  Winkel  (A' ,  C);  Winkel  (Ä.C) 
=  Winkel  (B' ,  C),  was  einen  Kreis  voraussetzt.  In  diesem  Falle 
liaben  wir: 

SiB(J,  M)  _  Sin(J'.  jlf')  AfSin(^..W)  _  W^aijrjr) 

Sin(Ä,l^ ~  SinCÄ*.  ilf')  ""*'  üf Sin(Ä,  M)  ~  ]U'Sin(B'.  Bf) 

oder  -  =:  -    oder  pq^s^uv,    d.  h.  im  Kreissehneii Viereck  aPPfi 

ist  das  Product  aus  den  Entfernungen  eines  Peripheriepunktes 
TOD  svrei  coordinirten  Seiten  gleich  dem  Product  aus  den  Ent- 
femuDgen  desst^lben  Punktes  von  je  zwei  andern  coordinirten 
Seiten»  wie  schon  oben  in  §•  7.  gefunden. 

Der  zweite  Fall,  wo  iL  den  Werth  1  annimmt,  ist  die  Bedin- 

Sin(^,  C)  _  S\n{A',C)  _  SX^jA,  D)  _  Sin(ii\  T) 

gong,  dass   ^.^^^^^  f.^  -  ;si„(|^,^  ^vj  —  Sin (21,  ü)  ""  SiD(Ä',  T) 

SiB(il',D)       Sin(J.  J,)  ^,  .........      o.    .^. 

=  mWTD)  =  SiMBTir;) '  '"''  ^  ''^"  gemeinschaftlichen  Strahl 
der  beiden  Büschel  />  und  P„  und  7,  die  Tangente  in  P,  hin- 
gegen J  die  Tangente  in  P,  vorstellt  Diese  Bedingung  setzt 
voraus  einen  dem  Viereck  aPPfi  umschriebenen  harmonischen 
Kegelschnilt  and  fährt  als  Schiussergebnis«  den  oben  aqsgespro- 
dienen  Lehrsatz  berbei:  denn  die  harmonische  Proportion  für  den 
freien  Curvenpunkt  m  und  seiue  Projecttoosstrahlen  M,  M  nach 
P  und  P,  gibt  aua  Taf.  V.  Fig.  27.  nach  und  nach : 

Sin(i«,  JH)   SinM^  SF)  .       M.SinjA,  M)   M' .S\^{A' ,  tt) 

Sin(Ä,il!f)*Sin(Ä',ilf')'^  ^.Sin(B,  M)  *  ilf'.Sin(Ä',ilfO'^* 

oder  ^:-=;l  oder  pq^uv,  wie  zu  beweisen  war. 

Ist  der  CpefBcient  il  nicht  1,  sondern  ein  anderer  Werth,  so 
folgt  auf  dieselbe  Weise  der  allgemeine  Satz  Newton's  vom 
eingeschriebenen  Viereck  des  Kegelschnitts  nach  §.  3. ,  wie  er  bei 
allen  Schriftstellern  über  neue  Geometrie  sich  findet. 
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II. 

Grundzuge  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functio- 
nen und  der   Anwendung    derselben   zur  Ausziebung 
der  Wurzeln  und  zur  Auflösung  der  Gleichungen. 

Von 

dem    Herausgeber. 


§.  1. 

Da  clie  Wichtigkeit  der  Theorie  der  hyperbolischen  Fanctio- 
iieii  für  die  Aiialysis  sich  immer  mehr  herauszustellen,  mir  aber 
die  bisherige  Entwickelung  derselben  und  namentlich  ihre  An- 
wendung zur  Auflösung  der  Gleichungen  noch  in  mancher  Rück- 
sicht einer  Vereinfachung  und  Verbesserung  fähig  zu  sein  scheint; 
80  halte  ich  es  für  zweckmässig,  in  diesem  Aufsätze^  ohne  irgend- 
wie auf  Vollständigkeit  Anspruch  machen  zu  wollen ,  zu  zeigen, 
wie  Inach  meiner  Ansicht  dieser  Gegenstand  darzustellen  sein 
dfirfte*).  Bemerken  will  ich  für  jetzt  hier  nur,  dass  der  Um- 
stand, dass  die  hyperbolischen  Functionen,  —  wie  übrigens  nach 
der  Natur  derselben  von  vorn  herein  zu  erwaKen  war  und  eigeot- 
lieh  sich  von  selbst  verstand  ~-  eben  so  gut  wie  die  Logarithmen 
zur  Ausziehung  der  Wurzeln  gebraucht  werden  können,  nicht  im- 
mer mit  der  erforderlichen  Bestimmtheit  und  Deutlichkeit  hervor- 
gehoben wird;  und  rOcksichtiich  der  Auflösung  der  cubiscben 
Gleichungen  bin  ich  der  Meinung,  dass  ein  besonderer  Vortbeil 
der  in  Rede  stehenden  Functionen  gerade  darin  liegt,  dass  man 
bei  ihrer  Anwendung  die  cardanische  Formel  ganz  entbehren  kann, 
sich  also  von  derselben  auch  mittelst  der  hyperbolischen  Functio- 
nen ganz  unabhängig  machen  muss.     Dies  wären  etwa  die  we- 


*)  Man  vergl.  die  sehr  verdicnstlicIiCD  EntwickeliingeD  von  Herrn 
Matzka  in  Thl.  XXWIl.  S.  d99.^ind  von  Herrn  Gronau  in  den  unten 
anzuführenden  Schriften, 
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sentHchsteii'Moiii^Bfe^  denen  ieb  bei  den  folgenden  Entwickelan- 
gen  Torsugeweise  einige  Beachtung  wünschen  m^hte.^ 


§.2. 

» 

Wenn  e  wie  gewöhnlich  die  Basis  der  natfirlichen  Logarith- 
men und  9  eine  beliebige  verfinderliche  Grosse  bezeichnet;  so 
heissen  die  beiden  Functionen    . 

__._     „nd     g_ 

respective  der  hyperbolische  Cosinus  und  der  hyperboli* 
sehe  Sinns  von  g>,  und  werden  durch 

1)    .     .    .     .  Cos  q>  = ^ >     öin  q>  = 5 

bezeichnet,  indem  man  sich  zur  Unterscheidung  von  dem  cykli- 
schen  Cosinus  und  Sinus  coscp  und  sin^^  bei  der  Bezeichnung 
der  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  grosser  Anfangsbuchsta- 
ben bedient. 

Bekanntlich  können,  indem  wir  für  jetzt  hier  npr  reelle.  Wertbe 
von  9  betrachten  wollen  ^  für  jedes  reelle  q>  die  Functionen  e9 
und  e~~y  in  die  convergirenden  unendlichen  Reihen: 

__  9)       9*  cp^  q>A 

entwickelt  werden,  woraus  sich  mit  Bezug  auf  1)  unmittelbar  die 
beiden  folgenden  allgemein  gfiltigen  Glekshungen  ergaben: 


^i)   ■ 


ans  denen  man  sogleich  erkennt,  dass  Cosq)  stets  positiv  ist, 
und,  wenn  9  von  — oo  bis  +<x>  wächst,  von  -f-oo  bis  1  abnimmt 
und  von  1  bis  -foc  wächst;  dagegen  ist  ^in(p  negativ  oder  posi- 
tiv, jenachdem  q>  negativ  oder  positiv  ist.  und  wächst  von  — oo 
bis  -f  <x ,  wenn  q>  von  —  od  bis  -4-  od  wächst.  Es  kann  also  Cos  igp 
bloss  positive  Werthe  an.nehmen,  die  nicht  kleiner  als  die  Einheit 
sind ;  dagegen  kann  Sin  9  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven 

riieil  XXXVIII  4 
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Wertk  «iMiebn«»,  welche  Eigeasehafien  der  hypevlwIisdieD  Cosi* 
Dus  und  Siims  ttap  bei  der  ABwendimg  dieser  Fancttoiieii  weM 
zn  beachten  hat 

So  wie  in  der  Theorie  der  Kreisfunctionen  bildet  mau  aus 
deu  hyperbolischen  Cosinussen  und  Sinussen  neue  hyperbolische 
Functionen  nach  den  Formeln: 

Ton..«  -  ^'"^      r«t«  -  ^^^y 
u.  s.  w.y  was  hier  natürlich  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 


§.  3. 
4a«  deu  beiden  Fundamentalforroeln 

Cos  9  =  — 2 — »      bin  9= 2 — 

lassen  sich  leicht  eine  Menge  von  Relationen  zwischen  diesen 
Functionen  ableiten,  von  denen  wir  jedoch  nur  einige  der  wich- 
tigsten entwickeln  wollen. 

Weil 

r«^/    «x-.£Z?y:£?—     e9+e-9 
CoS(— 9)  =3 2 —  =      2 — ' 

«,   ,       V      e-iP  —  e9         e9  —  e-9 
Sin(— 9)  = 2 —  = 2 

ist;  so  ist: 

3)  .   .    .   .  Cos (—9)  =  Cos 9,    SiB(— ^>ss--Si«9). 

Ferner  ist  nach  den  Grundformeln: 


/e9>  +  e^y      e^^e- 

2     J  -         4 


sinyt  =  (5?^=f::^^•-?!y^I?_-J. 


aUo: 

4) C0S9)«— SIdv«  =  1 

and 
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folglich,  weil 

Üok2^t±^^ 

ist: 

5) Cos  ^«  + Sin  ^•=:  Cos  V 

Aas  der  Gleichang  4)  folgte 
6).    .   .Cos9>=:  VSin9*  +  l,     Sin9=±  Vfcosg)*— l 

indem  man  das  obere  oder  notere   Zeichea  nimmt,  j^nAcMeitt^^ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Weil 

Cos^Sin9>  = 5 —  • 5 ^ -T 

und 

^  ^       e«y-e-«y 

ist^  so  ist: 

7) 2Coa9Sin9  =  Sin29. 

Ferner  istt  ndcb  «toi  GmiMlfbrro^liit 

Cos(g)  +  t^)  = -^2 = 4 ''. 

(g»  +  g-y)c<f>  -|-(ig»~  g~y)g»  +  (gy  -^  g-y)g-V>~(ey--^  e-yje-V' 


^  .  ••»' 


4 

e»-f  e-y  c'^+g"^^      gy— g"-y  g<f^— g-<^ 
2~*       2        +        2       •        2       • 

«.   r     .     V       gy+V'— g-(y+i^)       2gy,gV'— Sg-iP-g-tf 
Sin(g^  + 1)  = 2 = 4 

(gy — g-y)g^  -f  (gy  -i-  g-y)g^-Kgy  ~  g-y)g-^— (gy -f  g-y)g-» 


(gy  -  g-y)fe»  >^g^  4* »»  4  g-^C^»  -■-  tf^) 

gy— g-^  g»  +  g-»    gy  +  g-y  gt^-g-'^ 
2       •        ^        +        2       •        ST^  ' 

4' 


Digitized  by  LjOOQ IC 


^2  Grunert:    Theorie  äif  AißperMischen  Functionen 

also : 

i  Cos  (q> -i- rif)=z  Cos  ^  Cos  rli  + Sin  q>  Sin  f^t, 
8).   .   . 

(    SiD  (94-^)  =  Sin  (p  Costf;  -f  Cos  q>  Sin  tf;. 

Setzt  man  in  diesen  Farmejn  — ^  -ßlr  t|;,  so  wird:  ^ 

Cos  (9  —  if;)  =  Cos  9  Cos  (— '^)  +  Sin  g)  Shi  (— •<') . 

Sin  (9—'^)  =  Sin  g?  Cos  (—-*)  + CQ84j?Sin  (— tp); 

also  »ach  3): 

(  Cos(9 — 1^)  =  Cos 9 Cos 4/-* Sin 9 Sin i|j 9 
9)    .    .    . 

'  ^In (^  —  ^)  =  Sin q> Cos 4;  —  Cos q> Sin^ ; 

folglich  nach  8)  und  9): 

{Cos  (9  J:  1^)  =r  Cos  9)  Cos  t^  dl;  »Sin  9  Sin  ^ , 
Sin  (g;  J:  if;)  =  Sin  9  Cos  1)^  db  Cos  9  Sin  ^. 

Hiernach  ist: 

Cosi(<P+'^)  +  Cos*(9  -^)=  2Cm|i»Cos4^, 
€osi(g7-f  tf;)— Cosi(9» -1^)  «=2Sinig>Sin^^, 
Sini(9+^)  -f  Sini<9— tf;)  =  2Sini9Co8iifr, 
Sini(9  +  tf;)  — Sini(<)[>— tf;)  =  2Cosi9Siniif;; 

also»  wenn  man  fBr  1 

respectfye 

9  +  *.     <P  — -*,    2<)D,    2tf;, 
setst:  > 

Cos  9  +  Cos  if;  =  2  Cos  i(9  +  ^)  Cos  4(9  —  if') , 

Cos  9 -*- Cos  ^  =  2  Sin  i(g7 -f  tf;)  Sin  K9 — 1|^)  9 
11)  •  .    \ 

Sin  9  -f  Sin  ^  s  2  Stn  i(g>  ^  t^)  CosM<P^  ^)  1 

Sin9>  -  Sin^  =  2Cosi(9-|-^)  SinK9— tf;). 
Nach  10),  6).  7),  4)  »t: 
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.      C0»a^r=C08(9^+9) 

=  Cos  2^  Cos  9)  4  Sf  n  29  Sin  9 
=  (Co«  9>« + Sin  9«)  Cos  99 + 2Sin  ^«Cos  tp 
==  (2  Cos  ^«  —  1)  C0S9  +  2(Cos9»s  -.  1)  Cos  9 
=  4Cos9»— 3C0S9), 

SinSg?  =  Sin(29  +  g)) 

=:  Sin  29  Cos  9  4- Cos 29  Sin  9) 

=  2  Sin  9>  Co«  9«  +  (Cos  qfl  +  Sin  9«)  Sin  9 

=  2Sin9(Siny«+l)  +  (2Sing?«+J)8in^ 
==4Sii\9»-|-3Sin9;  ^  , 

so  dass  man  also  die  beiden  folgenden  Gleichungen  hat:' 
\  C089»— iCosy  — JCos39=0, 
\    Sin ?()»  +  iSlö.p-J sin 39=0; 

uotl  wenn  man  {91  för  tp  setzt: 


13) 


I  Cos iy»- J  Co8i9 -- i Cos  tp  =  0, 


y  Siöl^a  +  ISinl^— i«jn9=s0. 

Die  aus  dem  Obigen  bekannte  Formel 

Cos  29  =  Cos  qp*  +  Sin  g)* 

kann  man  nach  4)  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

Cos29  =  2Cos 9«-  1  =  2 Sin 9«  +  I ,  ♦     •: .. 

woraus  sich,  irenn  man  \(p  flir  q>  setzt,  die  Ausdraqfp^, 

Cos  9  =  2Cosig)«^  1  ==  2  Sin  i<pa  f  1 ; 
also:  ^ 

14)      CoB49=\r5^',    Sini<p=±V^5^l 

ergeben»  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  janachdem 
q>  positiv  oder  negativ  ist. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  diese  Theorie  ganz  eben  so 
dorehfiihren  kann,  f^fe  di#  Theorie  der  Kteisftinctionen^  was  noch 
weiter  za  entwickeln»  unnütze  Weitläufigkeit  sein  wfirde.    Hau{it- 
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sächlich  siod  aber  der  sp&teren  Anwtn4tipgeD  wage»  ans  noch 
einige  Formeln  nSthig,  die  wir  im  folgenden  Paragraphen  ent- 
wickeln wollen. 

Durch  Multiplication  erhält^  ipfie; 

(Cos  9  J:  Sin  9)  (Cos  ipx  ^,  Sin  q>i) 

=  (Cos  9C0S  9|  -|-  Sin  9  Sin  9| )  db  (Sin  q>  Cos  q>i  -f  Cos  9  Sin  q>i ) , 

also  nach  10): 

.19) 

(Cos  9  db  Sin  9)  (Cos  91  ±  Sin  9|)  s=  Cos  (9)  4- ^1 )  db  Sin  (9  +  9i)  > 

und  durch  snccessive  Anwendung  dteaer  Gleichung  ergiebt  sich 
sogleich: 

lö) 
(Cos  9>±Sin9)(Cos9>i±Sin9>|XCos  ^iJiiSin^^ ....  (Cfs^n-idbSin^ii-i) 
=  Cos(9>  +  9t  +  9«  +  --+9«-i)±Sin(9  +  yi+^  +  ..-.  +  g>»-i). 
Setzt  man  hierin  < 

9  =  ?l  =  9ll  =;  •  ••  =  9»-i' 

so  ergiebt  sich,  unter  der  Vorausselzung^  dass  n  eine  positive 
ganze  Zahl  Ist: 

17) (C0S9  J:Sin9)"  =  Co8n9  dbSiniig). 

Nun  Ist,  wenn  auch  fernerhin  n'eine  positive   ganze  Zahl  be- 
zeichnet : 

(Cos  q>  T  Sin  g»)* 


(Cos  (p  ±  Sin  9)«(Cos  9  T  Sin  «p)» 
qp;(CosvTSIng))*, 


weil 

(Cos  9  ±Sln  (p)(Co8  9T  Sin  q>)  =s  Cos  9«— Sin  9^=  1 

ist.    Nach  17)  ist: 

<C«i^TSiii9)«avsCoB9i9}qFSiPii«>> 
alset 
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uod  folglich,  weil 

CoBnq>  =:  Cos  (—  w^) »    Slofi^  = — Sin  ( —  nqi) 

ist :  • 

18)  .   .   .  (Cos  9»  ±  Sin  9)-»  =  Co«  (— 119)  ±  Sin  (—  «g?). 

Nach   }7)  niid  18)   ist  siAo  für  jedss  positiYs  oder  negative 
gaoze  n:  ^ 

19) (Cos9>i:SiDqf>)*  =  Co«it«>i:SiDfi9>. 

Bezeichnen  nan  ni    und   n  beliebige   positive  oder   negative 
ganze  Zahlen»  so  ist  hiernach: 

(Cos  ^9  ±  Sin  ^9)« 

ssCdsn-^dbSinÄ^^gjrsCosmy^Slnm^, 

und  folglich»  well 

Cos  nup  db  Sin  mg)  =  (Cos  qo  db  Sin  99)"" 
ist : 

20)   .    .   .    (C>i^9dbSiÄ^9)»  =  (Cosg)i:aing))«".^ 

Also  ist,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

Cos^9±Sin^9 

ein  Werth  der  nten  Wur^  aus  der  Gr5sse 

(Cos9i:Sin9)"> 
oder  ein  Werth  der  GrOsse 

n w 

V  (Cos  ip±  Sin  g»)»     oder    (Cos  g^Jb  ^1»  9>*  • 

Weil 

Cos  g)* -- Sin  g)*  ^  1 

oder 

Sing)*  =  Cos  g>*—I, 

und  daher  immer 
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ist;  80  ist  die  Grosse 

CoB<p±S\ntp, 

deren  erster   Theil  stets  positiv  ist«  immer  positiv«  was  eben  so 
natfirlicb  auch  von  der  GrOsse 

Cos— ffl+Shi— €p 

gilt,  so  dass   also  nach  dem  Obigen  diese  GrSsse  jederzeit  den 
positiven  Werth  darstellt,  welchen  die  Wurzel 

n m 

V (Cos 9  + Sing?)»     oder    (Cos ^db Sin 9)« 

immer  hat. 

Man  wird  in  diesen  Formeln  sogleich  die  Analogie  mit  den 
entsprechenden  Moivre*schen  Formeln  von  d«xi  Kreisfunctionen 
erkennen. 

§.5. 

Jetzt  lässt  sich  schon  zeigen,  wie  man  sich  der  b3rperboli- 
sehen  Functionen  zur  Ausziehung  der  Wurzein  aller  Grade  be- 
dienen kann.  Zu  dem  Ende  sei  a  eine  be^ebige  positive  von 
Null  verschiedene  Zahl.     Da 


also 


und  folglich 


ist,  so  ist 


(a_l)2-o, 


««  — 2a+1^0 


aa+l-2a 


und  man  kann  folglich 
21) ^<»»9>  =  ^t- 
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setzen«  wo  q>  positiv   und  negativ  genommen  iverden  kann.     Nun 
ist  aber,  wie  man  sogleich  übersieht: 


also  kann  man»  ▼ermoge   der  Gleichung  4),  und  weil  der  hyper- 
bolische Sinus  jeden  Werth  von  — od  bis  -f  od  annehmen  kann, 

22) Sin9  =  ?~=^ 


setzen,  wo  <p  immer  gleiches  Vofzeioheo  mit  dem  Bruche  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  faabeii  moss.  Daher  kann 
mao  q>  immer  so  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen: 

a*  +  l  «•— 1 

23) CoBq>=z—^—y     Sin9  =  — 2^ 

zugleich  genfigt  wirdl    Offenbar  ist  aber 

alfto 

a  —  Cos  ()p -|- Sin  ^ , 

folglich,  wenn  wir  immer  nur  die  positiven  Wertbe  der  Wurseki 
in*s  Auge  fassen: 

■1  Ml 

a»  =  (Cos  <p  +  Sin  <p)* ; 
also  nach  dem' vorhergehenden  Paragraphen: 

01 

24) a»  =Co«- 9>  +  Stn— 9, 

nach  welchen  Formeln  sich  also  jede  Wurzel  durch  hyperbolische 
Functionen  berechnen  iSsst.  , 

Zur   Berechnung  der  Grösse  g>  hat  man  nach   23)  auch  die 
folgende  Formel : 

Nach  14)  ist: 

n      1    «       Cosqp  +  l        ^.    ,    -       Coaq>  —  1 
Cos4<p»  = ^-^  ,     Siuiv»  = 1 5 

also  nach  23): 
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Co«  49«  =  — 4^—  »     Sin  i^«  ^  "^^~ 
und  folglich: 

denn  das«  man  nicht 

Mtsen   darf^   erheilet  sowohl  onmittelbar  aus  dem  Obigen,   als 
aneb  darana,  weil  unter  dieser  Veraussetsang 

also  nach  23) 

2  Sin  ^9)  Cos  4^= — Sin  9 

sein  wOrde,  da  doch  nach  7)  hekanntiich 

2  Sin  ig;  Cos^^  ~  Sin  tp 

ist    Aus  26)  folgt  endlich  noch  die  zur  Berechnung  von  tp  sehr 
bequeme  Formel: 

27) Tangi9  =  ^. 

Da  man  mittelst  der  hyperbolischen  Functionen  Wurzeln  aller 
Grade  ausziehen  kann,  sc^  kann  man  dieselben  natflrlicb  auch  bei 
der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  benutzen,  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werde»  braucht. 


8.6. 

Der    Auflosung  der  cubischen   Gleichungen,  welche  wir  uns 
auf  die  Form 

gebracht  denken,   wte  bekanntlich  immer  möglich  ist,  liegen  die 
beiden  aus  der  Theorie  der  Kreisfunctionen  bekannten  Gleichungen: 

cosi^'  -« jf^osi9 — icos9  =  0, 
sini^* — isini^-f  is>D9:=0 
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Qiui  iHe  aas  13)  belcannten  GleiehiiDg«a  zwischen  den  hyperiN»- 
liscken  Fimolioiien : 

Cosi^»— iCoei^-iCoey  =  0. 

zu  Grande.  Indem  wir  aber  diesen  Gleichungen  noch  einen  be- 
liebigen Factor  .oder  Uiviaor  r  beiffigen,  wollen  wir  sie  unter  4en 
Formen: 

(co8i9)\*      3     cos|^      cos  9      ^ 

(sin^yX'       3     einjy      **°9^_n 

und 

(CosjyX"     A    Costy      Cosy 
T     )  ""4r»        t  4r»    """' 

lietrachten. 

Wenn  man  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung 

(cosiyX*      3     co9.i9)      cos<)D      ^ 

vergleicht«  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


also: 


3  cosy  cosi^) 


rsaJtiV  — >    €08^=  — 4Ar*. 


Damit  r   reell  sei^   muss   a  negativ  sein«    und   damit  mittelst  der 
zweiten  (fleichirng  tp  bestlnimt  werden  kann,  muss 

also: 

~4a»  <* 
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seib.     Igt  Don  od  der,   der  Gleichung   cosgis— 4^^  geDügeude 
Wertb  von  g>,  ireicher  zwischen  0  und  n  liegt;  so.  sind /weil 

€06  go  =  cos((]p729r) 

ist»  überhaupt 

00,    00  — 27C,    a»-|-2;r 

drei  der   in  Rede  stehenden  Gleichung  genügende  Wertbe  von 
9,  und  es  ist: 

0<a)<  +  «, 

V 
—  271  <  o» — 2»<— «, 


+  2«<»  +  2«<+^;r; 


also: 


0<|<  +  iw, 

-i^< — 3 — <  — 4j«J, 

09  -I-27C 

In  Fig.  1-  «ind  daher  die  mit  A,   Ai^  A^  bezeichneten  Intervalle 
diejenigen,  in  denen  sich  respective  die  Bogen 

00  (D  — 27^  (»-f-29C 

endigen,  woraus  auf  der  Stelle  erbellet,  dass  im  Allgemeinen 

09  (0 — 2jr  fl9-|-29r 

cos  "s ,     cos  — rt- — ,     cos  — ^rt — 

sfimrotlicb  unter  einander  ungleich  sind;  also  sind 
cosjio       cosi(<o-^2;g)       C08i(üH-29r) 

drei  im  AllGremeinen  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung 

Diese  Auflösung  gilt  also   nach  dem   Obigen  unter  den  fol* 
genden  Bedingungen: 

a  negativ,     -J^^^ 
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Wenn  bmiii  ferDer  die  GUicbiog 

or»  +  aar  +  6  =  0 


mit  der  Gleichung 

(sin^^X^       3     sinjy      ainy 

Tergleicfat,  00  erbftk  nuiD  die  Gleichungen: 


also: 


=r+4Y-^,     «ln9  =  4*r». 


Damit  r  reell  sei,  inuss  a  negativ   sein,  und  damit  mittelst  der 
zweiten  Gleichung  tp  bestimmt  werden  kann,  rouss 

also 

."".^  < 

sein.    Ist  nun  cd  der,  der  Gleichung  sin  q>  =  46r'  genfigende  Werth 
TOD  9,  welcher  zwischen   —  ^tt  und  +  i^c  liegt;  so  sind,  weil 

sin  Vff  a  sia  (^  =F  ^) 
ist,  überhaupt 

CO,      (D — 2«,      a9-|-29K 

drei  der  in  Rede  stehenden  Gieichang  genügende  Werthe  von  9, 
oad  es  ist: 

—  4»<iD<  +  4», 


abo: 


-«»< — 3 — .<-i^; 

o  -4-  29r 
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In  Fig.  2.  sind  daher  die  mit  A^  Ai,  A^  be^elchnetef)  Intervalle 
diefenii|;en,  io  denen  sich  respective  die  Bogen 

09  CO— 2jg  flO  -|~  29C 

endigen,  woraus  auf  der  Stelle  erhellet,  cü^s  im /'Allgemeinen 

sin-«,     sin — 5 — ,     sin — g — 

0&mrotlicb  anter  einander  ungleich  sind;  also  sind 
sinio»       sin|(a)~2?g)       sint(iD'|-2gc) 

drei  im  Aligemeineo  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung 

Diese  Auflusung  gilt  also  wiederum  «nter  den  folgenden  Be- 
dinguni^en : 

276«=, 
a   negativ,    —4^  ^1; 

und  wir  haben  daher  jetzt  für  diesen  Fall  zwei  AuflSsungen. 

Nur  an  den  äussersten  Grftnzen  der  Intervalle  können'  in 
gewissen  ganz  speciellen  Fällen  zwei  der  drei  Wurzeln  mit  ein* 
ander  zusammenfallen;  eine  besondere  Betrachtung  dieser  Fälle 
halten  wir  aber  hier  nicht  fSr  uothig. 

Vergleichen  wir  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung 

/Cos  ig? V       3     Cos  49      Coscp      ^  , 


so  erhalten  wir: 


3        .  C0S9  Cosjy 


also: 


r=±iY  — ?,     Co89=— 46r». 
Damit  r  reell  sei,  muss    a  negativ   sein;  da   bekanntlieh  Cos^ 
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stets  positiv  and   nicht  kioiBer  uls  die  Einheit  ist,  so  muss  man 
in  der  Formel 


,=..f3 


daa  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  b  negativ 
oder  positiv  ist  Es  muss  aber,  wenn  sich  ^  mitteist  der  zwei- 
ten Gleichung  bestimmen  lassen  soll, 

also 

276«s=, 


-4«»>* 

sein 

.    Seties  wir 

noter  diesen  Vorattssetzoogeo 

C08i<p 

so  iat 

••»  +  a«c+6=:0 

ond 

foiglicb 

«»  + 

na?  +  6  =  a;* — M*  +  a(ar — 1«) 

woraus  sich  zur   Bestimmung  der    beiden   anderen  Wurzeln  der 
gegel>enen  Gleichung  die  Gleicbung 

ergiebt,  durch   deren   Auflösung  in   Bezug  auf  or  als  unbekannte 
Grösse  man 

^=— 4«-l:V-(a+5tt») 
erhSIt    Nun  ist  aber 

folglich,  weil 

Cosi^«— Sini9«:5rl 
ist: 


andMgHeh 
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Bezeichnen  wir  also  die  drei  Worzeln  unserer  Gleichang  durch  u, 
9,  10 ;  80  sind  dieselben : 

Cosi© 

M=      — — , 


~2;  ST"^-^ 


oder : 


tt=     ;:Co«i9, 


p  =  -2;;(Cosly— Siniy  V"— 3), 

tr  =  —  2i;  (^®«  *<P  +  Si  n  |<p  V^). 

Diese   Auflösung  gilt  also  nach   dem   Obigen    unter   den  fol- 
genden Bedingungen: 

a  negativ,    ~  "j^  ^  *. 

Vergleichen  wir  die  GteicbuAg 

x^-i^ax  +6=0 
mit  der  Gleichung 


/Slnl5p\«        3_    Sinjy      Siny 

V     r     y    +4r«'      r      "■   4r»   ""    ■ 


so  erhalten  wir: 


3        ,  SId<ji7  '   $ini<]o, 

also 


«  =  4;^.     Ä= iJÖT'     ^'  ^ 


^=±*V«*      Slng>^^ 


46r». 


Damit  r  reell  sei»  mass  a  positiv  seip;  q>  lässt  sich  aber  immer 
bestimmen,  weil  Sln^  alle  Werthe  von  —  oo  bis  +00  anneh* 
men  kann.     Also  gilt  diese  Auflosung  immer,  wenn  a  positiv  ist. 
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Beseichnen  wir    die  auf  diese  Weise    bestiiynte  reeHe  Wursel 
dorch  u,  aod  setxen  also 

Sinjy 


so  werden  auf  gans   ähnliche  Art  wie    im  vorhergehenden  Falle 
die  beiden  anderen  Wnraeln  mittelst  der  Formel 

erhalten.    Nnn  ist  aber 


«+J«*  =  5ia  +  Slnl9«), 


also,  weil 

Cosi9>«— 

Sini9«=l 

• 

ist: 

a  +  Jtt*  = 

jäCosl^«, 

' 

und  folglich: 

j?  = 

8inl9) 
=         2r    -' 

Cosi^^- 

rs. 

Bezeichnen 

wir 

also 

die  drei 

Wurzeln  unserer 

Gleichung 

durch 

tt.  ©,  w;  so 

ist: 

u- 

r 

9 

e  = 

Sinl9 

^Cosi,p^_ 

-3, 

•c  = 

Siniop 
=        2r 

2r     ^~ 

=^ 

oder: 

tt= 

Jsini9 

» 

^ 

e  =  -~(Sini9  -Co8i9  V^), 


2r 

10  =— ^(Sini9  + Cosi^V:^^). 

Diese  Auflösung  gilt  also  nach  dem  Obigen  allgemein  unter 
der  Bedingung: 

a  positiv. 

Thtu  xxxvni.  5 
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Ffir  die  Gleic(png 

ar»+oar+6=:0 

haben  wir  nun  hiernach  Tollstindige  Aaflcisangen  fOr  die  folgen- 
den Fälle  gefunden: 

I a  negatiT,    — "4^<;*; 

11., «  negativ,    —  4^>l5 

111.       n   positiv. 

Dase  hiemit  alle  möglichen  Fälle  vollständig  erschöpft  sind, 
ist  klar,  nnd  unsere  cuhische  Gleichung  ist  daher  jetzt  allgemein 
aufgelöst. 

Die  Werthe  von  r  in  die  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Formeln  wirklich  einzuführen,  halten  wir  nicht  für  nöthig,  und 
sind  selbst  der  Meinung,  dass  dadurch  die  Einfacheit  nicht  ge- 
winnen würde.  Auf  jeden  Fall  scheint  uns  die  obige  Entwickelung 
der  Natur  der  Sache  am  Meisten  zu  entsprechen,  und  das  gegen- 
seitige Verhältniss  der  cyclischen  und  hyperboliächen  Functionen 
am  Deutlichsten  in's  Licht  zu  setzen. 


§.7. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  hyperbolischen  Functionen 
mit  der  Quadratur  der  gleichseitigen  Hyperbel  zusammenhängen. 
In  Fig. 3.  ist  in  gewöhnlicher  Weise,  was  einer  ausführlicheren 
Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird,  eine  Hyperbel  zwischen 
ihren  Asymptoten  dargestellt,  deren  beide  Halbaxen  wir  durch 
^a  und  6  bezeichnen.     Wir  setzen: 

CQ^u,    PQ  —  9    nnd  CQ'-x,    PQ' —y. 

Verlängern  wir  PQ  bis  zur  Asymptote  in  R*  und  ziehen  durch 
P  eine  die  Asymptote  in  R"  schneidende  Parallele  mit  der  Haupt- 
axe;  so  erhellet  sehr  leicht,  dass  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
R'PR"  die  Linien  PQ',  Q'iZ',  Q'R"  einander  gleich  sind,  also 

PQ'=zQ'R'=:Q'Rf=::y 

ist«  Fällt  man  nun  noch  von  Rf  auf  die  Hauptaxe  ein  Perpen- 
dikel, so  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit 
di|r  beiden  Proportionen: 
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und  demnach 
also 

oder 

(o\ft.    Darch  HoltiplicatioD  efgi«bt  sicfc  bierans  nnmittelbar: 
M^lich,  weil  Dach  der  Natur  der  Hyperbel 


ist: 


Beseichnen  wir  initi  deo  Inbalt  de«  Plftchenatacks  AB'PQ' 
darcb  F,  eo  ist,  wenn  a  den  Asymptoten -Winicel  bedeutet,  nach 
des  Lehren  der  Integralrechnung: 

F=sinc  /  ySor, 

felgiieh,  weil  nach  dem  Torhergehenden 
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9-     ix 
ist: 

^= 4 J  s' 

also,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

„     (a*+6*)8ing         2a; 

Weil,  wenn  wir  CP  ziehen, 
ACPC  =  4«y  sin  a  =  ^-|^  sin  «, 

also 

ist;  so  ist  der  liyperbolische  Sector  CAP,  dessen  Flleheninhalt 
wir  von  jetzt  an  durch  <S  bezeichnen  wollen,  offenbar  dem  Flächen- 
stficke  AB'PQ'  gleich,  und  daher  nach  dem  Vorhergehenden: 

^_(o^-frft^)siDa,       äa? 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 


2a?  ^  i  * 


ist: 


Weil 


V^TjTp      a^  b 

(M)(M)=(D'-(0='- 

'(s  +  s)=-'(J-!) 

ist;  so  ist  anch 


also 


Digitized  by  VjOOQIC 


Durch  ÄdditloD  der  beiden  yorstebeiiden  Ausdrücke  tod  iS 
erhält  man  auch: 

^      (a«  +  6«)8inc,a"'"Ä 
o  «     e 

oder: 

-j      (a*-|-6*)8ina,6ti-|-av 

o  ^ 2 1  ,  • 

O  Ott— OO 

Für  die  gleicheeitige  Hyperbel  Jet  a=z6,  «  =  90^;  also  nach 
dem  Obigen :  ,* 


und: 


Ferner  tat  in  diesem  Falle: 

oder  ancb: 

Ffir  a  ==  1  Ist: 

also : 

25  =  /(ii +  «)  =  —  /(«-©), 

and  folglich : 

Cos25  = ^ = 2 ' 

^.   ^^      e««— c-««      ei(»4-»)-.«i(»-») 
Sin 25s ^ = 2 ' 

vrorana  man,  well 

^•■^•)  =  u+v,    «t«-»)  =«— © 

ist,  sogleich 

ti==Cos2iS,    o  =  Sin2& 
erhält 


Digitized  by  VjOOQ IC  1 


70  Grunert:    TAe&rie  der  MßperboUiChen  Puncdomn 

W^U  ofteh  dem  QUgeo 

2S=:±/(tf±») 
ist,  80  ist: 

2S  =  dt  /(Cos  2S±  Sin  2S) , 
und  folglich»  wenn  mao  5  für  2S  schreibt: 

.S=±/(Co8Sl:SinS). 
Nach  14)  ist: 

r.     o     4rCos2S  +  l      „.    ^     4rCos2S— 1 
CosS  =  Y  2"-^'     SiiiS=:\  ~2 » 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 

Bezeichnet  man  in  einen  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebe- 
nen Kreise  (Fig.  4.)  den  Inhalt  des  dem  Bogen  AB  entsprechen- 
den Sectors  durch  S\  so  ist  bekanntlich: 

S-\a^.ÄS,    2S=a«.Jg; 
und  folglich  f&r  a  =  1 : 

25  =  25. 

Bezeichnet  man  nan  die  Coordinaten  des  Punktes  B  in  Bezug 
auf  ein  rechtwinkliges  Goordioateosysteni ,  In  welchem  der  posi- 
tive  Theil  der  ersten  Axe  von  dem  Mittelpunkte  C  aus  durch 
den  Punkt  Ä  gelegt  ist,  durch  ti»  e;  so  ist  bekanntlich 

«=:cosil£y    e  =  siniiA; 

also  nach  dem  Obigen: 

11  =  cos 25,    0  =  sin  25; 

worin  die  Analogie  mit  den  hyperboKschen  Functionen  unver- 
kennbar ist. 

§.  a 

Indem  wir  uns  nun  zu  der  Erläuterung  der  Tafeln  wenden, 
welche  man  fflr  die  hyperbolischen  Functionen  construlrt  hat». be- 
merken wir  zuerst  die  folgenden  Transformationen. 
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Weil  nach  der  Erklärung  der  hyperbolUcbeD  FuBCtioBtti 

Cos9>= 2 ,     SiD9  = 2 — 

ist;  80  ist: 

Cos  (p  J:  Sin  g>  =  rtf^, 
und  folglich: 

±ipsszl(Cimq>±8tnq>)     oder    9  =db'(Co<i9±Sin9). 

BeiLanntlich  ist  aber 

Cos  9*— Sin  9*  =  1 , 

und  man  kann  also,  weil 

see  o'— tang  a>*  =  1 

ist,  wenn  man  n  zwisehen  —  |9s  und  +i»  nimmt» 

Cos  9)v=  sec  CD  f    Sin  q>  =  tang  n ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

fp  =  ± /(sec «±tang m)  =±l  ^^^^^ 
oder 

'^     "*-      sin(4'r-^co) 


setzen.    Nan  ist  aber  bekanntlich: 

I  -f  cos(i9V — m)  =  2cos(|» — i«)*» 

1  —  cos  (In  —  »)  =  2  sin  (J»  —  Joo)* 

und 

sin  (4«  —  (o)  =  2  sin  (jj« — ^m)  cos  (i» — iw) ; 

also: 

9  =  /cot(}9s  —  im)  =  —  /tangd» — i») 

oder: 

9  =  /tang(i7r-f  ^(o)  = — lcoi(in+^a). 

Bemerken  mag  man  auch  noch  die  folgenden,  aus  dem  Vor- 
hergehenden sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 

Tang^sssino,  Cot9>  =  cosec(o,  Sec9  =  coso>,  Cosec9:scoti». 

Aus  der  Verglelchung  mit  dem  Torhergehenden  Paragraphen 


Digitized  by  ViiOOQIC 


72  Grunert:    Theorie  der  hyperboUsehen  Functionen 

ergiebt  0icb»  das«  q>  der  sn  dem  Winkel  o»  gehörende  Sector  ist^ 
natürlich  in  dem  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekann- 
ten Sinne  genommen. 

Nach  den  hier  entwickelten  Formeln  sind  die  neuen  Tafeln 
der  hyperbolischen  Si'nas  und  Cosinus  construirt,  durch  deren 
Herausgabe  sich  Herr  Gronau  in  Danzig  verdient  gemacht  hat 
Dieselben  sind  in  dem  vierten  Hefte  des  sechsten  Bandes  der 
Neuesten  Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Danzig  auch  unter  dem  folgenden  besonderen  Titel  erschienen: 

Tafeln  ffir  die  hyperbolischen  Sectoren  und  fSr 
die  Logarithmen  ihrer  Sinus  und  Cosinus.  Von  J.  F.  W. 
Gronau^  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  St  Jobann 
in  Danzig.    Danzig.  1862.  4« 

und  gehören  zu  der  die  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
und  die  Auflosung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  durch  die. 
selben  entwickelnden  Schrift,  welche  in  dem  zweiten  und  dritten 
Hefte  des  sechsten  Bandes  der  neuesten  Schriften  derselben  hoch* 
verdienten  gelehrten  Gesellschaft  unter  dem  folgenden  besonderen 
Titel  erschienen  ist: 

Auflosung  der  kubischen  Gleichungen  durch  tri- 
gonometrische Functionen  des  Kreises  und  der  Hy- 
perbel. Von  J.  F.  W.  Gronau»  Oberlehrer  an  der  Real- 
schule zu  St.  Johann  in  Danzig.     Danzig.  1861.  4®. 

Diese  Tafeln  wollen  wir  nun  etwas  näher  erläutern»  und  da- 
durch zugleich  der  wohlverdienten  Beachtung  unserer  Lehrer  zu 
empfehlen  suchen,  wobei  wir  uns  jedoch  der  im  Obis^en  gebrauch- 
ten Bezeichnungen  bedienen  werden,  was  der  Deutlichkeit  keinen 
Eintrag  thun  wird. 

Das  Argument  der  Tafeln  ist  der  Winkel  o>,  welcher  von  0 
bis  90®  in  den  sechs  ersten  und  sechs  letzten  Graden  von  10  zu 
10  Secunden,  in  den  Qbrigen  Graden  von  Minute  zu  Minute  fort- 
schreitet 'Eine  Tafel  für  negatii^e  VVerthe  von  (o  war  natürlich  un- 
nuthig,  weil  bekanntlich  Cos(— 9)=Cosg),  Sin(— 9)=--Sin9  ist. 

Für  diese  Argumente  liefern  nun  die  Tafeln  in  ihren  drei 
Rubriken  oder  Colonnen,  naturlich  mit  den  entsprechenden  Diffe- 
renzen,  die  Werthe  von 

9,    log  Cos  9>,    log  Sin  97 
nach  den  vorher  entwickelten  Formeln:  ^ 

9  =  /tang(}3S-f  ia>)»     logCos^  =:  logseco»,     logSin9  =  logtango> 
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wobei  jedoch  zu  bemerken  ist>  das«  in  der  ersten  Formel  an  die 
Stelle  der  natfirlichen  Logarithmen  /  gewohnliche  Brigg *8che 
Logarithmen  log  gesetzt  worden  sind»  die  Tafeln  also  in  der  That 
die  Werthe 

9  =  logtang(i«  +  l«) 

eothalten,  nnd  demnach  eigentlich  die  wirklichen  tp  erst  erhalten 
werden,  wenn  man  die  9  der  Tafeln  sämmtlich  durch  den  Modulus 

ilf=  0,43429448 

des  Brigg'schen  Systems  dividirt,  eine  Einrichtung,  welche  einen 
wesentlichen  Nachtheil  nicht  hat,  weil»  wie  der  Herr  Herausgeber 
der  Tafeln  selbst  richtig  bemerkt,  der  Fehler,  welchen  man  be- 
geht, wenn  man  statt  der  natürlichen  die  Brigg*schen  Logarith- 
men gebraucht,  sich  bei  Weitem  in  den  meisten  Fällen  der  An- 
wendung hebt,  indem  er  zweimal  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
gemacht  wird;  in  den  seltenen  Fällen,  wo  dies  nicht  Stattfindet, 
wird  man  natürlich  die  obige  Division  durch  den  Modulus  nicht 
umgehen  können.  Einige  specielle  Einrichtungen  der  Tafeln 
müssen  in  diesen  selbst  nachgesehen  werden,  indem  für  den 
hiesigen  Zweck  das  Obige  vollständig  hinreicht,  um  die  an  sich 
sehr  einfache  Einrichtung  derselben  im  Allgemeinen  zu  charakte- 
risiren,  und  zugleich  zu  zeigen,  dass  sie  eigentUch  unmittelbar 
aus  gewöhnlichen  Logarithmisch -trigonometrischen  Tafeln  ent- 
nommen werden  konnten. 

Zur  Erläuterung,  des  Gebrauchs  der  Tafeln  wollen  wir  ein 
Paar  aus  der  Schrift  des  Herrn  Gronau  entlehnte,  die  Auflosung 
der  cubischen  Gleichungen  betreffende  Beispiele,  nach  den  von 
uns  im  Obigen  entwickelten  Formeln,  berechnen. 

Es  sei  die  cubische  GJeichuog 

zu  losen.    Vergleichen  wir  dieselbe  mit  der  Gleichung 

;tr'  +  ffa:  +  &  =  0, 

so  ist 

fl=-.12,    6  =—28 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

276«      21168  276« 

4a»  '^  6912'    *'•''    ""iS»  ^'• 

Weil  nun   a  negativ  und  auch   6  negativ  ist,  so  sind  nach  §.  6. 
die  Formeln  zur  Auflosung  der  Gleichung: 
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I 


uod 


u 


=        -C08|9» 


v=:— 2^(Co8i9-Sliii9V^— 3), 
w  = -.^(Co8l9  +  8111^9)^=3) 


oder: 


1«=     ^Cosigy» 

»  = — g;  (Co»iy- SiDi9  V3.  V*— i) . 

»  =  —  g^  (Co8i9  +  Siniy  V3 .  V-H). 

Leicht  ergiebt  sich  nuir: 

r^k»    Cos 9=:  1,75000,    logCo8^=s 0,24304. 

Schlägt  man  diesen  letzteren  Logarithmus  in  den  Tafeln  des  Herrn 
Gronau  auf  und  nimmt  den  entsprechenden  Werth  von  tp  ans 
der  Tafel,  so  findet  man: 

0,50326      ^        0,16775 

und  folglich,  indem  man  wiederam  mit  M  mnltipliciren  muss,  um 
auf  die  Zahlen  der  Tafel  au  kommen: 

^  =  0,16775 

woraus  man  sieht,  dass  die  Division  mit  M  in  diesem  Falle  ganz 
unn5thig  war,  wos  durch  das  Vorhergehende  erläutert  werden 
sollte.  Geht  man  nun  mit  diesem  Werthe  von  I9  in  die  Tafel 
ein,  so  erhält  man  mittelst  derselben  unmittelbar: 

logGosi9  =  0,03162,    logSiniip  =  0,50762— L 

Weil  nun 

logV3=r  0/23856 
ist,  so  ist 

log.Sini9V3=0,83618-l 
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Co8i9=  1,07552 
Sin  i9>V3  =  0,68577 


u=     4,30208, 

ü  =  - 2,16104  + 1,37164.  V'^-I , 

10  =  —2,16104- 1,37164.  V^:^; 

wo  man  aber  wegen  der  Einrichtung  der  Tafeln  nur  vier  Decima- 
len  wird  beibehalten  dürfen. 

Die  gegebene  tSleichung  sei 

«»  +  ar— 76  =  0. 

also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichnng 

vergleicht, 

a  =  3,    6  =—7«. 

Weil  a  positiv  ist,  so  sind  nach  §.  6  die  Formeln  snr  Auflösung 
der  Gleichung: 


=  *V«'    S*n9>=-46r» 


wo  man  in  §.6.  in  der  allgemeinen  Formel  für  r  das  obere  Zei- 
chen genommen  hat,  damit  ^inq)  positiv  werde,  weil  6  negativ 
Ut;  ferner: 

«ST     -Sini9, 

r  =^~(Sinig)— Cosi^  V3.  V^^Ti), 

w  =  -^(Sini(p  +Cosi9  V3.  Vm). 

Man  findet  leicht: 

304 

r  =  4,     Sin9  =  -g-=:38, 


logSin9>  =  l,6797& 
Geht  man  faiemit  in  die  hypttrlMiliafihen  'Tafeln  ein,  so  findet  man 
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mittelst  eintgier  Interpolation,  die  Division  mit  dem  Hodolns  ob- 
terlassend : 

9^=1,88089,    i9>  =0,62696; 

und  geht  man  ferner  mit  diesem  Werthe  von  (9  in  die  hjrperbo- 
lische  Tafel  ein,  so  findet  sich  wiedernm  mittelst  einiger  Inter- 
polation : 

logCosi9=:  0,34948,    logSin9>b=  0,30102; 

woraus  sich  leicht: 

Cosi9  =  V5,    Sinl9>  =  2 

ergiebt.    Also  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung : 

1*=:     4, 

t,  =  -2  +  Vlö.V^^, 

w=;-2-Vl5.V=n 
oder : 

11=     4, 
ü=^2+V^::n5, 

iD  =  «2— V^=J5. 

Diese  Beispiele  scheinen  mir  blnr^chend  cur  Erläuterung  des 
Gebrauchs  der  neuen  hyperbolischen  Tafeln  des  Herrn  Gronau, 
und  ich  glaube,  nachdem  ich  mich  mit  denselben  sorgftltig  und 
genau  bebannt  gemacht  habe,  sie  nochmals  zur  Beachtung  und 
SU  sorgßiltigem  Gebrauch  empfehlen  zu  kSnnen,  indem  ich  zu- 
gleich der  80  vielfach  und  so  erfolgreich  thätigen  naturforschen- 
den Gesellschaft  in  Dan  zig  ßir  deren  Publication  in  ihren  Schrif* 
ten  meinen  und  gewiss  vieler  Leser  des  Archivs  besonderen  Dank 
sage.  Dabei  aber  mCchte  ich  dennoch  ^Ansehen,  dass  eine  be- 
sondere Ausgabe  der  Tafeln  in  recht  bequemem  Format  veran- 
staltet wfirde,  wo  dann  vielleicht  noch  einige  die  Bequemlichkeit 
des  Gebrauchs  erhobende  neue  Einrichtungen,  und  einige  Abfin- 
derungen  der  jetzt  bestehenden,  angebracht  werden  könnten.  Auch 
wären,  glaube  ich,  wenigstens  sechs  Decimalstellen  wfinschens* 
werth,  was  die  Tafeln  znnleich  mit  den  trciflichen  sechsstelligen 
Logarithmen  •  Tafeln  von  Bremiker  in  gute  Uebereinstimmvng 
bringen  wfirde. 
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III. 

Note  ober  die  Integration  einiger  linearer  Differen- 
tialgleichangen  der  Form 

(1)  yC«)  =  ^«y«  +  Jßkm^'  +  tor«-^. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Professor  an  der  Handel« -> Akademie   in    Wien. 


SehoB  zn  wiederholten  Malen  fahrten  mich  meine  Utttereu- 
chmigen  auf  Gleichungen  der  Form  (1).  Ich  habe  die  ersten  An- 
fkage  dieser  Unterenchungen  im  298ten  and  338t en  Bande 
dieeee  Archive  veröffentlicht»  und  weitere  Untersuchungen  über 
diesen  Gegenstand  in  meinem  Werke:  „ Studien  Aber  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen''  mitge- 
theilt  Ich  erlaube  mir  hier  wieder  einiges  Ober  die  Integration 
specieller  Fälle  der  Gleichung  (1)  mitzutheilen. 

Die  drei  Gleichungen 

(2)  j  y'«jr«(2l*V+*^'  +  Cy)' 

welche  specielle  Fälle  der  Gleichung  (1)  sind,  gehen,  wenn  man 
in  selbe  fSr  ae  eine  neue  Variable  |  mittelst  der  Substitution 

einführt,  Aber  in: 
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und  diese  GleichoDgen  haben  geordnet  folgende  Gestalt: 

9^|«g  +  3(2^i  +  lH-l)^+CV  =  0. 

9^1»^  +  3(2^  +  Ä)|«^  +  (C|  -  1), = 0; 

and  siDd  nun,  wie  man  sieht,  simmtlich  specielle  Fälle  folgender 
einen  Gleichung: 

deren  Integration  in  allen  Fällen  gelingt.  (Ich  erlaube  mir,  he- 
Edglich  dieser  Gleichung  auf  den  dritten  Abschnitt  meiner  frflher 
erwähnten  ^^Stadien  aber  die  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen*' zu  verweisen.) 


Aber  nicht  immer  ist  es  nothwendig,  gerade  diesen  Weg  ein- 
zuschlagen, da  man  oftmals  auf  andere  Weise  einfacher  zum  In- 
tegrale gelangt.  Bevor  ich  diess  an  einem  Beispiele  zeige,  nehme 
ich  die  Gleichung: 

(3)     ^=3o«;«0  +  6m(l»+2)«^+3»O»+2)(^+l)y 

vor,  zu  welcher  ich  im  33sten  Bande  dieses  Archivs  S.  119 
kam,  und  welcher,  wenn  [i  eine  ganz  positive  Zahl  ist,  genfigt 
wird  durch: 

Da,  wie  leicht  einzusehen. 
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=/e— '•(Aro+  *ia:)Ar  +  e— «'(ir,  +  Jfsa?  +  ....  +  *a*+i^»^*) 
ist,  so  gestattet  die  Gleichang  (4)  auch  folgende  Schreibweise: 

oder  kCrier: 

(5)  y  =  ^[ii«~'  +  e^yi?-~*(I^  +  Lga?)d.T]       ^ 

und  diese  ist  das  vollstäodige  Integral    der   Gleichang   (3);  Ii|, 
Ls>  1^  bedeuten  willkührliche  Constanten  der  Integration. 


leb  will  nun  folgende  Üifferentialgleichung: 

(6) 
g  =  ai^mx^^^  f  Mf*  +  2)^^  +  *»(/*  +  2)(fi  +  l)y] , 

in  welcher  fi  ebenfalls  eine  ganze  posititive  Zahl   vorstellt»  zu 
integriren  versuchen. 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Schreibweise: 

(lieh*  33.  Band  S.  119.  des  Archivs),  and  d« 

ut,  so  kann  man  die  Gleichung  (7)  auch  so  schreiben : 

(8) 

Ihr  genügt  man  nun,  wenn  man  y  so  wählt»  auf  dass : 
^=3»M:«^+3m(l-rt*»^+q,+Qa:+Ci««+...+C^ 
wnd,  and  diese  Gleichang  bat,  geordnet,  folgende  Gestalt: 


Digitized  by  LjOOQIC 


80   SpU%er:  Note  üb.  4.  InUfr.  «Mg.  Umearer  Diff«9«ntial§Mth. 
Oividirt  man  diese  Gleichung  darch 

(l-3iitr«)  »  , 
80  erbUt  luaiii 

—  ^  • 

(1— 3ma-»)  » 
oder  ander*  geschrieben: 

^[(1— 3m«»)      3^=s ^ » 

(1— 3m«»)  » 
nnd  bieraas  folgt:' 

(l-3m;p»)  » 

Bearbeitet  man  den  zweiten  Thell    dieser  Gleichung  wiederholt 
mittelst  der  Formel: 

/x^dx 
m 

(l-3m«»)  » 

1^^ Jl— 2  p      g*-»<fa; 

"■  er!     3m(3(»45— X)J  fi+»' 

3mC3ft+5-l)(l-3m«»)  •  (l-3m«»)^^ 

I 

80  kommt  man  zu  folgender  Gleichung: 

(I-Smar»)  »  3^z;i.=  /  <^^t<to^- ^j 

(1— 3ma:»)  »  (1— 3m«*)  » 

woraus  Tolgt:  . 

^=  (l-3m««)'^/*-^!^±^^d«+*,+ir,«+..»+*p«»-«, 
(1  —3m«»)  » 

und  hieraus  folgt  endlich: 

y=  ^  [(l-3m«»)  »    /  ^rf«] 

(l-3m«»)  » 
ab  Integral  der  Gleichung  (6). 
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IT- 


Geometrische  Aufgaben,    welche   zar-^Anwendung  in 
der  nautischen  Geodäsie  geeignet  sind. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Einleitung. 

Geodätische  Aafnahmen,  welche  zu  nautischen  Zwecken  und 
unter  den  dabei  jederzeit  obwaltenden  Verhältnissen ,  worüber  wir 
das  Weitere  hier  natfirlich  als  bekannt  voraussetzen»  unternom- 
men und  ausgefiObrt  werden,  sind  sehr  durch  die  Instrumente  be* 
schränkt«  die  dabei  in  Anwendung  gebracht  werden  können ;  diese 
Instrumente  können  kaum  andere  sein  als  die  Boussole  und  der 
Spiegelsextant  oder  solche ,  die  auf  ganz  ähnlichen  Principien  be- 
ruhen wie  diese  beiden ,  indem  wir  diese  letzteren  hier  nur  als 
Repräsentanten  aller  ähnlichen  Instrumente  betrachten  und  als 
solche  nur  nennen  *).  Daher  kennen  in  der  nautischen  Geodäsie 
auch  nur  solche  geometrische  Aufgaben  Anwendung  finden,  welche 
die  möglichst  leichte  Anwendung  der  beiden  genannten  Instru- 
mente zulassen.  Vorzugsweise,  ja  nicht  selten  einzig  and  allein, 
hat  man  deshalb  zum  Gebrauche  bei  nautischen  geodätischen  Auf- 
nahmen das  gewöhnlich  nach  Pothenot  benannte  Problem  in 
Vorschlag  gebracht  **),    welches  aber  bekanntlich   eigentlich  die 


*)  M.  •.  s,B.  Practical  Geodesy.  By  J.  Butler  William«. 
The  third  edition.  London  1855.  Chapter  XI.  On  maritime 
■  nrveylng;  und  Traitö  de  G^od^Hie  &  Tu  nage  des  marin«.  Par 
P.  Begat     Pari«  1839,  «o  wie  andere  Werke. 

**')  In  deai  mehrfach  wichtigen  Werke:  Methode«  pour  la  lev^e 
et  la  consftraction  des  carte«  hydrographiqne«,  pnblide«  en 
1809,  •oue  le  titre  d*Appendice  ä  la  Relation  ditVojage  da 
Contre-Amiral  Brnny-Den trecaeteaux;  par  C  F.  Beautemp«- 
Reaupr^.  Et  r^imprim^es  par  ordre  de  «on  Excell.  leComte 
Decr^ii,  Vice-Amiral,  Ministre  de  la  Marine  et  de«  Golonie«. 
Paria.  1811.  4®.  {«t  eigentlich  nur  die  Anwendung  der  Po theno tischen 
Aufgabe  gelehrt,   und  nur  in  geometri«cber  Wei«e  durch  Con«tructioo. 

Theil  XXXVIII.  6 
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Aufgabe  des  Snellius  genannt  werden  sollte,  und  gewiss  ist 
niebt  zu  leugnen ,  dass  dieses  Problem  fßr  solche  Zwecke  von 
ganz  TorzOglichem  VVerthe  ist.  Nach  meiner  Meinung  giebt  es 
aber  noch  andere  geometrische  Aufgaben,  welche  in  der  nauti- 
schen Geodäsie  in  manchen  Fällen  mit  Vortheil  gebraucht  wer- 
den können,  weshalb  ich  es  nicht  für  unangemessen  halte,  diene 
Aufgaben  *)  im  Interesse,  der  Nautik  m  der  vorliegenden  Abhand- 
lung susammenzustellen  und  grussteotheils  auf  neue  Art  aufzulö- 
sen, wobei  ich  mich  immer  der  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  zu  Grunde  legenden  analytischen  Methode  bedienen  werde, 
welche  ja  bei  allen  praktischen  geodätischen  Arbeiten  immer  mehr 
Eingang  findet,  und  gewiss  auch  mit  verbal tnissmässiger  Leicb 
tigkeit  der  Anwendung  besondere  Genauigkeit  in  den  Resultaten 
zu  erlangen  gestattet.  Uebrigens  erlaube  ich  mir  noch  die  Be- 
merkung, dass  diese  Abhandlung  neben  dem  vorher  besprochenen 
praktischen  Zwecke,  so  sehY  ich  demselben  auch  Beachtung 
wfinsche,  noch  den  theoretischen  Zweck  hat,  für  die  im  Folgen- 
den vorkommenden  geometrischen  Probleme  neue,  möglichst  ele- 
gante und  vOfflig  allgemeiue  Auflösungen  zu  geben. 


§.  1 

Zuerst  werde  ich  fBr  die  Messungen  mit  der  Boussöle  und 
allen  ähnlichen  Instrumenten,  welche  sämmtlich  die,  die  Messun- 
gen mit  ihnen  besonders  bedingende  Elgenthfimlichkelt  haben ,  dass 
sie  die  Uebertragung  einer  Geraden,  nämlich  der  Axe  der  Mag- 
netnadel, parallel  mit  sich  selbst,  von  einem  Orte  auf  eineti  ande- 
ren gestatten ,  und  dass  mit  ihnen  die  Abweichungen  dieser  Geraden 
und  anderer  auf  deni  Terrain  gegebener  Geraden  von  einander 
beobachtet  und  gemessen  werden  kOnnen,  gewisse  ganz  allgettieio 
gültige  Grun'dformeln  entwickeln,  auf  denen  die  Auflösung  aller 
Aufgaben,  welche  die  Anwendung  der  Boussöle  in  Anspruch 
nehmen ,  bei  der  von  mir  hier  befolgten  Darstetlungs weise  beruhet. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinateosystem 
der  xy  zu  Grunde,  und  nehmen,  bei  willkährlicher  Annahme  des 
positiven  Theils  der  Axe  der  Xr  den  positiven  Theil  der  Ax»  der 
y  jederzeit  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Aze  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  -  hindurcb  zu 
dem  positiven  Tbeile  der  Aze  der  y  zu  gelangen,  nach  einer 


*)  Natärlich  sIdiI  diese  Aufgnben  auch  för  ilie  Geodäilo   Abarhaopt 
wiehtig  uBd  von  KniMB. 
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RiditiHig  bewegen  mufis»  welelie  derRiehtung  eotgegeDgeeetst  ist, 
nach  welcher  auf  denn  Ltmbus  der  Boussole  die  Grade  vou  0  bis 
W6^  gezählt  sind. 

Unter  dem  Coilimationsfebler  oder  dem  Indexfebler  der  Bous- 
sole  verstehe  ich  den  concaven  Winlcei^  welchen  die  Projection 
der  Visirlinie  des  Fernrohrs,  unter  weicher  letzteren  immer  die 
von  dem  Mittelpunkte  des  Fernrohrs  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Objectivs  gezogene  Gerade  zu  verstehen  ist»  auf  der  Ebene  des 
Limbus  mit  dem  nach  dem  Nullpunkte  der  Theilung  (gezogenen 
Halbmesser  des  Limbus  einschliesst,  indem  zugleich  dieser  Win- 
kel als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird,  jenachdem  man  sich, 
um  von  dem  Nullpunkte  der  Theilung  an  den  diesen  Winkel  mes- 
senden Bogen  zu  durchlaufen,  in  demselben  Sinne,  in  welchem 
auf  dem  Limbus  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind,  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss ;  mit  Röcksicht  hierauf 
werden  wir  im  Folgenden  den  CoJIimationsfehler  oder  den  Index- 
fehler durch  t  bezeichnen. 

Wenn  man  nun  an  irgend  einer  Nadelspitze  eine  Ablesung 
gemacht  bat^  die  wir  durch  a  bezeichnen  iind  wegen  der  Excen* 
tricität  der  Boussole  gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollen,  wo^u 
in  einem  anderen  Aufsatze  ganz  bestimmte  und  allgemein  gültige 
Regeln  von  uns  entwickelt  worden  sind;  so  ist  der  Winkel,  wei- 
chen die  Projection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene 
des  Lirobus  mit  dem  nach  der  abgelesenen  Nadelspitze  gezoge- 
nen Halbmesser  des  Limbus  einschliesst,  indem  dieser  Winkel, 
oder  vielmehr  der  denselben  messende  Bogen,  von  der  abgelese- 
nen Nadelspitze  an  in  demselben  Sinne,  in  welchem  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  an 
durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile 
der  Aze  der  y  zu  gelangen,  also  der  Richtung  entgegengesetzt, 
nach  welcher  auf  dem  Limbus  die  Grade  gezählt  sind,  von  0  bis 
3600 zählt,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  a-i  oder  (a-i)dt36C)", 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  a — i  positiv  und  nicht  grösser 
als  360^  ist,  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
dem  unteren  Zeichen  genommen  werden  rouss,^  jenachdem  o — i 
negativ»  oder  positiv  und  grosser  als  360^  ist.  Bezeichnen  wir 
also  deu  in  Rede  stehenden  Winkel  durch  a',  so  ist  immer 

a'  =  «-t    oder    a' 5=  (a-i)  ±  360«, 

wo  Ar  diese  Ausdrücke  natürlich  ganz  die  vorstehenden  Regeln 
gelten. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Boussole  in  dem  Anfangspunkte  der 
Coordinateo  aufgeetellt  ood  die  Visirlinie  des  Ferncohrs  genau  in 
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die  Richtung  des  poBitireo  Theils  der  Axe  der  a:  gebracht,  aod 
nun  an  einer  Nadelspitze  eine  Ablesung  gemacht,  welche  wir 
durch  00  bezeichnen,  und  wegen  der  Excentricität  der  Boussole 
gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollen;  so  ist  der  von  dem  positi- 
ven Tbeile  der  Axe  der  x  mit  dem  nach  der  abgelesenen  Nadel- 
spitze gezogenen  Halbmesser  des  Limbus  eingeschlossene  Win- 
kel, indem  man  diesen  Winkel  oder  vielmehr  den  denselben 
messenden  Bogen  von  der  abgelesenen  Nadelspitze  an  in  dem- 
selben Sinne,  in  welchem  man  sich  bewegen  rouss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  a:  an  durch  den  rechten  Winkel 
(xi/)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen, also  der  Richtung  entgegen  gesetzt,  nach  weicher  auf  dem 
Limbus  die  Grade  gezählt  sind,  von  0  bis  360^  zählt,  ganz  eben 
so  wie  vorher  in  völliger  Allgemeinheit  w  — t  oder  (« —  0  ±  360*^, 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  co  —  i  positiv  und  nicht  grosser 
als  360^  ist,  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  m  —  i  nega- 
tiv, oder  positiv  und  grosser  als  360^  ist.  Bezeichnen  wir  also  den 
in  Rede  stehenden  Winkel  durch  <o' ,  so  ist  immer  G)'r=:a>  — i 
oder  m'  =:{a-^i)AzSßO^,  wo  für  diese  Ausdrücke  natürlich  gans 
die  vorstehenden  Regeln  gelten. 

Wi^  setzen  von  jetzt  an  voraus,  dass  alle  Ablesungen  an 
derselben  Nadelspitze  gemacht  seien,  und  nehmen  an,  dass  man 
bei  irgend  einer  Aufstellung  der  Boussole  die  wegen  der  Excen- 
tricität  stets  gehörig  corrigirte  Ablesung  a  gemacht  habe.  Bezeich* 
nen  wir  nun  in  einem  solchen  Falle  durch  A  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene  des 
Limbus  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst,  in- 
dem wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a: 
an  nach  derselben  Richtung  hin,  nach  welcher  man  sich  bewegen 
rouss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zu  gelangen,  von  0  bis  360®  zählen;  so  ist  offenbar  in  völ- 
liger Allgemeinheit: 

A  =  «'— ©'   oder  A  =  («'— «0  +  360o, 

jenachdem  a' — m'  positiv  oder  negativ  ist.    In  beiden  Fällen  ist: 

cos  A  =  cos  (er'  —  «') ,    sin  A  =  sin  (a'  —  ©'). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekanntlich: 

a'=:a^i   oder   «'=(«— i)±360ö 
und 

»'  =  iö  — t    oder    üi'  =  (<Ä— t)±J60<>, 


Digitized  by  VjOOQIC 


in  der  nautischen  Ceoddtie  geeignet  sind,  85 

wo  natSflich  eine  Bezfebong  der  oberen  uod  nntereo  Zeicbeo  auf 
einander  nicbt  Statt  findet;  aleo^  wie  man  aocb  diese  Auadrücke 
unter  eieander  verbinden  mag« 

«'-»'=(«— i)  —  (»  —  t)  +  Ä.360o, 

wo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche 
offenbar  nur  die  Werthe  0,  ±1,  ±2  haben  kann;  folglich  unter 
der«elben  Voravssetsuikg  wegen  des  ki 

a'  —  ®'  =  (tt— «)  +  Ä.3flO*, 

and  daher: 

CO»  («' —  ©0  =  cos  («— cö)  C08  (Ä.360®) — sin  (a— ©)  ein  (Ä.360<>), 
sio(a'>-o)0=sin(a— cj)cos(iG;.36(K>)4co8(a— o>)8in(i^.360<>); 

folglich y  weil  allgemein  cos iG;. 360^=1^  sin i^. 360^  =  0  ist: 

COS  (a' — w')  =  cos  («  —  fl») ,    sin  (a'  —  »0  =  sin  (a  —  w) ; 
also  nach  dem  Obigen  in  völliger  Allgeroeinheit: 

I)  .   .    .    .,  C08A  =  C08(a  — (o),     sinA  =  8in(a — «X« 

Es  seien  jetzt  Am  und  ^^nzwei  beliebige  Punkte,  deren  Coor- 
dinaten  wir  respective  durch  Xm*  ym  und  Xn^  ffn  beseicbnen  wol- 
len. Die  Entfernung  Am  Au  oder  An  Am,  dieser  beiden  Punkte  von 
einander  wollen  %vir  durch  Tmn  oder  tum  bezeichnen,  jenacbdem 
diese  Entfernung  als  von  Am  nach  Am  oder  als  von  An  nach  Am 
hin  gerichtet  betrachtet  wird»   wo  aber  natfirlicb  immer 

Tmn  =  Tnm 

ist  Hat  man  nun  die  Boussole  in  Am  aufgestellt,  das  Fernrohr 
nach  Au  gelichtet  und  an  der  Nadelspitze  die  Ablesung  gemacht, 
80  soll  diese  Ablesung  durch  Umu  bezeichnet  werden;  wurde  da- 
gegen die  Boussole  in  An  aufgestellt ,  das  Fernrohr  nach  Am  ge- 
richtet und  dieselbe  Nadelspitse  abgelesen»  so  soll  diese  Able- 
sung durch  onm  bezeichnet  werden.  Wird  nun  der  von  AmAn 
oder  Tmn*  n&mlich  von  der  von  Am-  nach  An  hin  gehenden  Gera- 
den, mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossene» 
immer  in  demselben  Sinne,  in  welchem  man  sieb  bewegen  muss, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
jf  zu  gelangen,  von  0  bis  360^  gezählte  Winkel  durch  Aum,  and 
aof  ähnliche  Art  der  von  An  Am  oder  rnm,  nSnilich  von  der  von 
An  nach  Am  hin  gehenden  Geraden,  mit^dem  positiven  Theile  der 
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Axe  tier  m  eingesebloftsene,  in  gleidiein  Sinne  wie  f orber  Ton  0 
bis  300^  gezftbtten  Winkel  durcb  Amn  bezeichnet;  so  ist  beltaont- 
lieb  nach  der  Lebre  von  der  Verwandlang  der  Coordinaten  in 
völliger  Allgemeinbeit : 

Xn  =  Xm  frim*  cos  Amii ,     jf«  =  ^m  +  rmn-Sin  Anm 

und 

^fii==a:ii  +  rn]ii.co^Awn»    yni  =  ^4-r«M.sinAiiiii; 

nacb  1)  ist  aber  in  vülUger  Allgemeinbeit: 

cos  Ahm  =^  cos  {amn  —  cd)  ,    sin  AflM  =  sin  {omn  —  co) 
und 

cos  Afun  =  cos  («Rm  —  o) ,    sio  A««.  =  sln  {Unm  —  «) ; 

also  nacb  dem  Vorbergebenden : 


{a:«=;r»  +  rmii.cos(am«— a), 
y«  =  ym-\rTmn>  sin {ctmn  —  Cd) 
nd 

{arm=a:n-f  riim.cos(c 
ym  =  yii  +  r««.sin(a 


und 

Umgekehrt  i«t  nacb  diesen  Gleicbungen: 

{a:i»=:rii  — r«n.  cos  (a««--  »), 
ym  =  y« — rm« .  sin  {amn  —  a) 
und 

{:r« = :rm  —  rmM .  cos  (anm  —  ») » 
y«  =  y« — r«m .  »m  ((Xnm  —  «). 
Durcb  Addition  ergiebt  sieb  aus  den  vorstebendea  Gleichungen: 

r»m.  cos  (Oma  —  «>)  +f n« .  COS  {Onm  —  Cd)  =  0, 

riM .  sin  («jwi—  cd)  +  r«» .  sin  («««  —  cd) =0; 
also«  weil  rmn^rnm  ist: 

cos(ataw—  «)  +  008(05*«,  — la)  =  0, 
8in{««»  — id)äO; 
also: 

>  =  — cos(cxw«— »), 

■  sin  (Omm  —  »)  ; 

woran«  auch 


{cos(ataw— «)  + 
sin  («?««—«)  + 

{,cos(ci,a,— Cö)  =  — c 
«in(c««m  — <»)=:— I 
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cot(«imi-*  (o)   =  cot(awB  — cd) 
folgt 

Die  hier  mit  aller  Strenge  und  Allgemeinheit  entwickelten 
Formeln  eind  als  Grondformeln  i^f  die  Losung  aller  Aa%aben, 
bei  denen  die  Boassole  in  Anwendung  koi^mt^  su  betrachten. 


§.  2. 

Erste    Aufgabe. 

Es  seien  ^0  und  A^  zwei  Punkte,  deren  Coordinaten  «o,  60 
und  Ol 9  6|  gegeben  sind;  ein  dritter  Punkt  sei  M^  dessen  Coor* 
dinaten  wir  durch  Xy  y  und  dessen  Entfernungen  von  den  Punk- 
ten 4ü  und  Ai  wir  respectiFe  durch  r^  und  r|  bezeichnen.  Um 
die  Lage  dieses  dritten  Punktes  M ^  also  die  Coordinaten  x,  y 
und  die  Entfernungen  Tq  und  r^  zu  bestimmen,  stellen  wir  die 
Bou)«sole  in  M  auf,  bringen  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  nach 
einander  in  die  Richtungen  der  Geraden  MA^^  und  MAi ,  und  lesen 
in  beiden  Fällen  den  Stand  0^  und  »i  der  rorher  immer  betrach- 
teten Spitze  der  Magnetnadel  ab.  Dann  haben  wir  nach  §.  1.  2) 
die  folgenden  Gleichungen: 

aQ=^4-roC08(ao — w),    Oi  =:a:-f  **iCos(a| — w), 

*o=y  +  **i«in(«o-G>);     *i=y  +  »'i«in(a,  — w); 

wo  wir  den  Winkel  m  als  bekannt  annehmen,  wozu  wir  nach  §.  1. 
offenbar  berechtigt  sind,  indem  sich  derselbe  immer  auf  die  dort 
angegebene  Weise  bestimmen  lässt  Die  vorstehenden  Gleichun- 
gen lassen  eioh  auch  auf  folgende  Art  darstelleB : 


1    J?  =  ao— »-ü 


—  rocos(oo — w)»    a:=ai  —  riCO»(«i  — w), 
flinCcTo  -  ») ;     y  =61  —»'1 8in(«i— w); 


und  Rihren  durch  Subtraction  auf  der  Stelle  zu  den  beiden  fol- 
genden Gleichungen : 

Oo— ai=:roCOS(«o  — 0))— 1*1  co8(a|  —  w), 
60 — *i  =  rosin(fl^—  »)  —  t^  sin  {a^  —  «) ; 

aus  denoB  ^o  und  ti   leicht  bestimmt  werden  icQDnen.     Man  er- 
hält nftmKdk  sogleich : 
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!_  (gp— fl|)gui  (C|  —  <o)  -*  (^0  —  fet)eo6(ft|— «) 
■ 
__(go— a|)sin(«^— flg)  — (60— ^i)co6(a^— (d), 
***—  8iii(a|— a^) 

und  nachdem  man  mitteUt  dieser  Formeln  Tq  und  ti  berechnet 
bat»  können  auch  x,  y  mittelst  der  Formeln  1)  leicht  gefunden 
werden.    Indess  erhält  man  ans  1)  auch  sogleich  die  Gleichungen : 

a:sin(ao—  w)  ~,vco8(ao— a>)  =:Oosin  (o© — »)— 6©cos  (oo  —  ») , 
;r  sin(a|  —  a>)  -— ;y  cos  («j  —  ©)  =  Oj  sin  («i  —  w)  —  6|  co8(a|  —  w) ; 
also: 

j:sin  (oq  — «i)  =  I  a^eXniaQ —  <o)  —  6ocos(oo  —  »)  1  co8(a|  —  m) 

—  Ui  sln(ai  —  a)  —  6t  cos(aj  — 'i»))cos(o^ — a), 
ysin(ao  — a,)  =  lao8in(ao— w)  —  60  cos (a^  —  w) I  6in(a|-— o) 

—  { Ol  sin  (a^  —  fi))  —  Äj  cos  («j  —  ») )  sin  (0^ — «)  ; 
fofglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

60=00  sin  (oo— oi)-~6ocos(ix^—(o)^ 
i  cos  («I  —  (d) 


{60 = Oo  sin  (oo  —  0} — 60 
d  =  Ol  sin  («1  —  w) — 6i  < 


setzen : 


4). 


i       _  Gq  cos  (ft|  —  cp)  —  Gl  cos  (oq — m) 
J    ^'*'  siD(ao— «1) 

I       — .  Cpsin  (g|  —  G>)  —  fi  8in(co — o) 
\    ^"^  sin(ao  — «i) 

Alle  diese  Formeln  liefern  das  Gesuchte  ohne  alle  Zweideutig* 
keit  und  gestatten  im  Ganzen  auch  eine  leichte  Rechnung. 

Wir    wollen    diese    Aufgabe    durch    ein    Beispiel    erläutern. 
Gegeben  seien  die  folgenden  Grossen: 

iio=— 36^7'=— 367'  a|=+18«.3'=  +  l83' 

60=:— i2  .3  =-i23  61  =-26  .2  =-252 

00=   3)60.14'  «1=    270,32' 

01  =  360.12'. 
Also  ist: 

ao=-367  60= -423  «1=       4?o.32' 

ai  =  4-U3  fet=— 262  «0=     316  .U 

iio— ffi  =  -660       60— *i  =  — 171        ai— ao=— 288  .42 
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00=3160.14'  «,=  270.32' 

0=  36  .12  o>=r   36  .12 

«ö— «=280  .  2,         ai--(»=— 8  ,40 

log(ao-€r,)  =  2,740363« 
log  sin  («i  —  a>)=9,178072,t 

1,918435"         num.=:-h  82,88 

log(*o—*i)  =  2,232996, 
log  cos  (a,  —  «)  SS  9,995013 

2,228009«         nom.  =  ~  169,05 

log(iio-^i)=2,740363« 
log  sin  (oo—  m) =9,993»»;, 

2,733670  uum.  =  +  U\fi9 

1og(6o— *i)=2,2;«996» 
log  cos  («o  —  m) =9,240982 

1,473978»         num.=--  29,78 

+   82,88  +041,69 

-  169,05  —  29,78 

+  251,93  671,37 

log  261,93  =s  2,401280 
logsin  («i  —  oo)  SB  9,976446 

logro=2,424834        ro=265,97 

log571,37  =  2.756917 
logsin  («1 — oo) =9,976446 

logri  =2,780471        n  =603,21 

logro  =  2,424834 
log  cos  {oo  —  co)  =  9,240982 

1,665816  uum.  =  4   46,33 

logfo =2,424834 
logsin  («0  —  (o) =9,993307« 

2,418141«         num.  =  -261,90 

logr,  =2,780471  . 
Iogcos(«t  —  0) =9,995013 

2,776484  num.  =  +  696,33 

logri  =2,780471 
log  sin  (Ol  -  w)  =  9,178072. 

1,968643«        nmn.  =  —  90,90 
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«0= -367.00 

a,  =  +  183,00 

roco»(o„— «»)  =  +  46.33 

r,co8(0|  —  a))=  + 596,33 

.e  =  - 413,33 

«s- 413,33 

Ä„=- 423,00 

6,  =-252.00 

ro«ln(a^— e»)  =  —261,90 

Tt  sin  («i  —  «)  =  —  90,90 

y=- 161,10 

y=- 161,10 

und  man  «rUIt  alao  aus  beiden  Beehnungen  ganz  übereinstimmend: 

i  =  --  413^33==  -  41o.3',33 
y  =  -.16Ue=r^l6.1,10. 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  I.,  welche  mit  einem  Maass- 
stabe»  bei  dem  25  Ruthen  auf  den  preuasischen  Decimalzoll  ge- 
rechnet worden  sind,  entworfen  worden  ist,  eine  genaue  Zeich- 
nung. Man  wird  durch  Nacho»essung  an  derselben  alle  vorher 
durch  Rechnung  gewonnenen  Resultate  vollkommen  bestätigt  finden, 
so  weit  dies  bei  einer  selchen  Figur  mSglicb  ist  und  erwartet 
werden  kann. 

§.  3. 

Zweite    Aufgabe. 

.  Man  kann  in  gewisser  Rücksicht  die  vorhergehende  Aufgabe 
auch  umkehren.  Die  bekannten  Ooordinaten  der  Punkte  A^  und 
Ai  seien  wiederum  Oq»  6o  ^"^  ^i>  ^>  ua^  M  sei  ein  dritter 
Punkt  9  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  xlurch  Xy  y,  und  des- 
sen gleichfalls  unbekannte  Entfernungen  von  den  Punkten \^  und 
Ai  wir  respective  durch  ro  und  Ti  bezeichnen,  um  nun  die  Lage 
des  Punktes  M  zu  bestimmen,  stelle  man  die  Boussole  in  Aq  und 
Ai  auf,  bringe  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  die  Richtungen  der 
Geraden  A^M  und  AiMy  und  lese  die  entsprechenden  Stfinde  oo 
und  «1  der  Nadelspitze  ab.  Dann  haben  wir  n^acb  §•  1*  2)  die 
folgenden  Glftichungeo: 

a?=:ao-frocos(tto-— o),    ^rssoi-f  n  POs(ai  — o>), 

yssio  +  ^'oö'nCÄö— »);     Jf  =  *i +ri  Vi»(«i*-.«); 

also  durch  Subtraction: 

Oo  —  ai=  ri  cos(a|  —  <p)  —  rocos(oo— o), 

^-~6|3TtSin((S|--o)  ^rosln(ao— w); 


•'{ 
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in  der  mmUicken  ^0O4$aste  §eHfnet  sind.  Ol 

ood  hieraaa: 

iCop  —  g|)  ein  (g,  -  fl»)  —  (ftp — bi)  cos  («,  —  cd) 
''^^^  Bin(«6-«i)  ' 

_(aQ'^ai)m(«o^  «)— (^»— fei)  caa(ao  —  a>) 

Aus  den  GleichungeD  1)  folgt  auch: 

d?mn(ai  -^»)«— yee8<fli|  —  •)  s  «i  9111  («t  —  «0— 6|  co6(«,  -^  n); 
also,  w#aii  mn 

,  —  »)  —  60  cos  (fl5j>—  Q>)  , 

•  61  cos  (oi  —  a) 
setzt,  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen: 
(roCOS(tt|  — fl»)  — ficos(fl(^— o) 


3).   .   .   .  (  Go  =  ii4>«io(«o— »)-< 
J  Cr|  =  a|  sin  (tti  —  0»)  —  < 


4) 


«inK— ttj) 

(if»sin(iBri  —  »)  —  Gj  sid(i><|>  —  «) 
^"~  sin(ao— «1) 


5.  4. 

Dritte    Aafgabe. 

In  den  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  haben  wir  den  Win- 
kel I»  als  bekannt  angenommen;  fiigt  man  aber  den  zwei  dort 
betrachteten  Punkten  A^,  Ai  noch  einen  dritten  Punkt  Ag^  hinzo» 
so  kann  man  die  Kenntniss  dieses  Winkels  entbehren.  Wenn 
nirolicb  Aq,  Ai,  A^  drei  Punkte  sind,  deren  Coordinaten  Oq,  b^; 
^1*  bii  a%f  b%  als  bekannt  betrachtet  werden  kOnnen,  und  M 
ein  Punkt  ist,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  a,  y, 
ond  dessen  gleichfalls  unbekannte  Entfernungen  von  den  Punkten 
iio»  Alf  A^  wir  respective  durch  Vq,  r|,  r^  bezeichnen;  so  stellen 
wir,  um  die  Lage  dieses  Punktes  va  liestinnBen,  die  Boussole  in  M 
auf,  visiren  nach  A^,  Ai,  A^,  und  machen  die  leatsprechendAn 
Ablesangen  Oq»  «i»  «s;  dann  haben  wir  nach  §.1.2)  die  folgen- 
den Gleichungen: 

ao  =  «+roeos(oo--»CD),  bo==y  +  roaln(ao'^m); 
a|=:a;-f-ncos(ai-*«i)),  61  =y  +  r|Sin(ai— id); 
«laSdr-t-raCosCoa— fl»),     b^:=:fi+r^»in(a^-r^w) 
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oder: 

Idr=ao— foC08(ao—o>),  y=6o— ro8in(ao-^a>), 

or = Ol  — Ti  cos  («1 — ©) ,  y = ftj  —  ri  sin  («i — a) , 

arsa^— r^cosCcü^— id),  y=x6^—rj sin («,—»); 

woraus  durch  Elimination  von  r^^  ri,  r^  folgt: 

•  aosln(a(o  —  w)  —  6oCos(ao  —  a))^;vsin(ao  —  «>)  — y  cosC«© —  uo), 
<iisin(4K| — «>>  — 6|Cos(»| — a)  ss;rsin(oj*-«») — ycos(0|  — «), 
a«6in(os— o»)  — ^^A^cosCo^ — c))  =  a?sin(aj—  c»)  —  jfeoa(s%«— o). 

Maltiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  knit: 

sin  (üfi  —  cö)  cos  («a —  co)  —  cos  («^  —  üo)  sin  (oj  —  w)  =  sin  (a,  — o^) 
sin(a^ — cö)cos(a^~a))  — cos(«i — oo)  sin  («9  —  0))  =  sin  (a^ — a^)y 
sin  («0  —  f»)  cos  («1  —  f»)  —  cos(fi^ — o>)  sin  (a,  — w)  =610(00 — «,). 

und  addirt  sie  dann  zu  einander ,  so  erhfilt  man  die  Gleichong: 

t  «o  «>n  («0  —  ») -"  ^ü  CO8  («0  —  *»)  I «""  («i  —  «i) 
+  |aisin(ai  — w)  — 6tCos(ai— co)|sin(a2  — 05)  ^  =:0, 
+  { Ojtsin  («a  —  »)  —  6a  cos  (o^ —  »)  I  sin  (o^  —  ct) 
woraus,  wenn  wir  der  KQrze  wegen 

2) 

^=  (cr^sino^  —  &o  cos  cxq)  sin  (0|  —  o,) 
+  («1  sin  ai  —  bi  cos  aj)  sin  («, — «y) 
+  (a^sin  «2  -*  6a  cos  0^  sin  (oo — a, ) , 

A  =:  (^0  cos  «0 — 60  sin  Oq)  sin  (a|  —  0^) 
+  (fli  cos  «1  —  6|  sin  «i)  sin  (<% — oo) 
-f  (ff^cos  «a  —  6^sin  o^)  sin  («^ —  a|) 

setzen»  sogleich 

^Gosco — fisino>=:0» 
also 

3) tang»  =  ^ 

erhalten  wird. 
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Na«b   den    Gleickitogeii«    von   denen   wir   aoegegaogvo  »ind, 
hat  man  nun  leroer  die  folgeadea  Gleichungeo : 

fl,-fl^,=r4C08(a,-a>)— r4)'cos(aQ-fi)) ,  Ä2-&o=''asin(a3j-tt)-ro8inC«o— w) ; 

also : 

(öo— Oi)ein  («i  — .©)  —  (^o—^i)  co8(aj  —  «)  =  ro»in  («i  —  o^) , 
(ffo  —  Ol)  Kin («o  —  fi>)  —  (60  —  61 )  cos  («0 — ®)  =  n  «in («i  -  u^) ; 

(«i  —««)«•"<«»  —  «»)-•  (^1  *-*«)  co8(a2—  to)  =  r|  eio(o^*-ai) , 

(u,  ~  a^  «in  (flfj  —  w)  —  (6i  —  63)  cob  («j  —  co)  =  r^  sin  («j — a| ) ; 

(«i—  Ho)  «>n  (0^ — «)  ~  (^a—  Ao)  co«  («o  —  «jl  =  r»  ein  (oo  —  «2) , 
(üj  —  öo)  »*»"  («»  —  »)  -  (*2  —  ^o)  <?o8  (««"—  ®)  =  ro  sin  («0  —  ««) ; 

irorauä  sich  zur  Bereclinung  von  Tq,  Ti,  t^  die  folgenden  Formeln 
ergeben: 

4) 

__  (gp— ffi)^in(«|  — fr?)  — (^0 — 6i)co8(ai^m) 
^''^  8in(ai-«o) 

_  (tfa~  ^o>  sin  (ftg — co) — (6a  -—  feft)  oo<9  («2  —  ») 
"^  8in(ao  — «a)  ' 

_(g|— at)g"»(«2--^Q>) — (^i  •-6a)eo8(cifa— «) 
"*  ""  8in(«^  — «,)  ~^ 

(gp— cf|)sin(fl{o — o)  — (Aq— &|)co8(c^ — a>) 

""  8in(«,—  cfp)  *      . 

^  __  (i»«— <ip)  ein  K  --■  CO)  ->  (6a~  60)  cos  («p  —  m) 
*  8»n(«o  — «•) 

_  (g|  —  g»)  "»"  (^\  ^  Qg)— (A|  ~  Ag)  eos  (tt|  —  co) 
sin  («,—  «,) 

Die  Formel  3)  liefert  für  da^s  zwi8clieD  0  und  360«  liegende 
6>  zwei  um  180<^  yerschiedene  Werthe;  da  aber  diese  Werthe^ 
wiesogleich  erhellet»  für  r^»  n.  »"a  »«ei  Werthe  mit  entgegen- 
gesetzten TorMieh^n  liefern»  die  Entferovngen  Tq,  Vi,  r«  aber 
ihrer  Natur  nach  n^r  |^#itiv  sein  können»  «0  kann  nie  ein  Zwei- 
fel bleiben»  wie  man  den  Winkel  m  zu  nehmen  hat. 
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Nachdem  man  auf  diese  Weise  m  und  TutTi^  r^  ohne  alle 
Zweideutigkeit  beatimait  hat^  findet  man  die  Coordinatep  ar,  y 
mittelst  der  Formeln  1). 

Anmerkung.  Das  hier  aufgel5ste  Problem  ist  das  Pothe- 
not 'sehe.  Die  AnflOsong  Ist  aber  hier  so  gegeben»  dass  bei 
derselben  mit  der  Boussole  angestellte  Messungen ,  nämlich  blosse 
Ablesungen  an  der  Nadel  der  in  dem  zu  bestimmenden  Punkte 
M  aufgestellten  Boussole  bei  successive  nach  den  drei  gegebe* 
nen  Punkten  A^^^  Ai^  A^  gerichtetem  Fernrohr  au  Grunde  gelegt 
worden  sind,  und  daher  die  Auflosung  auch  ganz  auf  die  in  j.  1. 
für  alle  Messungen  mit  der  Boussole  entwickelten  Fundamental- 
formeln  gegründet  worden  ist.  In  anderer  Weise  werden  wir  auf 
das  Pothenot'sche  Problem,  wie  es  gewöhnlich  aufgefasst  wird, 
in  $.  7.  zurückkommen. 

S.  6. 
Vierte    Aufgabe. 

Wenn  man  die  Boussole  nach  und  nach  in  den  Punkten 
ilo»  ^i»  ^%  aufgestellt,  bei  jeder  Aufstellung  nach  M  visirt  und 
die  entsprechenden  Ablesungen  oq,  Oi,  «a  gemacht  hat;  so  hat 
man  unter  Beibehaltung  der  fibrigen  in  dem  Torbergebenden  Pa- 
ragraphen eingeflihrten  Bezeichnungjen  nach  {•  1.  2)  die  folgenden 
Gleichungen : 

1)    <  x=sai  +r|Cos(ai  — a),    y  =  bi  -|-r|Sin(a| — «); 
C  :r  =  at-f  rtcos(a,-^o»),    y=ib%  +  riB\n{a^^m); 
also: 

aosin(oo— -o») — bQC08(ao — o>)=::rsin(ao — ») — ycos(c^— »)^ 
Ol  sin  (tti  —  a) — Ä|  cos  («|  —  co)  ^ o; sin{a|  —  oo)  — y  cos  («fi — w), 
OssinCos— o)— 6ftCOS(a^-^fl9)=d:sin(a^— »)— ycos(aa — »); 

woraus  man  für 

2) 

A  =  (Ooeln  öo"-*oCosöö)  sin  (ffi— oj 
+  («1  sin  tf|  — &!  coscTi)  sin  (<% — Oq) 
'i-(ata\ua^-~b%coaa^8in(aQ — «|), 

fi=s  («0  eos  fl^ — ^0  «>>^  ^)  s>B  («1  *-  «%) 
-|-(a|C0SO|  •^6|Slnft|)sin(aB — Uq) 
-f  (o^  cos  (% — 69  sin  02)  sin  (oq  —  «i) 


Digitized  by  LjOOQIC 
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ganz  eben  so  wie  im  Vorber^eheodeo  Ptorligraph«n  findet: 

3) taDga>=t  j^* 

Ferner  erhält  man: 
oi-«o=roCO«(a§-»)-riOa«(«i-a>),  6|~6o=s:rosio (i%— o)-i*|8iii(a|-*^); 
aj-ai==ri  cos  (a|-o>)-r^o6(a9— o) ,  b^-bi^ti  sin  (tf|— a»)-r^in(firs-a>) ; 
flo-«t=^«co8  (a,-*fli>)~roco8(oro~o>) ,  6o-6B^rt8in(c%^0)-r«8ki(iv») ; 
aUo  ganz  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen: 

4) 
(g|  -^  Oq)  sin  (ci  ^  a>)  —  (^t  —  6o)  cos  (of^w) 

(«0—  gg)  s»n  (oa  —  cd)  —  (6o  —  6g)  cos  (<%— m) 
"~  sin  («0  —  4%)  ' 

(gg — gi)^«".(tt> — Q>)  — (62""^i)cos(<% — «) 

'**"^  sin(aa— «i) 

^  (fli  —  gp)  sin  (c^  --  »)  -^  (6|  —  6o)  eos(tt<r-«) 
sin(a, -tto) 

^  _.(flo— g2)gin(fl^o  — C())-(6o— A^)cos(qo-a>) 
•  sin(a0— Og) 

_^  (g>— Ol)  ain  («I  —  a>)  —  (b^ — ft|)  co8(«|  —  co) 
■"  sin(a,— «i) 

Den  zwischen  0  und  360^  liegenden  Winkel  co  rooss  man  wie- 
derum so  nehmen 9  dass  Tq,  r^,  r^  positiv  ausfallen;  uod  bat  man^ 
auf  diese  Weise  co  und  Tq,  r|,  r^  bestimmt,  so  findet   man'  die 
CoordlAaten  x,  y  mittelst  ^er  Gleichungen  1). 


{.  6. 

Ffinfte    Aufgabe. 

Man  habe  zwei  Systeme  dreier  Punkte  J^,  4ki  '^  und  Aq', 
Ai  ,  A^',  Wir  wollen  nun  setzen ,  dass  man  die  Boussole  in  Aq 
aufgestellt,  nach  Aq  ^  Ay  ^  A^  visiri  und  an  der  Nadel  dievespc^c* 
tiven  Ablesungen  a^^Q,  «oi*  ^02  gemacht  habe;  ferner  habe  man 
die  Boussole  in  A^  aufgestellt,  nach  A^*^  Ay  ^  A^  visirt  und  an 
der  Nadel  «i|le  respectiven  Ablesangen  «lo^^tfii*  «la  gemacht; 
endlich  habe  man  die  Boussole  in  4i  «iifgesteUl»  nach  A^\  Ai',  A^ 
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visirt  und  an  der  Nadel  die  respectiven  Ablesungen  %o,  a^ »  «t^ 
gemacht.  Wie  sieh  nun  aus  diesen  Messungen  die  relative 
Lage  der  sechs  Punkte  Aq^  Ai,  A^  uiid  A^ ^  Ax\  A^  hestioimen 
Ifisst,  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Goordinatensystem  die  Coordlnaten  der  Punkte 

2I0.  ^Xf  A^  respective  durch  :eö>  yo'«  ^i>  »1»  ^a»  .*'*» 
und  die  Coordlnaten  der  Punkte 

-4o',  -4i',  A^  respective  durch  Xq',  yo';  ^i'»  yi';  ^«'»  V% 
bezeichnen;    ferner  sollen  die  Entfernungen 

^0'"ö  » i-^o-"!  »  A^A^  ;  AiA(f ,  AiAi  »  AiA^'^  A^A^  « A^i  ,  ^19^1« 
beziehungsweise  durch 

'^•»0»   •'01*  ''oa  5     ^10»  '*ii»  ''11 5     •*«o»  *'«i»  ''•1 

bezeichnet  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir»  wenn  to  seine 
frühere  Bedeutung  auch  hier  behält,  nach  §.  1.  2)  die  folgenden 
Gleichungen : 

1) 

^ö'=^o  +  Too .cos («00  —  «).    yö=Sfo  +  »"oo . 8in(aoo  —  ») ; 

^i'=^o+»*oi.cos(aoi-"ö)),    yi'=yo+»'oi-»in(«oi— «); 

«,'=a?o+ro,.cos(i^,  — cd),    y«'=3fo +»'n«.«n («0.-10); 

a?o'=:ri  +rio.co8(a,o— «)»  yo'=yi  +»'10. »»"(«10  —  «); 
ari'  =  a?i+r,i.cos(a,x--«>),  yi'=.yi +ri,.sin(«,,  — «); 
ir«'=ir, +r„.cos(a,,— a),    y«'=yi  +r„.sin(a,,  — ©); 

aro'=a?«  +  r,o.co»(a,o— «)>  yo'=.V«  +  r^o.  sin(«,o  —  •); 

a?i'=a:a  +  r,,.co8(of„  — «),  ,yi'=5r«  +  rai.sln(a.,  —  o); 

a?,'=ira  +  r„.eos(a„  — co),  y«'=yi+r„.sin(of„  —  ©). 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Äi  — aro  =  roo.cos(aoo— «)  —  no'Cos(üfio— «) 
=  roi  .cos(o^|  —  w)  — rii  .cosCctn  -^m) 
^rot.co8(«ot--'0)— na>cos(ai9 — e»). 
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=roi.8iQ(aoi  — ä)^»*!!  .•in(«ii— ») 

=  ro2«8ift(ao2--i<»)  —  r,a.8iii(«,^  — «) 
und 

«t— '«o  ^•'oo«co«(aoo  —  »)  — r^-co8(fi%o  — •) 
:=roi.co6(ffoi  — <»)  —  r^i  .C08(a^  —  «a) 
=  ro«  •  cos  («0.2  —  w)  —  rM.GO0(an  —  ©), 

==  roi  .8io («Ol  —  «)  —  r^i . 8iii(cr2i  —  cd) 
=  ro2.  sin  («<,  ^  —  «)  —  r»-  sio  (oj,  —  w). 
Also  hat  man  die  Gleichungen: 

^o•co8(o^o— ®)-rio-co8(ai^-(»)=:ro,.co8(ao,— ©)— rii.cos(ofn— w), 

woraus  sich  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

2)  roo-8'n(«ii— «oo)  — »•io-sin(«ii— aio)  =  ''oi-»"n(aii— «Ol) 
ergiebt. 

Ferner  hat  man  die  Gleichungen: 

Too .co8(aoo  —  »)  —  »"lo  cosCa^o—  ») 

=  roa.co8(a„j  — Q})— ri,.C08(ai,— cd), 
roo.8in(aoo  —  »)  —  rjo-sinCai^  — o) 

=  T^^iBin{a^^^  m)  —  r», .  sin  (er,,  —  w) ; 
woraus  sich  die  Gleichung 

3)  roo.sin(ai^— of^J— r,o.sin(üf,,— a,J  =  ro,.8in(a,.,— «„,) 
ergiebt. 

Auf  ähnliche  Art  hat  man  die  Gleichungen : 

roo.cos(«,^*^»)--j-,^,.cos(«,o-«)=r^,.cosKi-»)-r,,.cos(«,i--iö), 
roo«in(aoo--®)— ^«o'»»n(««o--®)=»*oi-8»D(«oi-«>)--»'ai.sin(a,i---©); 

woraus  sidi  die  Gleichung 
Tbeu  xxxvni.  7 
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4)    ' 

ergiebt. 

Endlich  hat  man  die  Gleichungen: 

roo.cos(aoo^a))--rao.co8(«4o^«>)=''o»-<^<*»(«o«— ■®)-'''2a-co«(aa--w), 
Too  .8in(aoo— m)— r.o .  «in  (««o— ») =»"0«  •  ««(«o  ■—«)—»•««-  Mn(cfB2— w) ; 
woraos  sich  die  Gleichung 

roo-»in(«M— O— »•to-8«n(üf„  — a«o)=»*««-ein(aii— «0«) 

ergiebt. 

Aus  den  Gleichungen  2),  4)  und  3),  5)  ergiebt  sich  durch  Di- 
vision : 

roo.sin(aii— ano)— r,o.sin(cn— giJ  _  sin^^  -  «oi) 
roa*8in(««i— «00)  — »'«o-s»n(««i  — <^»o)       8«nKi  —  aoi)' 

roo.sin(«ia— gpo)— r,o.8in(tt,a— «10)  _  sin(gt, -■  0^,) 
roo-sin(a„  — «oo)  — »"«©.«»"(«a»— «20)       siu(a,a  —  «o«) 

oder : 

sin(c,,  — Coo)-;: — 8in(««i  — «au) 
•00 

sio(«,.-«„,)-r-.,i„(„„_«„)       •••n(«..-«o.)' 

*  00 

woraus  man  die  beiden  Gleichungen: 

^sinKi  -«io)sin(aji  —  «oi)— ~^8in(ai,  -«^i)sin(aai— a») 
'^00  *^oo 

=  sin  («la — Oüo)  •""  («m — «b«)  "^  «'n  («u — o^  sin  (c«,  —  0^) 
erhält. 
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Es  ist  aber: 

2i8iD(a,i— aoo)»in(ag,  — «oi)  —  «>n(aii  -ßoi)»>n(««i— «oo)l 
=     coe(aii— «v»  — «21 +«oi) 

—  C08(a,i  -  «00  +  «ai  —  «oi) 

—  cos  (Ofii  --  «Ol  —  «M  +  «OO) 

+  €Os(a|i  —  «Ol  +  «ai  — «oo) 
=  co8(ai,— Ooo  — «%i  +«oi)  — co8(«ii  — «bi"-"«Äi  +*^) 
=  2  sin  (ooo  —  «Ol )  ««  («ii  —  «äi) 
und 

2tsin(aij~«oo)sin(of22~ao*)-^»«n(«i«--«b«)s>n(«tt--«oo)l 
=     cos(aia~~«oo  — «aa  +  «oa) 
— cos  («la  —  aoo  +  «22 — Äoa) 
— co8(aia  —  ooa— «w  +  csoo) 
+  cos(«,2--cfö2  +  «aa— obo) 
=  cos  («i  a — «too — «la  +  «0«) -~  «<^«  («i« "~  «<«  ""  «M  +  «oo) 
=  2sin  («0«  —  «0«)  8<»  («12  —  «2«)  ? 
also  nach  dem  Obigen: 


—  sin(a„— ai«)sin(a,i— aoO  — ~^ßin(a,i— aoi)s>n(««i-«ao) 
=  sin  (cfoo  — «o  i)  »"»  («1 1  —  «a  i) » 


;;^  sin  (of,  a  —  ff  1  o)  sin  («•«  —  «02)  —  i^sin  («,  ,—«0«)  «""  (««2—«»  o) 

*9i»  '00 

=:sin(ffoo— «o2)8>n(«n  — «aJ; 
oder,  wenn  wir  der  Kurse  wegen: 

A  =8in(ai,— ff,o)8in(aai  — o?oi), 
B  =sin(ff,i  — aoi)8in(aa,— ojo), 
C  =sin(aoo  — ffoi)sin(«ii— «21); 
A' = sin  (ttia  —  «1 0)  sin  («aa  —  «0«) » 
B'  =8in(a,a— OoaJsin  («aa  —  «20)» 
C  =  sin  («00— «02)  ««n  («la  ^  «2a) 
setzen : 


6) 
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woraus  sieb : 

^      •  roo^Aß'-BA''    roo^AB'  — BA' 

ergiebt*  und  daher  jetzt  die  Verliältnisse 

"^   und    ^ 
bestinunt  sind. 

Aus  den  oben  zur  Eutwickelung  der  Gleichungen  2),  3),  4),  5) 
benutzten  Gleichungen  erhält  man  aber  durch  Elimination  von 
Toi  und  roa  leicht: 

r(K).8in(aoo-"«oi)'--no-8'n(«io--«oi)=-»'nfi"n(«ii--«oi)» 
roo.sin(aoo  — ao«)-no-sin(aio  — «04)=— r,a.8in(aia— «p^ 
und 
roo-8»n(ffoo— aoi)"-»*«o-»«n(a20  — «oi)=— ''«i-»ln(«M  — «Ol)' 

rrto-8in(oroo  — «02)  — »•«o-»"n(a2o  — ao2)  =  -»'M-8in(aia-ao2); 
also: 


8) 


und 


y) 


foo  sin  («11— «Ol)  «^ooSinC«!!  — «Ol)' 

r^  _  sln<g»,  —«00)  _  r^  »'w(«o«  — «10) 
»•qo       «in(a,,  —  «o»)       Too  '8in(aia  -  fr„J 


roo        *«n(a,i  — «„,)      r„o*«in(a4,  —«01)' 

üü  _  8iP(«Q«  — «o.o)_y«o     8tn(«oa— «ao)  . 

l  roo       8in(a„  —  «„.)      »"oo  *  sln(of,,  -  a^^  ' 


mittelst  welcher  Formeln  die  Verhältnisse 

—  f     --    und    — ,     - — 

roo       '^üo  »^00       roo 

gefunden  werden. 

Endlich  folgt  aus  den  .Gleichungen  2)  und  3) : 
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föi  _  g<n(«n— «Oft)  _  rio  ^  »'"(«n  —  «lo) 
■  *V>o        «in  («11  -  «Ol)       »"oo '  s«n(«ii  —  ««) ' 

5«  _  giw(«it-«oo)  _jn,(»   8in(gn|— <f,o)  . 
Too        sin  («la— «bt)       »"oo '  si«  («i«  -  «o«)  * 
ottd  aas  den  Gleichungen  4)  iind  6): 

fjM  _  8in(«fei— «bo)  _  y«)   gi"(«ti— «go)^ 
,  »^00       »in  (a«i  —  «oi)       roo  *  «in  (««,  —  «6i)  * 

n»  _  einftt^^  — ttpo)  ^  r^p   «in  (14^  —  0^0)  ^ 
Too       8in(«M  — «ftt)       »"oo  '  «in  («M  —  «w)  * 
wodarcb  die  Verbfiltnisse 

gefanden  werden. 

AUo  sind  jetzt  die  säni^tlichen  Verhältninse 

»"oi     **o».     ^     »"ii     »"i»,     »"«o    ''w     '«« 
- — ,  — ,     -*- >  — >  — 9     — »    — 9    — 

'^oo     ''00       ''üo     ''00     ''üo       ''00     '^oo     ''oo 
bekannt;    and  da  nach  10)  and  K)*)  die  Verhältnisse 

''üü       ''00 
auf  doppelte  Weise  berechnet  werden  können ,   so  kann  dies  zu- 
gleich als  Probe  fär  die  Richtigkeit  der  geführten  Rechnung  dienen. 

Nimmt  man  nun  einen  der  sechs  Punkte,  etwa  den  Punkt  ilo» 
als  Anfang  der  Coordinaten  an»  was  offenbar  verstattet  Ist,  setzt 
ako  je0=Of  ^4^  =  0»  und  ninmt  ferner,  was  gieiehfalls  offenbar 
verstattet  ist,  den  positiven  Theil  der  Axe  der  d;  so  an,  dass 
»=0  ist;  so  kann  .man  die  Coordinaten  der  sänmitlichen  Punkte 
mittelst  der  folgenden,  sich  unmittelbar  aus  I)  ergebenden  For* 
nein  leieht  doreh  r^  als  Einheit  ausdrücken : 

11) 

^0' =  »'00. cos «00»  yo'  =  »*oo-sin«oo; 
a?i'  =  »'oiC«>««ow  .yi'  =  ro,.sinao,; 
x^  =  r„ .  cos «^, ,    ^  =  ro« . sin  «o« ; 

X|=a?o'-rio.cosa,„      .Vi —^o' -»"loSinttio 
=  «i'— »-ii-cosa,,  =.yi'^r,,.8inai, 

=  «••'— r,,.eos«„,        =:3f9'  — >*is-«in«it; 
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folglich : 

rij=G8in(a5io— «Ol). 
rao=  G8lD(aoi— «la); 
und  daher: 

ö)    ro,:ri,:r,o=sin(aiÄ-«,o)i«"n(««ü-aoi)!«n(«oi-«i«) 

ist 

Ferner  erhält  man  aus   den  Gleichungen  2)  und  3)   auf  der 
Stelle  die  Gleichungen: 

ivo  CO«  «^ — ri  cos  «1  +  Toi  cos  Ooi  =  0, 
Ti  COS«!  — racosoj  +  Ti^  cosa|«  =  0, 
r2co8  0a--rocosfi^  +  r9ocosaso  =0; 
und: 

Irosin  a^  —  rj  sin  a,  +  Tqi  sin  Ooi  =  0, 
Vi  8in«i  —  rjsina,  +  riasinai«  =  0,' 
r98in<%—  rosinc^  +  rto8inato  =  0- 
Durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen 

rocostto—^icosai  +roi  cos«ol  =0, 
rosin«o  —  n«*"«! +i'oi«>n«oi  =0 

erhalten  wir,   wenn  Goi  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,    die 
Gleichungen : 

Tq  =— €roi(sinaiCOsc^i  — cDsaisinc^i), 

Tx  =      6roi(8inaoiCOsao— costtoi»*««©)» 
Toi  =—  Goi  (ain  a^  cos  a^  —  cosa^  sin  «i); 
also: 

Ir©   =~Goi8in(a,-aoi). 
n   =   ,Goi8in(«oi-ao). 
»•oi=-<?oi8«n(ao— «i); 
und  ganz  eben  so  erhält  man  mitttelst  des  Obigen,  wenn  Gi^  und 
G^o  gewisse  Faeloren  bezeichnen: 

ivx  =-Criasin(«t— «it). 
r%  =  <?ia8in(aia— ö^)' 
»'i»=-G|»8in(«i— «,); 
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Qod 

rio=— Gto«in(«i— «So); 
00  dass  al«o 

I»'o5n!»*oi  =  -«n(ai-«oi)s«>o(«oi— «^)5  — »»(«ö— «^)» 

ist.    Aocb  hat  mao  nach  9)»  10),  11)  die  Gleichungen: 

iCoi  »ln(a,  — a^i)  =  €?ao«in(aa— «so)» 
€ri,sin  («,  —  «la)  =  ^  »m  (oq — «oi) » 
G,o8>n  («o— «2o)=Gi,8in  («1 — «ij) ; 
also  durch  Multiplication  die  Relation : 

.      8ii)(ao— cfo  i)8in(ai  -aia)sin(«j— «20) 
14)  ...  . 

«  =:ain(«o— <<saK■n(«^l'^«01)»ln(<^-*«la)• 
Za^  Berechnung  der  Pactoren   G^i,  G^^,  Gm  hat  man  nach 
9),  10),  11)  die  Formeln: 

15) 

p >*Ol  ^ **!•     ■        ^        _  ^^20"  . 

wobei  nach  dem  Obigen  die  Entfernangen  Toi,  r^,,  r,»  und  die 
Differenzen  ff^  — or^,  oc«  —  a|,  «o^^'a  aIs  bekannt  Torausgesetzt 
werden  dOrfen,  also  auch  die  in  Rede  stehenden  Factoren  be- 
kannt sind. 

Nun  ist: 

«»=«0— («o-««)*     «i  — «o  +  («i— «0); 
also  nach  den  beiden  letzten  der  Gleichungen  13) : 

Goiain(«o— «oi)=Giaeintao  — («ö— «1)  — «i«l, 
GioWnC^o—a^o)  =  G,«8in|ao  +  («1  —  «0)— «^a  h, 
folglich: 

{  Cr, ,  cos  ff„  1  — :  G, 4  cos  ((«o -- <%)  +  «12)  1 8"n  Ofo 

=  |Goi8>n«oi  -^  GiaSin((ao— oi)  +  o^«)lcosao> 

IG.oCosa.o  — G,jCOs(an  — («1  — ao))|8ioaoi 
= { G,o  sin Uf,,  ^  C?,ftSin  («„  —  (a,  —  ««)) )  cos  a© ; 

woraus  sich  zur  Berechnung  von  Uq  die  folgenden  Formeln  ergeben : 
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.  _ Gq  I  sinap  |~Ctft8iD((ofo~a«)+gAa)) 

tangao  -  g,, ,  cos««  l-€?taC08((c^a-'a.)+«l,)) ' 

16)  .    .  < 
I  tfgogincgo-figsinCofia— (flfi~tto)) 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  ao  gefunden »  so  ergeben 
üich  «1  und  a^  initteUt  der  Formeln :    . 

17)  .    V    .    ^«»«o+(iri— «o),     «$=«fo  — («o— «ä); 

und  ro>  ri »  r^  ^hält  man  mittelst  der  «nis  dem  Obigen  bekannten 
Formeln :  i  . 

1«^o  =  Go,sin(ao,— «|)=:Gaosin(aio— ^)> 
ti  =5  Gja  sin  («u  —  «a)  =  ^o  i «""  («o  i  — «o)» 
»•«  =  G«o  8»«  (a*o— «o)  =  Gl,  sin  («„;  — «i) ; 
endlich  die    Coordlnaten   a:,  y  mittelst   der   Forni^^  ^).«    d»e   «rir 
hier  nicht  wiederholen  wollen. 

Die  Formeln  16)  liefern  für  den  zwischen  0  and  SOO^  liegen* 
den  Winkel  a^  allerdings  zii*ei  um  180^  verschiedene- Werthe; 
da  aber  diese  Werthe  för  r^  und  r^  mittelst  der  Formeln: 
r|  =  Go  1  sin  («j, ,  — a^) >  »'«=620  »■» («20  ~* «0)  offenbar  Werthe 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern,  aber  ri  und  r,  ihrer  Nator 
nach  nur  positiv  sein  können,  so  kann  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie 
man  den  Winkel  «o  zu  nehmen  hat,  und  auch  bei  der  Anwendung 
aller  Qbrlgen  Formeln  bleibt  dann  nirgend<i  eine  Zweideutigkeit, 
so  dass  also  die  Aufgabe  eich  immer  mit  Tdliiger  Bestimmtheit 
auflösen  lässt.  Maturlich  kann  man  auch  die  Wbrthe  .15)  von 
601  •  Gftfl»  Gso  in  die  vorstehenden  Fonueln  einfahren,  wodurch 
man  die  folgenden  Ausdrucke  erhält: 

19) 
^^         __roisingo,sin(tta~gi)— riaain(flf|--go)sin((go-c^+ct^ 
^^^^     r.i  i  cos «0 1  sin  («a-tti)  -  TiaSin («i -ofo) cos ((«o— «»)  +  «la)' 
^  ^  r.2  0  sin  iTg  0  sin  (««— «i)  —  ft^sin  («p—cfa)  sin  («ta — («i  — «o)) 

und  .     ^         . 

sin(tto,— «t)       _sin(flfao— og) 
''ö"-sin(a,~a^)''«i-sin(ao-aa)  ''««' 

nftx  V  ^  _sin(cfta— «a)      _sin(«oi  — a^) 

sin(aao~go)  sin(K|a— «t)^ 

'^•"'  sin(aö  — «a)    *^  ""  sln(aa— «1)  '»•' 
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Es  mochte  jedocb  vieIMcfit  ««Ibsi  einige  Vortheite  babeo, 
zuerst  die  Grossen  Goi »  Gt^f  ^w  >«  berechiien  ;  wenigstens  scheint 
mir  dadurch  die  numeriscbe  Rechnung  nicht  weitläufiger  zu  werden. 

Wir  haben  hier  in  die  Formeln  Ood  «is»  <%>  und.  r^i,  ri^,  r^ 
als  bekannte  GaiOssen  eiJigefllbrt;  natürlich  icann  man  aber  diese 
Grossen  aus  den  belcaniiten  Coordinaten  Qq,  b^;  «i»  61;  ü%,  b% 
berechnen;  denn  nach  2)  ist; 

21)  ta»g«„,  =  ^|.  ta«g«„=^.  t.ng««  =  ^=^ 

und : 

22) 

®"      cosfifoi     ein  «Ol*  :**'^c<isaia     sinaia*    ***     cosct^    sinii^o* 

Die  Wialpelfo^'j  «is»  ccgo  .innss  man  zwischen  0  iie4  ^300^  so 
odimenir  Ab»b  Tm,.  r^s,  r^  sämmtlicb  positi?  ausfaUen. 

leb  trfll  diese  Auflösung  durch  das  folgende  BeispM  isHSn- 
tern.  Die  Rechnung  ist  mit  den  trefflichen  Bremilcer*seben  seche^ 
stelligen  Tafein ,  aber  nicht  ganz  mit  der  Genauigkeit  gefllhrt, 
welche  dieselben  zu  erreichen  gestatten.  Die  Winkel  sind  näm- 
lich nur  bis  auf  juuf  Secunden  genau  berechnet,  eine  Genauig- 
keit, welcbe  fe^t  .eben  so  leicht  -ondl  bequem  zu  erprfchen  war» 
als  wenn  man  bloss  bis  auf  Minuten  gegangen  wäre,  weil  die 
Tafeln  von  zehn  zu  zehn  Secunden  fortschreiten ,  welche  Einrich- 
tung eben  deshalb^  und  natiirlicb  noch  aus  vielen  anderen  Grün- 
den, die  grosste  EmpfeUun^  för  alle  TaMn  verdiente  und  endlich 
die  nur  bis  auf  Minuten  gehenden  Tafeln  ganz  verdrängen  sollte, 
insofern  man  sich  nicht  mit  noch  weniger  als  sechs  Decimalstel- 
len  begnügen  will.  Wenn  im  Feigenden  der  -Controle  wegen  ein 
and  dieselbe  Grosse  nach  verschiedenen  Formeln  berechnet  wor- 
den ist,  so  können  in  Folge  der  ganzen  Anlage  der  Rechnung 
diese  Werthe  natürlich  nicht  ganz  mit  einander  Qberefostlmnieo, 
vreshalb  in  solchen  Fällen  als  definitiver  Werth  immer  das  arith- 
metische Mittel  ziviscben  allen  erhaltenen  Werthen  angesetzt 
^  worden  ist.  Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen,  welche  ich 
für  nSthig  hielt,  wird  die  folgende  Rechnung  gewiss  ganz  ver- 
ständlich sein. 

Es  seit 

00=— 12«.6'=-J2e',  Äp -  +  140.3  =  +  143% 

«4  =  +210.8'=  +218%  6,  =s=  + 160.9'«  + 1»', 

0,  =  +  90.8^+  Ö8';  *»=-Ho.9'=— 119'; 
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«4-«,=  + 32«. 17', 
«0— «•=—130.53'. 
Also  ist: 

<ij^Oo=+344  6,-6o=+  25 

Os — 01=*— 120  b^ — 61= — 288 

ao-ff«=-224  Äo-*a==  +  262 

^26      /iZ 
tang«oi  =  +  344  =  +  172 

^288     ^12 

262        131 
tang«ao=-22i^^Il2 

Besser  ist  es  aber,  bei  der  Bereebnong  der  Winkel  a^i,  a,,, 
a,o  ^1®  nicht  vereinfachten  BrSche  zu  benatzeb,  weil  man  bei  der 
Berechnung  ?on  Tq^,  r,«,  r^^  doch  der  ZSJbier  und  Nenner  der- 
selben bedarf. 


log  (61 -fto)  =  1.414973 

log(a,—ao)  =  2.536558 

(      4^  19'  20*^ 

logtangBo,  =8,878416         «^i  =^  ig4  '19  '2O 

log  (6g -61)==  2,459392« 

log(aa— ai)=  2,079181. 
I     .  ,^o^„  5    670.22'. 50^ 

logtanga|g= 10,380211       «1«=^  ^47  ,22  .50 

'ög(6o-6«)=  2,418301 

logfiio-««)=  2,360248» 

I     ♦  in/iAQiueo  <  130o.31'.öO^ 

logtangaao  =  10,068053n      «20=  J  gjQ  .31  .50 

Die  Grössen 

^i — ^0»    *'«  —  «1»     ^ — ^ 
sind  respectiTe 

positiv,    negativ,     negativ; 

also  liefern  die  Winkelwerthe 

1840.19'. 20"        670.22'. 50"       3100.31'. 60" 

far  die  Entfernungen  Tqi,  Ti^,  t^q  negative  Werthe,  und  dasselbe 
ist  der  Fall,  weil  die  Grossen 

*i  —  *o»    *«-"*!»    60 — *a 
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in  der  nautltchtH  Ceodätie  geeigmet  Und. 

respective 

positiv,    negativ,    positiv  . 

sind;   folglich  muss  mao  setsoDS- 

«6,=     4«.  19*. 20» 
ai.;s247  .22  .50 
«M'o'lSO  .31  .50  ., 
Ferner  ist  nun: 

log  (Ol -ao)= 2,536558 

logcosK^i  =9,998763 

logr„ ,  =2,537795 

log  (6i-*o)= 1,414973 

log  Bio  «Ol  =8,877172 

logro,  =2,537801 

log  («»—0,)  =  2.079181, 
Iogco8a,a=9.586019. 
logr„=>  2,494162 

log(ft,-*,) =2,469392. 
log  sin  «,,  =  9,965239. 
logr„=2,494I53 

log(«„-aj=2,350248» 
log  cos  «^=9,812815, 
lograo=2,637433 

log  (6o- 6,) =2^418301 
log  sin  ««,  =  9,880648 
logr„=:  2.537453 
Also  sind  die  definitiven  Werthe: 

logro,  =2,537798 

loKr,,=2.494I58 

,    logr^ =2,537443 
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2,537795 

2,537801 

5.075696 

b2,537798 


2.494162 
2.494163 


4.988315 
logr,,=2,494158 


2.537433 
2.537463 


5,074886 
logrM=2.537443 

Toi  =344,98 
rn  =  312,00 
r«, =344.70 


Wir  berechnen  nun  den  Winkel  «o.    Zu  dem  Ende  ist: 
«o -•««=- 13». 53'.  0*  «„=  247o.22'.50* 


«^«=  247  .22  .80 
(«o-^+«i«=  233  .29  .60 


a,  -  i«b=— 18  .24  .  0 
«„_(4^_i^)=:  266  .40  .60 
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logroi  =  2^37798 

logsino(oi=^>S77I72 

log  «in  («,  -  Ol) =9.727828 

l.U'2Sg8 


logi>oia=  2,537798 

log  CO«  «Ol  ^9,998763 

logaiii(«^— ai)=;9,727628 

2,264189 

<      log  r,a= 2,494188 
log  sin  («1  — oo) =9,499304» 
logftin««b  -  «>)  +  «ia)=9.906163, 
1,89832» 

logr„=2,494IÖ8 

log  sin  (^ —«o) =9,499804« 

Iogco8((ao— ««)  +  Bia) =9,774416» 
1,767778 


num.  =    13,887 


num.=  183,734 


iiiliB.=  79,164 


nuin.=  58,584 


13,887 
-79,164 
—  65,277 


183,734 

-58.584 

125,150 


65.2n 

log66,277= 1,814760 
log  125,250 =2,097431 

log  tang  «0=9,717329» 

l  152«>.27M0* 
"-  j  332.27  .10 

■og*-to=2,537443  , 

log  sirf  «CO =9,880848 
og  sin  («,  —  a,) = 9,727628 

2,145919  num.  =139,933 

logr„=2,637443 
Iogco8«ao=9>812815. 
logsin  («(,  -  «, ) = 9,727628 

2,077886,       mrni.  ='>iI9,|t43 
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logr„=2,494IB8 

logvio  («(„— («El  —  «o)) = 9,998821« 

1,873092  num.  ±=74,C61 

logr„ =2,494158 
log  «fn  («ö — oj = 9,380113, 
l08eos(a„  -  («,  -  «o» = 8,866740^ 


0,741011 

ninn.=  S^SOS 

139,933          -119,643 

-74,661              -5.508 

68,272          - 125,151 

65,272 

**"«"»= -MTW! 

.  # 

lo«65,272=  1,814727 
log  125,151  =  >,0974.35 

log  taug  «,,=9,7 17292. 

j  152«.27'.20" 
•^"1  332  .27.20 

Als  Mittelwertfae 

setzen  wir: 

Nnn  Ut  aberl 

152«.a7Mß' 
"»-)  332  .27.15 

"01  = 
«0  = 
«M  — «Ho  =  - 

4''.19'.20»               «„,= 
152  .27  .15                  «0= 
-148.7.55'        «^, -oö=. 

4«.  19'. 20* 
332  .27  .16  . 
-328  .  7  .55 

BiD(«t„ 
8iD(«|  - 

— «o)  negativ           •■■'(«^i — «o)  positiv 
-«„)   negativ           slii(a,  —  Oq)  negativ 
positiv                            rj  negativ 

ood  man  bhiss  also  setzen; 

ao=1620.2r'.18C 

«„=  1S2».27'.15»  a„=    KB".«'.!»" 

1^-.^«,=— 18  .24  .  0  00-««,=— 13  .53  .  0 

ms   134.  3.16  «.=   166.20.16 

Daher  fcab^n  wir  folgende  Wertbe : 

aoS»l»2«».27'.16* 

a,  =  134  .  3.16 

«a=166  .20.15 
Ferner  ist: 
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001=         4«.  19' .20* 
a,=     134  .  3  .IS 
«^—«,=—129  .43  .65 

logroi =2,537798 
log  sin  (o^,  — «,) =9,885^61, 
2,423749. 
logmn  (««,  —  «<>)= 9,499204, 
logr»  »2,924545 


0^0=  130o.31'.60' 
os=  166  .20.15 
«„— «i=-35  .48  .25 

logr„=2,537443 
log  sin  («%>  -<^^9.767198. 
2,304641. 
log  sin  («o  -  «,) =9.380113. 
logro=2,924528 


2,924545 

2,924528 

5,849073 

iogro=2,924537 


«„=247«.22'.ö0' 
«,  =  166  .20.15 

«IS — «»=  81  .  2  .35 

log  r,a= 2.494158 
log  sin  (a„— «,)=9.994672 

2.488830 
logsin  («i — «i)  =  9,727628 

iogr,  =2.761202 


«Ol  = 
«0  = 


40. 19'. 20* 
162  .27  .15 


oo, -«o=— 148  .  7  .55 

log  ro,  =2.537798 
logsin  («6,  -«6)= 9,722606. 

2,260403. 
logsin(tti  — ao)=9,499204. 

Iogr,  =  2.761199 


2,761202 

2.761199 

5,622401 

Iogr,  =2,761201 


«„  =  I30».31'.60' 
00^162  .27  .15 


a„  =  2470.22'. 60», 
«,  =  134.  3  .15 


«ao— ao=-21    55  .25  «„—«,:=  113  .19  .35 


l<«rM= 2,537443 
iogsiii  (ote  -T««,) =9,572140. 

2,109683. 

log  sin  («0  -  «s) =9,380113. 

Iogr,=2,7'29470 


Iogr,, =2.494158 
log  sin  (o,,— «,)= 9.962968 

2,457126 
logsin(a,— c^)=9,727628 

logr^=2,72Q496 


2,729470 

2,729496 

5,458968 

Iogr,  =  2,729484 
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Alao  ist: 


logros  2,924837 
logri  =2,761201 
k«ra  =  2,729484 


ro  =  840^ 
ri  =  677,08 
r.=  536,39 


Endlich  ist: 


Thtii  xxxvm. 


Iogro=:  2,924637 
logcosao=  9.947747. 
log.rocosoo  =  2,872284. 

rocosc^=— 746,22 
ao=- 126,00 
«  =+61^ 

logrj  =2,761201 
log  cos  a,  =9,843196« 
log.ricostti  =  2,603397. 

ricos«!  =-401,23 
ot  =-f  218,00 
«  =  +  619,23 

logr,  =  2,729484 

logcosai  =  9,987634, 

log.raCos(«a  =  2,717018. 

r,cosc^=— 621,22 
«■  =  +  96,00 
X  =  619,22 

-f  619.22 
+  619,23 
-I-  619,22 
+  1867.67 

a;  =+619,22 

logro  =  2,924637 

l<«sin«(,  =  9,666073 

I«g.ro«in«o  =  2,689610 
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roSiDOo  =+38870 

y=r  ^246,70 

logrt  «  2,761-201 

log  810  «1  =  9,856537 

log. ri  Sinai  =  2,617738 

rl8lDal=s•^  414,70 
6i  =  +  169,00 
y  =-245,70 

logr,::;:  2,729484 

logAiDOts  9,373284 

log.r^Binor^  =  2,102768 

r,  Ulli  os  =  +  126,70 

6,  =  -119,00 

y=— 246,70 

Man  erhält  also  fflr  y  immer  genau  denselben  Werth;  ond  die 
Coordinaten  des  zu  bestimmenden  Punktes  sind  folglieh: 

ar  =  +  619',22  =  +  6lö.9',22 

y  »-.246',70  =  -  240. 5',70. 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  !!•#  welche  mit  einem  Maasastabe, 
bei  dem  25  Ruthen  auf  d,en  preussischen  Decimaisoll  gerechnet 
worden  sind,  entworfen  worden  ist,  eine  genaue  Zeichnung.  Man 
wird  durch  Nachmessung  an  derselben  alle  oben  auf  dem  Wege 
der  Rechnung  gewonnenen  Resultate  bestätigt  finden,  so  weit 
dies  bei  einer  solchen  Figur  erwartet  werden  kann. 


Siebente   Aufgabe. 

Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Systeme  von  vier  Punkten: 

-^0 »  ^i »  ^% »  -^»    nnd    Afi ,  Ai  ,  A^  ,  A^  i 

im  Ganzen  als^T  acht  Punkte,  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein 
beliebiges  rechtwinkligea  Geerdinatensyaten  wir  durch 
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^»^01    0ßif9t\    ^%f9%i    «S' 3^ 


V»  W;  »if  »i';  ««',  W;  V»  3%' 


beteichoeo  wollen. 

Weon  wir  uns  durch  ^  als  Anfang  ein  dem  primittven  Sy- 
steme paralleles  Coordinatensystem  gelegt  denken,  so  sollen  die 
?on  den  Geraden 


A^A^ ,  AqAx  t  AqA^  f  AqA^ 

mit  dem  positiven  Theile  d^r  ersten  Axe  dieses  Systems  einge- 
schlossenen Winkel»  Indem  wir  diese  Winkel  tob  dem  posittven 
Theile  der  ersten  Axe  an  nach  dem  positiFon  Theile  der  aweiten 
Axe  hin  von  0  bis  36(F  zählen,  respective  durch 

9o*  Vo+«k>i>  9o+«'ba»  1Po  +  «^ 

beseichnet  werden,  wo  die  Winkel  a^i,  o^,  0^9  ofenbar  jeder- 
zeit durch  geignete  Messungen  mit  einem  nach  4o  gebrachten 
winkelmessenden  Instrumente  bestimmt  werden  kennen,  was  einer 
weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedärfen  wird« 

Die  Ton  den  Geraden 


A1A0 ,  AiAi  ,  AiA^  t  AiA^ 

mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  Ai  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge- 
schlossenen, auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  genommenen  Win- 
kel beseichnen  wir  durch 

9i»  9i  +«ii>  9?i+«ja»  9^1 +«18* 

wo  die  Winkel  am  Ui^,  Ui^  jederzeit  durch  geeignete  Messungen 
mit  einem  nach  Ai  gebrachten  winkelmessenden  Instromente  be- 
stimmt werden  können. 

Die  von  den  Geraden 


A^Aq  f  A^Ai  9  A^A^ ,  A%A^ 

mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  A^  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge- 
schlossenen, ganz  eben  so  wie  vorher  genommenen  Winkel  be- 
zeichnen wir  durch 

%»  Vt+«ii»  %+«ia»  9s+«m» 
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wo  die  Wiokel  i%| »  a^,  «»  mittelst  eines  nach  A^  gebrachten 
wiDkelmessendeD  InstrumeDts  jederzeit  bestimmt  werden  können. 

Die  TOD  den  Geraden 


mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  A^  parallel 
'mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge- 
schlossenen,  ganz  eben  so»  wie  vorher  immer,  genommenen  Win- 
kel bezeichnen  wir  durch 

98»  98  +  «ai»  9i  +  «aa»  9'^  +  «ts* 

wo  die  Winkel  a^i ,  «39 »  ^%  mittelst  eines  nach  A^  gebrachten 
winkelmessenden  Instruments  jederzeit  bestimmt  werden  können. 

Indem  wir  nun  noch  die  Entfernungen 


AqAq  9  A^Ai  p  AqA^  f  AqA^  ; 


AiAq  ,  AiAi  9  AiA^f  AiA^  ; 


^%^o »  A^Ag  f  A^A^ ,  A%A^  ; 


A^Aq  t  A^Ai  f  A^A^ ,  A^A^ 
beziehungsweise  durch 

•*00>     ^01*      ^OS»      ^OÄ» 

•^lo»    ^11»    ^i%*    ^is» 

^10*      **«»     ^M»      ^tt> 
•*80»      ^Zl9     T^it     1^88 

bezeichnen,  wollen  wir  jetzt  sehen«   was  sich  aus  den  nach  dem 
Obigen  vorgenommenen  Winkelmessungen  schliessen  ISsst. 

Offenbar  haben  wir    unter  den   gemachten  Voraussetzungen 
die  folgenden  Gleichungen: 

1) 

V  =  «o+»*oo«cosg>o»  W  =yo  +  »'oo««n9o» 

a>i'=aro  +  roi.cos(fl^j^ji  +  g)o),  yi'  =  yo+»'oi-«»n(«öi+Vo)» 

a^'=:aro  +  roi.cos(ao,  +  9o),  »•' =yo  +  ri».sin(a^  +  9o). 

«•'  =  ^o  +  »'o»-cos(ao8+9o);  »e' =yo+»'oi«n(«o8  +  9V)); 
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O^o'  =  *1  +  «^10  •  ^^^  9l  » 


«1 


=  *i+rn-co8(a„+g)|), 

=  jra  +  rj,.co«(«iji  +  9a), 

=  jra  +  rso.co8^,. 

=  «•  +^81  •  cos{ö8i  +  9,) , 

=  ÄS  +^88«CÖ«(«88  +  9>8); 


yi'  =  yi  +1^11  •»^n(«ii  +9^1)» 

y«  =yi+ni-«h>(«i»+9'i)> 

ya'  =  yi  +  n8-shi(«ia  +  g)i); 
yo'=y«+^io«n9»» 

yi'=yi+»'ti«n(«ii+v«)* 
y«' =  y«+»*t8»>n  («»  +  9^» 

y8'  =  yi+^3»-«n(«»  +  9W5 

/ 

yo'=ys  +  »*8oe»n9a» 

yi'  =  ys  +  »-M-ßinCo^,  +9i), 

yt'  =ys+rw.8in(«^+g>5), 
ys'  =  ys  +  ^8S  .ein(«M  +  9s)v 


Aq8   der   ersteo   dieser  vier    Grappen    von  Gleichungeo  er- 
hält  man: 

a?o'— a?i'  =roo-co8<)Po— ra,.co8(fl?oi  +  g>o)» 

V — «»' =  »•oo*  C08  9o  — »•w  •  C08  («^  +  9o) » 

V— «8'=»'oo-co89o  — i'oB-cosCfl^^, +  9o)» 

yo'  -yi'  =  »'oo«n9V)— »•oi  -»inCooi  +  g>o)» 

yo'— y»'  =  »"oo»>n9>o— »"as-Ä^nCöoB  +  ^^o); 
also: 

(V  —  «lO  sin  (fl^oi  +  9>ü)  — (yo'  ~yi')co8(fl^)i  +  9>o)  =^oo-  «««^i  * 

(V  -  a:.')  sin  (oo,  +  y«)  —  (y©'  — y«')  sin  (ooa  +  9)0)  =  »^oo  •  «i»  «01» 

(V  —  OTs')  »in  («oi  +  9>o)  —  (yo'  — ys')  ««n  («ds  +  9>o)  =  »'oo-  »in^^o« ; 

und  folglich»  wenn  der  Kfirze  wegen 

Aoi  =(^o'-^i08inflk)i  — (yo'-yiOcosfl^oi, 
2)  .    .    i -^  =  (^0'— ^t')»in«o«— (yo'— yiOco«floi> 
A»  =  (V  -*8')«in«oi— (yo'  -y^Ocosoo, 
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and 

geaetit  wird: 

^01  -f  ^01  fang  96  __  etncbi 


woraus  sogleich : 


4>t  +  ^oatanggv>_sinfl^^, 
^o8  +  J*o»tang9>o      e^noos' 


taogyo=-l^'!""^'">^!°^ 

folgt 

Also  fallt  man  die  Gleicfaang: 

{Aqi  sinooa— ifo^sln  o^iXfio^sio  o^  —  Bf^  sio  o^ 

woraus  nacfa  gshSriger  Bntwickelung,  wenn  man  zugleich  durch 
siofl^  dividirt,  folgt: 

5) +(4»Äa«-i<oifitt)»in«oi  [=0. 

Nacfa  leichter  Entwickeinng  findet  man   aber,    wenn  der  Kürze 
wegen : 

IM^  =  (V-«^0(V-«iO+(yo'-ysO(sro'-y80, 
j,,  =CV-ar,0(^o'-'iO+(yo'-ysO(yo'-yiO. 
ü,,  =  (.V-a:iO(*o'-^s'+(yo'~yiO(yo'-3ftO 

und 

7)     I  »ii  =  (oso'- V)(»o'-yi') -(«o -*iO(ye--»80. 
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gesetxt  wird: 

^w^«  — -^*ot  =5=  ^Mn(«^--«^)+»«8CO8(a^---i<0,), 
Ai^Boi^Aoi  fio8  =  ^i  «n  Ks  —«öl)  +  ^81  CO«  («^  —  «öl), 
^Äot— ^01*01  =  ii««n(«6i— «ö«)  +  )5iica«(flk)i  -<W; 

folglich  nach  5): 

8) 
I^»in(fl?ot-'««t)  +  »tica8(o^--a^)|»ioiiioi  J 
+  {^i»>ö(«oi— «^)  +  J5biC08(i«o,— fi?g,)J«iiitoo,  >=0. 
+  l<it«n(«ai— %t)+J5i»co«(ii^-.a^J»iiiOo»  ' 

Nun  ist: 

2Bi]ifl^i6iD(ci^— fl^)  =  co8(fl?oi—«o«  +  «^)— cos  (fl^M  +a^  —  i^), 
28in«^sin(aoa— ooi)  =  co8(fl?oi  +«o8— «<»)  — co8(— fl^>i+a^+i«o,), 
2Bin«^8iii(^oi  -fi^  =  co8(— «oi+aot  +  ^oe)— co»Ki— «0«+«^); 

also: 

sio  OoiSin  (fl^--' o^ -I- sin  o^  sin  (oqs — c^i  Hsin  0^3  sin  (fl^i  — c^ 

ond,  was  wir  hier  Ohrigens  bloss  beiläufig  be^iorkea: 

asinu^  cos (0^—0^)  =  sin K,  +a^—fi^)  f  sfn(<ii^  — o^-f  o^), 

26ioo^co8(ob8--«oi)  =  «>n(-«oi -f«08  +  «6s)-f  «id(«oi  4^«M--«Ö8)> 
28ino;MCOs(iiöi--«b8) '=8>o(«k>i--«ba4^«o8)4-«n(--ck>i -f  «08  + 

also: 

8ino^tcos(o^  —  fl^)-fsioobscos(ao3---ttoi)  +  8infl^cos(aoi  —  «öa) 
=  8in(—  «^  4  «08  4^  «Qs)  +  »io  («Ol  —  «08  +  ««)  +  «»  («6i  +«öa— «öi)- 

Folglidi  ist  nach  4ei^  ersten  dieser  beiden  Relationen  offenbar: 
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4»  sin  fl^i  81D  («ot -~  <^a) 
+  ^i«ln«o«8*>n(«V»  — «Ol) 
+  Äii«»niVt8in{a6i— «bi) 

+  («oW  +  yo'y»  )fiinadi8>n («os  -  «oi) 
+  ( V^s' + .Vo'ys')  «»n  «o«  «>n  («61  —  «da) 
+  (^«  ^s'  +y»'y8')fi>n  «61  »in  («Ol—  «os) 
+  (a:a'a?i'  +  y8'yi')fitiiftoi8in(aoB  — c^i) 
+  (^iW+yi'y»  )«n«o8  8in(o?oi  -^«0«) 

+  (a:o'ar,'+yoV+^i'^»'+yi'ya08«n«o8  »in  («^1  ^«oi) » 
und  feroer  ist»  wie  man  leicht  übersieht: 

Uu  sin  fl^i  cos  (c^  —  oi;ot) 

+  »81  s»n  ««cos  (of<» — «Ol )      . 

•f  S]98ino^cos(ooi  —oot) 

= — (Vyi'— yo'^i')  l«'"  **os  cos  («^  -  flk)i)  —  «in«^  cos  («01  -  «oä)  l 

— (Vy«'— yo'^»0 1  »»n  «08  cos  («Ol  —  «d») -- e»n  «^i  cos  (fl^os -- «^)  l 

—  (^oV— yo'^80J«»n«oi  cos{aoi— «08)  —  «inaoaCOsKooi  -  fl^oi)  t 

+  («•  ya' — S^*  ^»')  •'"  '^t  ®®®  ^*^  "  ^^ 
+  («i'yi'— »»'*i')  «n  «o«cos  (oös— «Ol) 
+  (ari'y«'— yk'^a08"tt«öscos(inoi  — «ut) 

=— (a?o'yi'— yo'^iOcosooi  «n(«os— «08) 

— (^o'y8' — yo'^80  cos  «0,  sin  («Ol  —  «6») 
+  (a?a'y»'  -y»'a:,08in«oi  cos(ao»— «^) 
+  (^s'yi'— y8'^iO  «in  «öico«  («^ — o?oi) 
+  («i'yi'  -yi'ÄtOwÄÄdsCosCcioi  —«öl)- 
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lai 


Ffilirt  man  mm  dieie  Aiisdricke  in  die  obige  GleichvOg  8) 
eiD,  00  erhält  man  <Ke  folgende  Gleicbong  swiecheo  den  Ceeidi- 
Daten  der  Pookte  4>S  Ax\  A^',  A^'t 

(9) 
(^o'a?i'  +  yo'yi'  +  ^%^%  +y«'y808"naöi «111(00«— «os)   ^ 

1 

+  (V*»'  +  JfoW  +  ^s'^i'+ys  Vi')  810  «o««>n  («08— «Ol) 

+  (aro'^»'  +  Sfo'ys'  +  ^1  W+.yi'y«0«»n  o^  sin  («oi  -  «5«) 

— (a?o'yi'  -yo'*i')cos«oi  «in{c?|»— oos) 

-  («oV —yo^'i) cos «oiSio  («0»  -  «Ol)  >  =  0. 

— («o'y»'— yo'^s')  cos  «08  «>n  («Ol  — «6«) 

+  («•'y»'— yÄ'^808"n«öi  co8(ao«— «0») 

+  (^8'yi'-"y»'*i')8»nao2co«(ao8— «61) 

+  (^i'y«'— yi'^aOsinaoB  co8(aoi  — «<») 

80  wie  man  diese  Gleichung  aus  der  ersten  der  vier  Grup- 
pen Ton  Gleichungen  in  ])  abgeleitet  hat.  kann  man  ans  jeder 
der  drei  übrigen  dieser  vier  Gruppen  eine  ganz  ähnliche  Gleichung 
vne  ^ie  vorstehende  ableiten;  und  man  erhält  diese  drei  neuen 
Gleiehaagen  aus  der  vorstehenden  sehr  leicht,  «renn  roan  in  die- 
ser letzteren  ffir 


nach  und  nach  respective 


«61  >  ^*om9  «0« 
«II  >  «la»  «18? 

«M>   ««•»   «28  f 
«81»   «82»    «88 

Hetzt,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  1)  unmittelbar  erglebt.  Na- 
türlich lassen  sich  auf  dieselbe  Weise  aus  2),  3),  4)  leicht  Aus- 
drficke  ftir 

1ang9>i,  tang92>  tangy, 

ableiten,  welche  wir,  eben  so  wie  die  in  Rede  stehenden  Glei- 
cbuogen,  hier  der  Kurze  wegen  nicht  besonders  mlttheilen  wollen, 
^eil  die  Ableitung  vlu»  den  vorher  gefundenen  Gleichungen  and 
Formeln  in  der  That  nicht  der  mindesten  Schwierigkeit  unterliegt« 

Zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  ^%  J|%  A^\  A^  ha- 
^0  wir  iian  aber  auf  diese  Weise  vier  Gleichungen  gefiiedeii,  was 
nun  des  Folgenden  wegen  wohl  zu  beachten  hat. 
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Um  die  Gleichung  9),  und  natürlich  eben  eo  a«ch  die  drei 
anderen  ihr  ähnlichen»  za  Tereinfachen,  wollen  wir, 'was  offenbar 
▼erstattet  ist,  den  Punkt  Aq  als  Anfang  der  Coordinaten  aD- 
nehmen,  also 

setsen,  wodurch  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gestalt  erhält : 

10) 

(a^a'^Tj' +yft'y8')  »""  «Ol  »>n  («da— «bs) 

+  (ar,'a:a'+yi'y«08«nao88in(«oi  -aö»)     ^ 
+  (««'y»'— .Va'^Osin  «oi  cos(«o«-«o8) 
+  (^s'yi'— y8'^i')8>nffo2CO»(«o8-«oi) 
+  (^1 V— yi'^«')8ina68Cos(a6i  -«öä) 

Eine  weitere  Vereinfachung  dieser  Gleichung  wird  aber  er- 
zielt, wenn  man,  was  offenbar  ebenfalls  verstattet  ist,  die  Aze  der 
X  durch  den  Punkt  Ai    legt,  also 

y.'=o 

setzt,  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  in   die  folgende  über- 
geht: 

11) 

(«Ä^i'  +  yM) «*n «Ol ««n («OÄ - «0»)  * 
-f  a:,'a:i'sin  oToasin  (o^s — fi^i) 
+  Xx  *x^  sin  «08  sin  (ooi  —  «oa) 
+  (x%V^'-^%x^)  ««n  «oi  cos  («^— c^os) 
— ya'^i'«"  «0«  cos  («08  —  «Ol) 
+  ari'^ft'sin «v»  cos («oi  -  fl^») 

Aber  auch  diese  Gleichung  ist  noch  einer  bemerkenswertfaen 
Umformung  fähig.    Setzt  man  nämlich: 

M) ^«'  =  ar,'+tta',  yi'  =  r,' 

und  bemerkt,  dass,  wie  leicht  erhellet: 

sin oöi  sin  (o^^  o^) -f  sin  o^sin  («08 -- ooi)  = -- sin  «OS  sin (a^*-N^ 

sin  fl^)i  cos  (o^—  «ob) — iln  c^  cos  (a^ — ct^j)  =      cos  o^»  sin  («o,  — «^ 


=  0. 
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ist;  60  erhält«  man  mittelst  einfacher  Rechoang  die  folgeode  Glei- 
ehnng: 

13) 

+  Xi'V^'BlU  OoB  CO«  (ttoi  — fi^oa) 

+  ^i'ys'  CO«  a^  «in  (oöi  —  «o«)  ^  =  0. 

+  («s'^s'  +  t^i'yi')  ««n  «Ol  «*>n  («0»  -  ««w) 

+  («a'ys'— V^sO^ino^oi  co8(ao«  -  ««) 

Dividirt  man  aber  die«e  Gleichung  durch  ^i'xi'*)»  «o  erhätt 
maa  die  folgende  Gleichung: 

14) 
0  +  ^# — ^*)  «'«  ««  Sin  («Öl  —  «0«) 

+  ^/CO«ab8  8in(«o,— ofy,)  >  =  0, 

welche  in  dieser  Form  nur  die  vier  unbekannten  GrOssen 

«t'        «*'.     ^'      i^' 
ari"     arg'*     otj''     arj/ 

enthllt. 

Setst  man  aber  in  dieser  Gleichung  ffir 

«Ol»  «oaA«o8 
beaiehungsweise  und  nach  und  nach: 


*)  Wir  nehmen  an,   du»  Xi*   nicht   Terschwindet,  also   die  beiden 
pQskte  Af^'  mid  i4/  nicht  zasamroenfallen. 
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«11?    ^^9    «18  5 
«81  >  «W*   «88  5 

60  erhält  man  drei  neue  Gleichangeo,  welche  mit  der  Torstehen- 
den  Gleichuog  za^ammen  ein  Syetem  voii  vier  Gleichungen  zwi- 
schen den  unbekannten  GrOssen: 

a?!**      OTi"         Xx'*       Xi' 

bilden,  die  sich  also  mittelst  dieser  vier  Gleichungen  bestimmen, 
lassep. 

Setzen  wir  der  KOrze  wegen: 
15)...  17=^..    F=J,i     X=.%,    F=^; 

•T]  Xi  X\  Xi 

SO  nimmt  die  Gleichung  14)  die  folgende  Gestalt  an: 

W) 

(1  +  V—  X)  sin  ooB  sin  (ooi  —«02) 

+  Fsin  a^^  cos  («öi  — «o») 

-f  Fcosoo8«>o(«^  —«0«)  )  =0- 

+  (t7jr+  FF)  sin  061  sin  («a.-«ö8) 

+  (ÜF-  FA')sini^,  cos(«i»— a^,) 

Aus   dieser  Gleichung  folgt  durch   Division  mit   F  die  Glei- 
chung: 

17) 

\^V-X  .        ...  .    \ 

y 8in«o8  8in(aoi  — «Ol)    \ 

T 

+  p  cos  ao8  sin  («01  —  «0») 

^VX±VT  .  .  ,       *       V 

+ p sin  «Ol  cos  («02  —  «08) 

und  bildet  man   nun  auf  die  aus   dem  Obigen  bekannte   Weise 


:  -  sin  «08  cos  (u^oi  — «w) ; 
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noch  liie  drei  aodereo,  dieser  analogen  Gleicbungen ,  90  hat  man 
zwischen  den  vier  unbekannten  Grossen 

l^^V^X      Y      ÜX+FT      VY^VX 
p—   '     V'  r       '  V 

vier  hneare  Gleichungen,  mittelst  ivelcher. sich  diese  vier  unbe- 
kaouten  Grossen  ohne  Schwierigkeit  bestimmen  lassen.  Setzen 
wir  nun,  dass  man  auf  diese  Art  gefunden  habe: 


18) 

i+ü-jr          r    ^     DX+rr 

y            — «»        y—O,                 y           =C. 

0¥-FX      _. 
y        =rf 

oder: 

1») 

\VV-X.=  aV,    T=bV,    ÜJr+ Fr=cF, 

OY-rx=dri 

so  ergehen  "sich    aus   den    drei    letzten   Gleichungen  die  beiden 
Glelchnngen : 

Verbindet  man  aber  die  beiden  Gleichungen 

l7-jr  =  «F-l,     bü-Xz=^d 

mit  einander,  so  erhält  man: 

(l-6)t7=5aF— 1-rf,    (l-6)i:=6(aF— l)-rf,- 

also: 

(l-6)«l7A=(l+d-aF)(6  +  d— a6F), 

and  folglich,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung 

üX+bV^z=cV 

einführt : 

(I  +  d-aFX6  +  rf—a6F) +6(1 -.*)«Fa=c(l--«)*F, 

woraus  man  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  von  F 
die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades  erhält: 

20) 

6{fl«+(l-6)«)F«-|c(l— 6)«+a(26  +  (l+6)€0iF+(l+d)(Ä+rf)  =  0. 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichung  F  bestimmt,  so   ergeben  sieh 
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ü,  X,   Y  mittelst   der    folgenden,   aus  dem  Obigen   bekaDnteo 
Gleicbungeo : 

21) 

(l-6)ü=aF-l-rf,    (l-6)jr=6(«F-l)— €/,     F=6F. 

DIvidirt  man  die  Gleichung  16)  durch  F,  so  wird  dieselbe: 

22) 

l+ü-X  . 

y sm  «08  »*n  («Ol  —  «0») 

F 

+  ^  sin  «08  cos  («Ol  — «ot) 

Y sm  «Ol  sin  («0» — «os) 

UY yx 

und  bildet  man  nun  auf  bekannte  Weise  die  drei  anderen  analo- 
gen Gleichungen,  so  hat  man  wiederum  vier  lineare  Gleichungen 
zwischen  den  unbekannten  Grossen     ' 

\±Vj^X      V       VX^VY      UY^VX 
Y        *     Y^  F       '  F        • 

aus  denen  sich  diese  unbekanntetf  Grossen  bestimmen  lassen, 
wodurch  man: 

23) 

1  +  Ü--X            V      .      ÜX+VY           ÜY^VX      ^ 
Y =^fl>    "p  =  ö»  Y ^^^> V :=» 

oder 

24) 

l  +  U'-X^aY,     V=bY,     pi:+FF=cF,     VY^VX^dY 

erhalten  mag.  Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  ergeben  sieh 
die  Gleichungen:  t7^+6F«=cF,  (7— 6X=rf.  Verbindet  man 
aber  die  beiden  Gleichungen  ?7— -T=ßF— 1,  t7— 6Jf=rf  mit 
einander,  so  erhält  man : 

-(l-6)Z=aF-l-d,    (1-6)17  =  6(l-.iiF)  +  rf, 
also: 

(l-6)«l7A  =  (l+rf-aF)(6+rf-a6F), 

und  folglich y  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  lJX-\-bY^^zeT 
einfahrt: 
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(l+:rf— aF)(6  +  rf— a6F)  +  6(l  — 6)*F«^c(l-6)«F, 

woraus   sich   nach   gehuriger  Entwicklung  zur  Bestimmung  von 
F  die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades  ergiebt: 

25) 

6to«  +  (l'-6)«|F2-{c(l-6)«  +  a(26  +  (l  +  6)«i)lF 


+  (l  +  d)(& 


Hat  man  mittelst  dieser  Gleichung  F  bestimmt,  so  ergeben 
sich  Xf  ü,  V  mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen  bekannten 
Gleichungen : 

26) 

(l-6)i:=l  +  d-aF,    (1— 6)t7=6(l-aF)  +  rf,     r=2ÖY. 

Jede  dieser  beiden  Auflosuns^en  kann  bei  der  Bestimmung  der 
?ier  unbekannten  Grössen  aus  den  vier  linearen  Gleichungen  auf 
das  Symbol  des  Unendlichen  fuhren,  was  bei  der  ersten  Auflö- 
sung jederzeit  der  Fall  sein  muss,  wenn  F=0,  Ot'=ü,  ^2'=:0 
ist,  wenn  also  die  drei  Punkte  A^,',  Ay' ,  A^  in  einer  Geraden 
liegen;  bei  der  zweiten  Auflösung,  wenn  F=0,  ^s'^O  ist,  wenn 
also  die  drei  Punkte  A^' y  Ai',  A^'  in  einer  Geraden  liegen. 
Träte  also  einer  der  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  ein,  so 
würde  man  dann  immer  die  andere  Auflösung  anzuwenden  haben. 
Träten  aber  die  beiderr  in  Rede  stehenden  Falle  zugleich  ein, 
was  jederzeit  geschehen  mfisste,  wenn  y^'^^^y  Vb'^^^  wäre,  wenn 
also  die  vier  Punkte  Af,',  Ai,  A^\  A^'  in  einer  Geraden  liegen, 
so  würde  keine  der  beiden  vorhergehenden  Auflösungen  brauch- 
bar sein. 

In  einem  solchen  Falle  wäre  aber  F=:0,  F=0,  und  die 
Gleichung  16)  würde  also  folgende  Gestalt  annehmen: 

27) 

(1  +  ü— ir)8in  «<os8in(ö6i  ~  «Ö2)  +  t/-X»iDa^i  8in(a^— oöb)  =  0 

oder 

28)   (ü— JL)slnao3sin(aoi— «0»)  +  t/Asinooi sin (00,-00») 
=  —  sin  o^  sin  (o^j  —  a^ ; 

and  bildete  man  hierzu  nur  noch  eine  zweite  analoge  Gleichung, 
so  würde  man  zwischen  den  unbekannten  Grossen  Ü  —  Ä  und 
ÜX  zwei  lineare  Gleichungen  haben,  aus  denen  sich 

29) V-X=a.     UX=zb 
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finden  lassen»  woraus  sieb  dann  anf  allgemein  bekannte  Weise 
feper  ü  and  X  selbst  durch  Auflösung  einer  Gleicbung  des 
zweiten  Grades  ergeben,  was  einer  weiteren  Erläuterung  bier 
natfirlicb  nicbt  bedarf. 

Hat  man  nun  17,  F»  X,  Y  gefunden^  so  erbilt  man  u^',  v^'i 
x^\  y^'  naeb  15)  mittelst  der  Forikieln: 

30).   .ti,'=Kr,',  «a'  =  ''j^i';    ^3'  =  ^V»ya'=Fj:i'; 

natflriicb  alle  diese  GrCssen  bloss  dorch  Xi  gewiesermassen  als 
Einbeit  aasgedrückt,  indem  sieb  selbstverftändlicb  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  gar  nicht  mehr  finden,  gar  nicbt  mehr 
teisten  lässt,  da  wir  ja  angenommen  haben»  dass  blosse  Winkel- 
messungen gemacht  worden  seien;  nur  wenn  x^  noch  selbst  ge- 
roessen werden  wäre,  würden  sich  die  wirblichen  linearen  Werthe 
der  übrigen  Coordinaten  und  Entfernungen  bestimmen  lassen.  Ist 
dies  aber  nicht  der  Fall»  so  genügt  es,  in  allen  obigen  Formeln 
OTi' =  1  zu  setzen,  wo  dann  die  von  AJ  nach  Ai  hin  gehende 
Gerade  als  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  angenommen  wor- 
den ist. 

Hiernach  wird  nun  der  Winkel  ^^  mittelst  einer  der  beiden 
Formeln  4)  bestimmt,  und  r^o  ergiebt  sich  mittelst  einer  der  fol- 
genden» aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

31) 

(ar/— a?,')8>n(«oit+9'«)— fyuf-y20cos(«^,  +  9,)  =  roo-sinco,, 
(a:^'— a:/)  sin(aon  +  <Po)  —  (Sfo'— y.O  cos(a^,  +  9,.)  ^Too-smaoa- 
Pür  9o  liefern  die  Formeln  4)  freilich  immer  zwei  om  180® 
verschiedene  Werthe,  die  aber»  in  die  Gleichungen  31)  einge« 
führt,  für  r^^  offenbar  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
liefern;  und  da  nun  r„o  seiner  Natur  nach  positiv  ist»  so  kann 
nie  ein  Zweifel  bleiben»  wie  man  ^^  z«  nehmen  hat. 

Die  Entfernungen  r„|,  r^a,  t'ob  werden  mittelst  der  aus  dem 
Obigen  bekannten  Gleichungen: 

32) 

ar./— a:/  =  roo.co8  9)o— roi-cosCffoi+g^o)» 
«0'  — -a:,' =roi,- cos 9o  —  To, .  cos(ao«  +  <Po)» 
x^'--x^'  =  Fo,, . COS 9t,  — r,.8 .  cos  (a„ ,  +  g?,.) 
oder 
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!y«'— yi'=»W<«Sn^>--ro4.^io(«rt  -»-V»)*  « * 

gefonden;   und   Ae  Cooräinaten  Xf^^  y^  ernält   man   mittelst   der- 
folgendeD,  unmittelbar  ai^  f)  dllA  el>g^6eDd<»h  Pbfmettl: 

• .  «  - 

^o  =  ^1 '— roi . cos (ooi  +  ,g?p) ,  .  yo  =r ^i' — »;<» •  ß«« («oi  +  9>o) . 

Auf  g40«  Ül^iiliobe»  Aft  ßmdet  ima^^-^^»  wi^-man  jetzt  9>o;  ''oo* 
^01»  *'m>  ^08»  ^0»  yo  gcfaiiden  hat,  mittelst  nach  dem  Vorher* 
gebenden  leicht  aufzustellehder  Formeln  und  Gleichungen  die  Grdstfen 

i    5?!;?      IflO^ini»   fllh   ha»      ^l-?.Äi 

!  9%r  *'ao»Ttt4Taa»  **m;  .  «^ai  ^V»; 

Natfirlich  läaii  die  jtItotiaU  foUatSadig.getö^  jbo  ^«riMditonde 
Au%al^  ini  Allg^uiem^n  .awei  Aufl9wii^90  ^a^u,  ^lyeil  ^s^ie  auf  ein^ 
Gleichi]j(ig  de^  zweiten  Grades  fdnrt.   .     ,  ,       , 

E»«  giel^i.  DOcht  ein^  Klasse,  bf^mefkenswertber  Relationep 
xwischen  den  Entfernungen  roo>  Voi ,  t^^»  Tot»  ^>®  wir  jetzt  noch 
entwickeln  wollen,  ^oMi  ä«  sieb  voi^  »erbst  rerUleliti 'dttas'gariik 
ÜMicMKMtmiiM  «tok  «m^i^llei»  i0»>  KDt(«iM99^i     "i^        . 

no*  '';i»  ''ii»  ^i»5  '  Tio»  ^«i»  »■»«»  *^i8^>  *^80»^i»  *b«»  ^«»       * 
würden  aufstellen  lassen. 

Aus  den  Glei^hungäh  )f)  efHilf  tfi^n' ta^Irdi^^Tölt^bdeW  «Mt^ 

.  a?| — :ro  =  »"^ .  cos  9>o  ~  »"lo  •  cos  <jO| 

'  =  roi  .cos(aöi  +  g'o)— rii -irdsCan  ^Jft)     *      • 

-'.    .      .       i     •    '.    P'-08.CÖs(0^,^;99;[-li,3;<Jö^|f<3  +  i>l)/        ' 

=  roi.8in(«oi+9o)— ni«i»(«ii+9^')   -  '      *  -' 

8** 
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130     Grunerl:   Gemti^iriscke  Aufpabefi,  weieke  mur  Anwendung 
=5=  roi  ►  cojB  («^  +  9o)  T- r^ .  co»(«M  +  9^ 

=  roB .cos  («08  +  9o)  —  »"M •  cos («M  +  9l)  » 

^a  — ,yo  r=rw  «•"  9^0  —  »"«0  •  8«o  9» 

=  Toi  .  sin  («oi  +  <Po)  —  »"ti  • »»»  («ai  +  9^) 
=  ro2.sin(aoÄ  +  9>o)  —  r«a.sin(oj,  +  9,) 
= Tos .  Äii^  («ot  +  9o)  —  r«t .  •in(a«  +  y^; 

^3  —  '3Fo='*00'C08  9>o^*~*'80*C08<P8  \ 

=  roi .  COS  (ofoi  +  g>o)  -  Tai .  cos  (ffjg  +  9)5) 
=  ro4.cos(ao4  +  ^0)  —  U%.cosia^^  +  q>t) 
=  ros  • ««« (%B  +  9>o>-^  »•$»  •  cos  (cfM  +  9^) » 

^3 -;/o  =  roo.s«n9ii— »'3o-8»nV8 

=  »•01.  sin  Kl  +  g>o)— »•8i-sin(a5i  +  g),) 
=  roi.ljin  («^  +  g)o)  --  f sa  •  *""  («sa  +  9») 
a:  Tot  .8111  («03  +  9^0)  —  rs8 .  sin  (0^8  +  9^) ; 
und  hieraas  ergiebf  sich  weiter  i 
(«l-aro)»ia^<)P,  -  (yt— »b)co«g7i  =roo»inM  —  Vo)» 
C*i-Xo)8iD(aii+g>i)-(yi-yo)co8(a,i+<pi)=roi.sint(Ä,i-abi)+(9i 
(^i-a:o)8in(«,a+9i)-(yi-yo)cos(a,t+9,)==rot.«'int(a,t-OK9i-9'o)^^ 

tea-^o)«"n9art-(ya— 3fo)«o«9a  =  %if  »iaC^Pa— 9>o)i 
(^a-^o)««n(<%i*4^a)'*<W-yo)ooKaM+g»^ara|.«Uit(4i%i-^ 

(ara-aro)8«o(«as +ipii)-(ya-yo)co8(«M+ 9?,)=ro8.8in|(^^ 

(ar»-Äro)««n.?a  —  (ya  — afp)  cos  y^.  =!»•(»  •  »w  (9^  ^  9>o)  f 
(*8-^o)8in(a8i+9B)-(y«-yo)co8(a8i+98)=roi.8iDKa8i-a^i)+(Vi-g^l, 
(ar8-a?o)siD(«8a+9^)-(yB-yo)co8(c%,+98)==r(«,sin|(«8a-«^) 
(a?8-^o)8"n(<'38+V8)-(ya7yo)cos(a88+98)=roj.^!D|(a88-a^^ 

Fasserr  wit^  ppn  jji^  ei;ste  dieser  drf^i  Gruppen  in*s  Auge,  and 
eliniiniren  auf  be|caonte  Weise  aus  der  Isten,  2ten,^  3ten  ond 
Isten,  3ten,  4ten  Gleichung  in  dieser  Gruppe  die  beiden  6r8s- 
sen  Xi—Xq  und  yi— yo>  eo  ecbaUep;  fv>ir  die  beiden  folgenden 
Gleichungen:    ; 

roo.«in(«ii-«fia>W*i'*-*9^4i^f'«i»«»ia»i«K«»ii^^  J  _^ 

-^oi^«o*ii»*öW«ia^-^ß^+(9i--9>o)M 
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röo.8in(a,,-«i,)8iD(9,-9o)+»*o»-a««i»s«n{(«i«-«^+(9>i--9o)}  |  _q. 

.   -roB.8in«ia8in|(«it-r«oB)+(<Pi-9>o)l» 
oder: 


lroo.8iD(ai,  — iif,a)  +  roi.8inaiaC08(flfn— «öl) 

•— rü2.8iDa|,  C08(a,t  — tto2)l8in((pi  — 

+{roi.8ln«ia8io(a,V-aoi)-ro«.8iD«i,sin(a,2-ao£))co8l 

{roo.sin  («1, — «13)  +  Tot  .sin  a,3  cos  («42  —  «0«) 

—  ro3 .  sin  «u  cos  («ib  —  «63) ) «"«»  (9>i 
4-tro2.8in«i38'in(«is-«os)~i'ot*s'>n«4i^'>°K8'-<^))cos 


9>i  -  9>o)  >=0, 

Pi  — a>o)  /=ü; 
(<Pi-9>o)  ) 


woraus  sich  daA:h  Division  die  folgende  Gleichung  ergiebt: 

foo.6in(g„— «i2)+ro|.sing|2COs(«„— «Ol)— roa.sin«„pos(«ia-«ott) 
roo-  sin  («i*— «j  3)  +  »•<«. »««  «u  «<>«  («i«— «oa)  —  »"of  •  sin«!  tCos(a,3— «0») 

_  roi.8ing,flSin(a„— atQt)— ro2.sln«nsin(«|2"r«<^) 
ros  •  sin  «|3siii(o^2-^  «09)  —  r<)3  •SU' <^l»^in  (<^ie -^  ^  * 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  aber  durch  ^Multiplieation, 
wenn  man  aufhebt,  was  sich  aufheben  iSsst,  die  Gleichung: 


0=     roAro|Sintf|a8ih(«,i  — «oi)s»n(«i2~<»i3) 

I  ...      .   -,      V      *     ^ 


=     W( 


+  »•oi)»'oi  «Jn  «ia«^n  (%» — «ob)  ««n  («ii  — «li)   '  * 
+  Toiroasin  «i^sin  «,3  sin  («i,  —  aoi)cos  («i*—  «o«) 
— ''oi»*o««»D  «i^sin  «13  cos  («11  —  «61)  sin  («ja — «<») 
+  »"oi^oa  Äin«ia8m«i2sin  («13  —  «03)  cos  («h  —  «^i) 
-r  roiro3  sin  «it  sin  «12  cos  («i,  —  «03)  sin  («11  —  «01) 
.,  +>oa«'oÄ«»n,aia8»n'«fn8|p(ai»---«oa)co8(tt^^^ 
.    — »-wiroaSwigiasinaiiCOflCaja— «oa)*«n(«ia-^«o3)» 
also»  weil,    wijp  man  Leicht  findet: 
sinan  «•«  («l«*^«i8)  +  «'^»«i's  «"»  («li  -^  ^i^i«)  =»***8in  «^^  isin  («13  — «n) 

ist,  wenh  man  nach'  EftMhrung  dieser  GrSsse'^dlift  Gleichung  durch 
810  «12  dlvidirt: 
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+  roo»'aasin(a,t— ao«)«"n(«is— «n) 

+  »'oo»-o8  8»n  («18  —  «m)  8»n  («11  —  «!«)  V         A 

\  .1.1  >        :»^l»     U* 

; ,     ;      ,  +  »•oi»"o«8«n  «u  8in  (ofi;  —  «14  +  «o«— ioi)  " 

>         +  roirosSina,2  8ln(aij  — «i,  +«04— «ob) 

+  ''0«»'08  »'"  «11  ^i"  («12  -  «18  +  »<Ü8  —  «üä)    ' 

und  setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  «01  >  «ot>  «08 >  «11  >  «is»  «is 
respeetiv'ö  «oii  äoft/oos»  «21*  «2a»  «^*  ""^  «bi  >  «02»  «08»  «81  >  «32»  «88? 
80  erhält  man  die  beiden  fol^nden  GteiclMiiigQn : 

»•oo»"©!  sin  («21  —  «Ol)  8«n  (et,,  —  a^)  » 

+  n)0»*028W(^-^«0«)«^(«2S-'«il)  •   j    " 

+  »'00**08  ßi«  («28  -*  «08)^'*>  («21  "^  ^22) 

+  rotrufc»iin%rth»"»(«2<  —  «•*  -Möt— *(n) 

+  foxTfA  «J»r  «to  ^«ft  («irf  —  a«i  +  «wr  -^  «oi) 

,+ r^r^  sin  a»i  sin  («^  —  o,,  +  o^»,  —  fl?o») 

und :  ... 

•         37)'  ^ 

rooToi  «in  (a,i  -  «öi)  »«n  («82^-  «ss) 

+  »•ooro2«'"n(«82— «02)«">(«88  — «8l) 

+  t*oo»*08»«n(«sa  — ao,)8ih(&8i— «82)  1  ..q 

+  fot'di  «n  «te  Ä*»(«»t  —  «*sl  +  «0»***  <%s> 
+  »'oi»*08.sin  a||ft  sin  («„ — «„,  +  <{qj  —  f^») 
+  »•o2»*08  »«n  u^i  sin  («s,  —  «88  +  «08  —  «6») 
Dividirt  man  diese  drei  Gleichangen  dorch  r^t^j  so  erhftlt 

man  zwischen  den  drei  Grössen   — ,    — »    —    drei  Gleichungen 

.    »  ^00     '00     Too 

von  der  Form  J '  -  .     •  ^ 

...     ..■.-...     .  .39)^  .  ..,.    . 

»"oo         '^oo         "oö  ^60   "00         ~(fo  '^oo         ^00   'eo 

«1-     +*i  — +Ci  — +«1—  •--  +«1  — •—  +/1—  •—  =0» 

'^OO  "00  "00  "00     ^00  "00    ^IX)  "00    MX) 

ait^t  welcl^m  «H^<dJ|i»i  4>ßi..ii».  R«4e  #it^i|fl^a  firSs^f»  ^0«* 
sen  bestimmen  lassen.  .   ^^  j,;^ 
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Note  Aber  die    Integration   der  linearen  Differential- 
gleichling 

(«•+My+(fli+M)y'+(«D+*o*)f=ft         (1) 

Von 

Herrn  Sim^n  Spii%er, 

Professor  «n  der  Handels  -  Akademie  in  Wien. 


Alle  Diferentialgleichangeo  dieser  Form  kdonen,  wie  immer 
auch  die coDstanten  Zahlen  a%,  b%\  Oi^  bi\  a^,  b^  besebaflen  sind, 
auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

m 

(«+*)sr +(ii+-B  -  («+ft(m+af)]y'+[--.l/^Ä«+«|J(«+«)]y  =0. 

Diese  DIferentialglelchnng  wollen  wir  nnn  hier  In  dem  Falle  in- 
tegriren,  wo  A  eine  ganxe  positive  Zahl  ist. 

Zn  dem  Zwecke  setsen  wir 

Dtdorch  erhalten  wir: 

(iii+«)2^  +  [J  +  Ä+(«-^)(m+a:)y+.l(«-ftz  =  0; 

sodann  mtegrlren  wir  diese  Gleichung  A  -  mal»  wir  kommen  durch 
dieaa  ra  der  Gleichnng: 

(m + a:)i(-^+«)  +  [Ä  +  (a  -  /J)(m + ;r)>(-^+») 

=  Ci  +  C,(m+;«)  +  C,(m+a:)«+..  .  +  Cj(«+«)-*-^ 
rhtii  XXXVIII.  9 
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134  Spit%er:    ffote  über  die  Integration  der  Unearen 

aus  welcher  folgt: 

e{ß-a)x 

wenn  ^f(x)  der  Kurze  halber  statt 

gesetzt  wird.  Ci,  C^,  C^f.-CA  bedeuten  willküh Hiebe  Cor- 
stauten.    Nun  ist  aber 

.  +(ni+«r)J'e(«-ft'[L2+i8(»a  +  «)  +  ---  +  M»+*)^-*]; 
folglich  erhält  man  für  «(-^+1)  folgenden  Werth: 

ß{ß'-a)x 
'  (m  +  o:)^''  "^  ' 

und  wird  diese  Gleichung '(-^"^  l)i^^t  differenzirt,  so  erhält  man: 

folglich  ist 

das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung; 
hiebei  bedeutet  Li  eine  willkührliche  Constante;  die  andere  will- 
kührliche  Constante  ist  verborgen  unter  dem  Integralzeichen»  wel- 
ches in  y  erscheint. 


Construction  derjenigen   linearen   Differentialglei- 
chung, der  genfigt  wird  durch 

d^     P^ 

0 

vorausgesetzt,  dass  iL  eine  ganze  positive  Zahl,  m  eine 
beliebige  Zahl  ist,  und  A  und  B  solche  positive  Zah- 
len bedeuten,  deren  Summe  gleich  l  ist. 

Es  ist  bekannt,   dass  diejenige  lineare  Differentialgleiehaog, 
der  genügt  wird  durch 
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=y  ^»>f«^-i(l  -«)«-irf«. 


z 
Tolgende  Gestalt  hat: 

und  setzt  man 

i4  +  A  =  },    s 


(3) 


80  erhält  man: 


l5^  +  (l~Ö5|-^*=o.  (4) 


Non  setsen  wir  in  (3)  und  (4) 
so  ist 


=y  ^e«»*'«^- Kl—«)*- *rftt 


z 
1) 


(8) 


das  Integral  der  Differentialgleichang: 


5^a»8^^£  +  9^«t4?i.  (6) 

Differensirt  man  nan  die  Gleichung  (6)  (A+l)mal,  so  erhftit  man 
die  Gleichong: 

ArH3  (7) 

=  *»**d^X|i+3«»(2*  +3^+2);rg^  +  SmOl  +  1)  (i  +  3^)  ^ . 
und  Ihr  genügt: 

dh        d^    /*» 

5^=SiÄ/    ^-«^-Hl-i*)*-*rf«;  (8) 

folglich  erhält  man, 

dh 

dx^^y 

setsend«  die  Differentialgleichnng: 
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^  =  3m«y+3m(2i+3ii+2)dy+3iii(i+l)(i+3J)y    (9) 
aDd  das  Integral  deraelbeD  ist: 

y  =  ^y^«-'»ii^-Hl -•!)'-»*••  (10) 

Der  Gleichung  (4)  genügt  auch 


=  V{  y*  ^«-^(1— 1»)-^^», 


""0 


folglich  erhält  man  für  die  Gleichang  (9)  aach  folgendes  partielle 
Integrals 


und  somit  ist: 


y^^J"^  f?^[CyU^-K'^--u)^'HCfflnt-H\-u)'^^ 


ein,  mit  zwei  willkfihrlichen  Constanten   Cj   und  Q  versehener, 
der  Gleichung  (9)  genfigender  Ausdruck. 
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¥1. 

Integration  der  linearen  Differentialgleichang 

woselbst  A^j  B^j  C^^  niy  A^  By  C  constante  Zahlen 
bezeichnen,  mittelst  bestimmter  Integrale. 

Von 

Herrn  Simon  Spiitery 

Professor  an  der  Handels -Akademie   in    Wien. 


Der  Gleichung  (1)  geoilgt  man  durch  Integrale  folgender  Form : 
y^jMM^)Vdu,  (2) 

woselbst  ip{x)  eine  solche  Function  von  x  bedeutet,  welche  au» 
der  Gleichung 

af;(")(ar)  =  a«^(ar)  (3) 

hervorgeht,  vroselbst  ferner  V  eine  au  bestimmende  Function  von 
u  ist,  und  wo  endlich  tt| ,  u^  constante  Zahlen  sind. 

Um  diess  darzuthnn,  snbstltnire  man  den  Ausdruck  (2)  in  die 
Gleichung  (1);  man  erhält  sodann: 

(4) 

/*'*[Jia:%^«tJ;(«+«)(t«a;)+  ßia:t«»<  «t>;("+i)(tta^)  +  Citt-^<»)(iM:)]  Vdu 
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138     SpU^er;    InUpraÜfH  der  iituaren  Diff€r€ntialgieickun§ : 
Nan  i«t  aber: 

^(»)(a:)=:««^a:), 
folglich  hat  man: 

^(H-«)  {x\ = ar«  i/;^(ar)  +  2mar«- V(^)  +  »»(« — l)a?«-*i|'(^)  ; 

und  setzt  man  in  die  drei  so  eben  anfgestellten  Gleichungen  ux 
statt  a?9  Bo  erhält  man: 

tf;(«)(iMf)      =  tl"rr"»i(;(t4ar) ,  .      , 

+  m(m  —  l)tt"»-*j:"»-»^i«r). 

Führt  man  diese  Werthe  von  i(;(*)(tta:),  *(»+i)(t«r)  und  ^(•+«)(ta:) 
in  die  Gleichung  (4)  ein^  se  erhSit  man»  beiderseits  gleich  durch 
;r"*  dividirend,  die  Gleichung: 

+  [jii(m  —  l)A^  +  mÄi  +  Ci]ii»+*V'(«) }  >^<i« 


tti 


welebe  folgendermaasisen  geordnet  werden  kann: 

(8) 
^«  /^"'  uHA  -  i^iii-+«)^(iu?)  FA«  ' 

«X 

+  a;  /^"'  «[Ä  —  (2mi<i  +  Bi)u"i^]i(;'(t«:)  Fdu 
+  /*"*  [C— (mMi  +  mBi—mAi  +  Ci)u"»+»]i(;(tta?)  Fd«  =?  0- 

Man  «rhillt  aber  bekannttieh  mittelst  der  Metbode  des  thellweisen 
Integrirens: 
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and  wendet  man  diess  auf  die  Gleichung  (5)  an,  so  erhält  man : 

Man  genilgt   nun   dieser  ,80   eben   aofgeschriebenen    Glelchimg» 
wenn  man  F  so  wählt»  aaf  dass 

(«) 

uHA—AiW^^)  F*  +  u[iA  -  fi+  (Äi  —2ni^i —4^1  )«-+•]  P 

+  [2^  -  fi  +  C  +  (nÄi  +  Äi— n«Ji  -  3n^i— 2i<i-C,)«"^]r=sO 

wird 9  und  die  Integrationsgrenzen  tc^,  ti^  so  besimmt,  auf  dass 
die  Gleichung 

(7) 

+  tt[Ä  -  'lA  +  (^1«  -  ^ii»  +  2A^  ~  fii)tt«+«]  ri/;(t«r)  }'^==  0 

stattfindet. 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Schreibweise: 

und  ist  daher  jederzeit  integrabel.  Wird  das  aus  (6)  gefundene 
V  in  die  Gleichung  (7)  eingeftihrt,  und  ergeben  sich  sodann  aus 
selber  für  u  zwei  solche  constante  Zahlen,  die,  als  Integrations* 
grenten  gesetzt,  das  Integral: 

y  =f''\{ux)Vdu  (2) 

weder  unbestimmt  noch  unendlich  machen,  so  hat  man  ein  tadel- 
loses Integral  der  Gleichung  (1)  gefunden. 
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Der  specielle  Fall»  wo 

ist»  Terdient  Beachtang.    BIed  kann  nämlich  alsdann  die  Gleicbang 
(1)  einfacher  darstellen.    Setst  man  nämlich 

so  erhält  man: 

welche  Gleichnng,  wie  man  sieht,  wirklich  einfacher  als  die  Glei- 
chung (1)  gebaut  ist 


Auch  der  specielle  Fall,  wo 

st,    gestattet   eine    einfachere   Behandinngsweise.     Setzt 
fiämlifrh 

so  kommt  man  auf  die  Gleichung 

Aizi»)  ^Aa^z, 
deren  Integration  uns  in  zahllosen  Fällen  gelungen  ist 
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¥11. 

Ueber  die  Dreiecke ^  welche  den  du-  und  ambeschrie- 
benen  Kreis  gemein  haben '^). 

Von 

Herrn  Djoctor  Oiio  B'öklen 
%VL  Sulz  a.  N«  im  Köoigreich  Wärtemberg. 


Bezeichnen  wir  die  Halbmesser  des  um-  and  des  einbescbrie- 
benen  Kreises  eines  Dreiecks  ABC  mit  R  vnd  r»  die  Winkel 
desselben  mit  A,  B  und  C,  und  dessen  Selten  mit  a«  6»  c»  so 
haben  wir  folgende  Formeln: 

1) 

ABC 
T  =5  4jBsin^sin'Ä  sin-ö  =  12(cosi4-|-cosJS-|-GosC— 1) 

ABC 
=  2Ä  (cos«  2  +  CO»  •  2  + ''"**  2  ~  ^) 

=  2Ä(l-«iii«^— •in«^-.«ta«^. 


2iSr=s 


2) 
abe 


1  -1- n^cosil-f  eo8A-|-cosC> 
jR-t-rssrnt-t-mk-hm^; 


*)  M.t.Thl.XX\Vll.  9.486:  „Zar  BeaAitong/ 
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wenn  wir  mit  m|,  m^,  m^  die  Entfernungeu  des  Mittelpunkts  des 
umbeschriebenen  Kreises  von  den  Seiten  bezeichnen.  Ferner  ist» 
wenn  der  Inhalt  des  Dreiecks  =^  gesetzt  wird, 

3) 


'a  +  b-\-c 


Sind  Tit  rg,  r^  die  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berflbruugs* 
kreise,  so  ist: 

Sind  A|,  A),  Ag  die  drei  Hohen  des  Dreiecks,  so  ist: 

Bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
mit  O,  denjenigen  des  inneren  Beruhrungskreises  mit  o.  und  die 
Hittelpunkte  der  drei  äusseren  ßeröhrungskreise  mit  G,  H^  E, 
so  haben  wir  ferner: 

OÄ«=B«  +  2Ärs, 

Oo«  =  Ä»— 2Är; 

6)  Oo^+  OG^^  OÄ«+  0*«  =  12Ä«; 

7)  Ao.Bo.Co=ziRr*; 

A 

oG  a=  4ftsin  -ö  * 

off  =  4/ifsin  .y  « 

'  oK  =  AR  Bin  ~i 

oG.oH.oK=UB^, 
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C 

6«s4«cos$. 

9)  /-  ^ 

J7£=:4Aco6^; 

Wir  baben  nun  folgenden  S^te: 

L  Beschreibt  mao  In  ein  Direleck  und  nm  dasselbe  einen 
Kreis,  so  giebt  es  noch  unendlich  viele  Dreiecke,  welche  dem 
ersten  Kjreis  eipbeschrieb^  und  dem  andern  n^ib^^cbsieben  sind. 
Bei  allen  diesen  Dreiecken  ^ind  konstant: 

a)  das  Produkt  der  Sinus  der  halben  Winkel; 

b)  die  Quadratsunime  der  Sinus  der  halben  Winkel; 

c)  die  Quadratsumrae  der  Cosinus  der > halben  Winkel; 

d)  die  äiumnie  der  Cosinns  der  gansen  Winkel »  nach  1); 

e)  das  VerbäUnlas  des  Produkts. der  SeilsB^  sum  Umfang,  2); 

f)  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Umfang»  3); 

g)  die  Summe  d^r  (littellothe,  2); 

h)  die  Summe  der  obern  Abschnitte  der  Hüben  (welche 
zwischen  dem  Hohendurchschnitt  und  den  Ecken  enthal- 
ten sind),  weil  diese  Abschnitte  doppelt  so  gross  als  die 
Hiittellotbe  sipd; 

i)  die  Summe  der  Halbmesser   der  äusseren   Berfihruugs- 
kreise,  4) ; 

k)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  dieser  Halbmesser,  4); 

I)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Höhen,  6); 
ni)  die  Quadratsamme  der   drei   vom   Hittelpunkt  des   um- 
schriebenen Kreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äussern 
Berfifarungskreise  irezo^enen  Linien,  6); 

n)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  innern  Be- 
rührungskreises nach  den  Ecken  gezogenen  Linien,  7); 

»)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  innern  Be- 
rahrungskreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äossem  Be- 
ruhrungskreise  gezogenen  Linien»  8); 

p)  fUe  QüAdiatsuaime  der  im  vorigen  Sata  genannten  Li- 
nien, 8); 
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q)  die   Quadratsnmne   der  die  Mittelpaokte  der    äaesereo 

Berflhrungskreise  verbiodeodeo  Linien »  9). 
r)  Der  Höbendarchsebnitt  der  Dreiecke    bewegt  sich  auf 

einem  Kreis,  dessen  Halbmesser  ^R—^  (Nonr.  Anna- 

les  de  Matb.  Terquem  et  G^rono). 
s)  Der  Scbwerpunkt  der  Dreiecke  bewegt  sieb  aof  einem 

Kreis,  dessen  Halbmesser  =K^ — ^)- 

Diess  folgt  ans  r),  well  der  HCbendarcbschnitt  eines 
Dreiecks,  sein  Schwerpunkt  und  der  Mittelpunkt  des 
umschriebenen  Kreises  auf  Einer  Geraden  liegen, 
welche  vom  Schwerpunkt  in  swel  Theile  getheilt 
wird  wie  1:2. 

t)  Bei  den  Dreiecken,  welche  die  Fusspnnkte  der  Hoben  ron 
den  im  Anfang  genannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  die  Summe  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

bb)  die  Summe  der  von  dem  Mittelpunkt  des  Innern 
Berfihrungskreises  nach  den  Mittelpunkten  der 
äusseren  Berflhrungskreise  gezogenen  Linien, 

ce)  der  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises. 

dd)  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  bewegt  sich  auf 
einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  =  \R — r. 

ee)  Der  Mittelpunkt  des    inneren    Berfihrungskreises 
bewegt  sich  auf  einem  Kreise,  dessen  Halbmes- 
ser =ri2--2r. 
ff)  Die  Mittelpunke  der  Süsseren  Berflhrungskreise 
bewegen  sich  auf  Einem  festen  Kreise. 

Um   diese    sechs   Sätze   zu  beweisen,  nehmen  wir  an,   im 

Dreiecke  ABC  seien  AD,  BE,  CF  die  drei  Hohen,  welche  sich 

D  E 

in    P  schneiden,   so    ist  Winkel   A^W—-^^  JB  =  90»— ~, 

F  D 

C=iK)°— -o*    cos^  =  siD-^- u.  s.  f.,  somit  folgt  aa)  aus  d).     Die 

in  bb)  genannten  Linien  sind  zugleich  die  oberen  Abschnitte  der 
Hoben   im  Dreiecke  ABC  (b).    Der  Halbmesser  des  um   DEF 

R 

beschriebenen  Kreises  Ist  gleich  -5,  und  sein  Mittelpunkt  liegt 

in  der  Mitte  der  Geraden  OP.  Hiemit  wäre  also  cc)  und  dd) 
erledigt.  Der  Mittelpunkt  des  in  ee)  genannten  Kreises  ist  P 
(siehe  r)).  Die  Mittelpunkte  der  hi  f)  genannten  Kreise  sind 
At  Bf  C 
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«)  Bei  d«ii  Dr^ieckeD^  welche  die  Mittelponkte  der  &uMeren 
BerahniogskreUe  von  dem  im  Anfang  die«ee  Satzes  ge- 
nanulen  Dreiecken  bilden,  iet  konstant: 

aa)  das  Produkt  der  Cosinas  der  Winkel«  a); 
bb)  die  Qoadratsumme  der  Cosinus  der  Winkel »  b); 
ee)  die  Qaadr^tsumme  der  Sinns  der  Winkel,  c); 
dd)  die  Snmme  der  Cosinas  der  doppelten  Winkel»  d). 

Wenn  aimliGh  GHK  ein  solches  Dreieck  ist,  so  haben  wir 

C=90^-|,  J5f=90«-~,  «=90^-^,  also  sin^=cosCu.s.t 

ee)  der  Halbmesser  und  die  Lage  des  ambeschriebe- 
nen  Kreises. 

Man  denke  sich  das  Dreieck  DEF  so  beweg- 
Jicb,   dass  sein  umbeschriebener  Kreis,  dessen 

R 

Halbmesser  s  -s  ond  dessen  Mittelpankt  in  der 

Mitte  von  OP  ist,  wie  auch  sein  einbeschrie- 
bener Kreis,  dessen  Centram  P  ist,  fest  bleiben, 
so  muss  auch  der  Punkt  O  oder  der  Mittel- 
punkt des  um  ABC  beschriebenen  Kreises  fest 
bleiben,  und  sein  Halbmesser  R  konstant  A, 
Bj  C  sind  alwr  die  Mittelpunkte  der  äusseren 
Berührungskreise  des  Dreiecks  DEF. 

fl)  Das  Produkt  der  obern  Abschnitte  der  Höhen,  aa); 
gg)  die  Quadratsamme  dieser  Abschnitte,  bb); 
hh)  das  Produkt  der  unteren  Abschnitte  der  Hdhen,  aa); 

ii)  das  Produkt  der  Mitteliothe,  C); 
kk)  die  Quadratsunune  der  Mitteliothe,  gg). 

Man  hat^  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen: 

AP^'iRcoBA,  BP=z2RcosB,  CP  =  2AcosC; 

DPss2RcosBcobC,  EP=2Rco8AcobC,  FPz=2ReasAeoBB. 

Hieraus  wird  man  sich  die  vorhergehenden  f&nf  Sätze  er- 
klären können,  wenn  man  wieder,  wie  bei  ee),  annimmt,  dass  bei 
dem  Dreieck  DEF  der  ein-  und  umbeschriebene  Kreis  kon- 
stant bleibt. 

II)  Der  H5hendarehschnltt  dieser  Dreieeke  ist  aabe* 
weglich». 
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mm)  Der.  Sebwerpunkt  ist  elietifalls  oiili«w«glidi. 
nn)  Die  Mitten  der  Seiten,  die  Fuisepunkte  der  Hohen 
und  die    Mitten  von  den  öb^en  Abeclinitten  der 
Höhen  bewegen  sieb  auf  Einem  festen  Kreis. 

Wtr  denken  uns  wieder,  dass  sieb  Dreieck  DEF  so  bewege, 
dass  sein  ein*  und  umbescbri ebener  Kreis  fest  bleibe,  so  sind 
die  Punkte  P  und  O  unbeweglich  nach  ee)^  P  ist|  aber  der  Uu. 
hendurebschnitt  von  ABC.  Der  Schwerpunkt  s  von  ABC  Hegt 
auf  der  Linie  JPOy  und  zwar  sa,  dass  Ps  ib=  20f  ist,  mithin  ist 
auch  $  fest.  Der  bei  nn)  genannte  Kreis  bat  sein  Centrum  io 
der  Mitte  von  OP  und  ist  der  umschriebene  Kreis  von  DEF, 
Endlich  sind,  wie  schon  bemerkt,  A,  B,  C  die  Mittelpunkte  der 
äusseren  Beruhrungskreise  des  Dreiecks .  DJSFl 

Hiernach  modificiren  sich  die  ^.Cebungsaufgaben  ffir  ScbGler 
Bd.  :^XXV1.  Nr.  XIV.  Seite  186",  welche  ich  hiermit  zurücknehme, 
da  sie  auf  der  Voraussetzung  beruhten,  dass  bei  den  fraglichen 
Dreiecken  der  Umfang  konstant  sei,  welche  Voraussetzung  sich 
als  ^unrichtig  erwiesen  bat. 


VIII* 

Zar  Theorie  des  Polarplanimeters. 

Voo 

. Herrn  Johann  Liehlein^ 

Afliistenten  der  mathemat.  Lehrkanxeln  am  Pol^rtechnikom  so  Praf?« 


Bei  dem  allgemeinen  Interesse,  welches  in  neuester  Zeit  die 
Einführung  der  Planimeter,  sowohl  des  auf  das  System  von  Pa- 
raflel  - Ceordhialen  gegrttndeten  vom  Ingenieur  Wetli,  als  aaeh 
desjenigen  von  Am s  1er,  welchem   das  Sjmtsttr  der  Polar »Coor- 
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dtnateo  zu  Grnode  iiegt,  alienthalben  gefnadeo»  ist  es  ffir  den 
praktischen  Unterricht  von  Wichtigiceit,  eine  Theorie  aufzustellen, 
welche  zum  Vortrage  an  höheren  Schulen  sich  eignen  dürfte. 
Namentlich  gilt  diess  von  dem  Amsic  raschen  Planimeter,  welches 
nach  den  bisher  aufgestellten  allerdings  richtigen  Theorien  doch 
eine  Menge  von  Hilfslinien  und  minutiösen  Constructionen  an  der 
Tafel  erfordert,  wodurch  bei  dem  Schüler  der  Grundgedanke  des 
Ganzen  häufig -verloren  geht.  Ich  erlaube  mir  nun,  im  Folgen- 
den zwei  neue  Ableitungen  der  Endformel  vorzulegen,  von  de- 
nen besonders  die  letztere  wegen,  ihrer  Einfachheit  dort,  wo 
die  Schfiler,  wie  an  unseren  polytechnischen  Schulen,  in  die  neuere 
Geometrie  eingeführt  sind,  zum  Vortrag  sich  eignen  dürfte. 

Verbindet  man  zwei  Gerade  Aa  und  PO  (Taf.  VII.  Flg.  1.) 
derart  mit  einander,  dass  Aa  um  PO  im  Punkte  O,  da9.g(ui;ie 
System^ aber  um  den  fixen  Punkt  P  drehbar  gedacht  wird;  so  ' 
ist  die  algebraische  Summe  der  von  A  in  jedem  Momente  nor- 
mal gegen  Aa  zurückgelegten  Wege  nnter  der  Voraussetzung, 
dass  der  zweite  Eckpunkt  a  eine  geschlossene  Figur  vollständig 
umfthrt,  blos  abhängig  von  den  Dimensionen  aO  =  m,  OP^^n, 
OA=zp  und  der  Flache  der  umfahrenen  Figur.  •—  Um  dies  dar- 
zuthun,  sei  P  der  Pol  eines  beüeblgen  Polarcoordinatensystems, 
bezeichne  man  mit  u  und  v  die  Coordinaten,  welche  sich  auf  die 
zu  umfahrende  Curve  beziehen,  mit  q  und  q)  die  Coordinaten, 
welche  der  von  A  beschriebenen  Corve  angehören,  mit  8  den 
Winkel,  welchen  die  in  A  an  die  Curve  AS  gezogene  Tangente 
TTi  mit  der  gegen  Aa  normalen  Gerjaden  MN  einschliesst,  end- 
lich mit  a  den  von  der  Tangente  TT^  mit  dem  Leitstrale  AP 
gebildeten  Winkel.  Der  Kürze  wegen  werde  überdies  j^PAa 
durch  l  und  ^PäA  dvßfch  y  bezeichnet.    Man  hat  znnftohst: 

d  =  a  +  90ö— ^ 
und 

^    1)  cosjszcosasinil — cosAsino. 

Ffir  den  Winkel  a  gilt  die  Gleichung 

l  dp 

ans  welcher  man 

C08g_SMia 1 

dg  "  p5^'~di' 
und  hieraus  •> 
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3)  «««=^    ™^   ^«"  =  äi 

ableitet,  wobei  de  das  von  A  beschriebene  Bogenelement  bedeo* 
tet.  Die  Gleichung  1)  liefert  nun  mit  Berücksichtigung  der  eben 
gefundenen  Werthe: 

4)  dccos  d  =s  rf^  sin  il — ^dfp  cos  h 
Im  Dreiecke  APa  Ist 

6)  psinXs:  tfsiny 

und 

6)  X  +  y  +  9)— e  =  180<>. 

Differentlirt  man  die  Gleichung  S)  und  berücksichtigt,  ^ass  ver- 
möge der  Gleichung  6) 

dk=^dv^dy — dg)t 

so  findet  man 

7) 
cf^sin  1—  ^cos  iU29  =  dyiQCOBl  -f  tieosy)  —  ^üeosi-f-dtf  siny. 
Es  ist  aber 

Qeoal  +  uco8Y=:m-{-p,    i^cosXrrm-fp^-t'cos/ 
und  mit  Zuhilfenahme  der  Gleichung  4): 
8)     rftf  cos  Ä=  (m+p^df —  (m+p)di>  +  tiilpcos  y  +  rftcsiny. 

Setzt  man  noch  für  cosy  den  aus  dem  Dreiecke  POa  resultireii' 

ifa^mS — 1|2 
den  Werth  5 ,  so  findet  man  als  gesuchten  Ausdruck: 

9) 
<£<rcosd  =  (m  +  p)rfy— 2;^j(m*  +  2mp  +  n«)+rfiislny +-  — ^. 

Bezeichnet  man  mit  F  die  gesuchte  Fläche  der  umfahrenen  Fi- 
gur, so  liefert  die  Integration  der  Gleichung  9)  entweder 

m  V  »*  /     m 

jenachdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Figur  angenon- 
men  wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
kann  man  die  Gleichung  9)  erhalten. 
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Man  betrachte  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  iwei  onmittelbar  aaf  eltiaD- 
der  folgende  Lagen  des  Syatems,  ziehe  die  Lelt&trablen  JPa  =  u 
und  Poi  =iu+du,  MJV  senicrecht  auf  Aa  and  PQ  paraUaloüfiV,  mti 
projicire  die  gebrochene  Linie  JBaJPoiA'  auf  MN.    Man  erhSit: 

A'B  =  Ba.eosW^+ap,eoa(W+y)+Pa'.coa  QPai^aiA[.co8BA'ai. 
Ueberelnatimmend  mit  der  früheren  Bezeichnung  ist: 

Heisst»  wie  früher,  y  der  Winicei  OaP,  so  wird  man  den  IfVio 
fcel  O'a'P  mit  y  +  dy  bezeichnen  mdssen.    Ferner  ist 

j^aPxi=:Vs 

daher 

jLaPa'^dv,  jLQPa' ^yOfi^y^dx>. 

^BA'a'  =  lSO^-(y  +  dy)--QPa'z=:90^-(dy''dv). 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  übergeht  nun  I)  in: 

2) 

cltf  COS  ^  =  —  tf  si  n  y  -|-  (u  +  du)  sin  (y  +  dv)  +(m  +  p)  sin  (dy  —  dt). 

Wenn  man  die  angezeigten  Operationen  verrichtet  und  die  un- 
endlich kleinen  Glieder  «weiter  Ordnung  Fc^rnathlSeaigt,  soer- 
h&lt  man: 

daeosi  =  udveosyi-du sin y  +  (m  +  p)(dy  ^dt) , 

welche  Gleichung  mit  der  Gleichung  8)  der  ersten  Ableitung  iden- 
tisch ist.    Setzt  man  also  aueh  hier  wieder  statt  cosy  den  Werth 

— -^ ,  so  erhXit  man  die  gesuchte  Gleichung  9): 

dceosi^ (m  +P)<^y— gm  ^'"' "*"  ^^^  "** "*^  "*"  m  ""2" ' 

Das  so  eben  theoretisch  begründete  Princip  liegt  dem  neue- 
stens  von  Starcke  in  Wien  koii$(ruirten  Planirncter  zu  Grunde; 
welches  übrigens  ganz  dasselbe  ist,  anf  welches  schon  vor  Starcke 
der  Schweizer  Herr  Amsler  ein  von  ihm  erfurdenes  Planime- 
ter  basirte,  und  in  der  Vierteljahrsschrift  der  naturfor- 
sehenden  Gesellschaft  in  Zürich  1856.  1.  Jahrg.  L  Heft 
aosf&hrlich  beschrieb. 

Anmerkung.    Aus  der  Gleichung 

Theil  XXXVni.  10 
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folgt  eigeatlleh: 


and  bieravs: 


cos «  __  rio  fif  ^     1  , 

di^  ""  ^i29  ~^  ±do' 


Für  die  in  Taf.  VlbFig.  1.  angenoinnieDe  Lage  ist  aber  von  dem 
doppelten  Zeichen  das  obere  zu  wählen.  Es  ist  übrigens  klar, 
dass  auch  fSr  jede  andere  Zeichencombination  die  Gleichung  9} 
resqltirt»  sobald  man  nur  den  Winkel  i  immer  in  demselben  läinne 
sählt 


IX. 

Das  Integral  fs  ^—al^dx  im  ZaMmmenhang  mit  ande- 
ren ähnlichen. 

Von 
Herrn  Fischer ^ 

Gymnasial- Oborlehrm'  in  Kempen. 


Anknüpfend  an  die  Bemerkung  des  Herrn  Heraosgebers  Über 
eine  einfache  Losung  des  Integrals  / Va* — ar*  Ar  pag.  363.  des 
Torigen^;  Heftes  (37.  Tbeil.  3.  Heft)  des  Archivs,  m5cbte  auch 
folgende  Lösung  dieses  Integrals,  welches  mir  mit  anderen  ähn- 
lichen bei  einer  Arbeit  fiber  die  Conchoide  häufig  vorkam,  nicht 


*)  Ick  latae  du«  Wort  „Totigen'*  «tehen,  um  evkenoen  zu  lassen, 
daat  der  Herr  Verf.  «einen  Auf«aU  unmittelbar  nach  meiner  Mitthei- 
lang  getchrieben  hat.  ^ 
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ohne  Intereflse  9eio»  indem'  sogieicb  milder  LOsang  dieses  Inte- 
gral« eine  einfache  L<Ssang  einer  Gruppe  anderer  sieb  ergibt. 
Es  Ut: 

/Vo«— ««dar 

NoD  ist,  wenn  man  w^x=:av  setzt: 

/dx  P       adv  dt  ^  .  x 

also : 


^'  /v^« 


<£a?=  a«.  aresin -• 
a 


Dm  nocb  das  zweite  Integral  zn  bestimmen,  setze  roan,  die  Form 
vermatbend : 


(2) 


/-^fe'^^  ^"^'■^^' + */ vfe- 


und  erhält  differenzirend : 

Ä*  Ax^dx  t — ^ ,        -^         dx 

\  a^^x^  \f  a^—x^  Va* — x^ 

oder 

Setzt   man    A^\y    B=z^-^^  so  wird  die  linke  Seite  der  Glel- 

drang  der  rechten  identisch;    es   wird   daher,  wenn  man  diese 
Wertbe  in  Gleicbang  (^  einsetzt: 

oder,  fiar  letzteres  Integral  den  f^efundenen  Wertfa  gesetzt: 

Aus  (1)  und  (3)  folgt  nun: 

10» 
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/  V'a*  —  x^dx  =  a^arcsio -5-arcsin-+ia?V^a*— ar*  . 

=  Ja^arc  sin  -  +  4« V^a*  —  ar*  • 

f.  zurjlckgefdhrt,  bo  wie  an  oben  genannter  Stelle 

diese  beiden  auf  / Vo* — x^ dx  gebracht  sind.    Aehnlich  wie  oben 

/.^■.       ,,  .Usst  sieb  nun  auch    /   ^^  ,     —  und  aberbaupt 


einfach  auf  losen. 


Es  sei 


.    <*)  /vÄ-'^+^-'^'^^+'/vfe' 


so  Ist  durch  Pifferensiation: 

a;*rfa: 


-  -Ar* — Aar«  ,     .  3  Ja«ar«-3  Jar*+Äa«— B.t«  .     .  ^      da? 

=-^^=p-*^  + v^3^^ ^^+^V=^^r«' 

oder 

ar*  =  --4ilr«+(3Ja«-2i?)a:«+^a*+  C. 

Setzt  man  hierin 

so  wird  die  linke  Seite  der   Gleichung  der  rechten  Identisch;  es 
Ist  daber^  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (4)  einsetst: 

y^^^^=-aa:»  +  J.Jo«a:)VSf::rx*  +  Ma*.arcsin|. 
Ebenso  findet  sich,  wenn  man 

setzt: 
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and  allgemein  die  bekannte  Formel: 

So  wie  aaf  vorstehende  iDtegralformeD,  iSset  sieb  auch'  obige 

— ^  ^       ^  aaweoden,  und  es  mOge  die 
AaflDsuDg  des  ersteren  Integrals  bier  nocb   einen  Platz  finden.  " 
Das  einfachste  Integral  dieser  Art  /  ^^^  ,  ,:.,    ergibt,  weiin  man 

V^a* — ap*  =  x  setzt,  wo  i2a;= ivirdi 

man: 


Ferner  setze  man 


und  erbftit  durch  Differenziren: 

oder 

a:»  =  -8ilar»+ (2  Ja«-Ä)a:. 
Dieser  Gleichung  wird  genfigt,  wenn 

ist;  man  erbftit  also: 
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Setzt  mao  ooch 


wo  dann  durch  Differenziren 

V  e?—x*  ~  .  V"^ir^ 

oder 

a:»  =  -  6Aa*  +  {AA<i*—W)a^  +  (2Äi*-  C)x 

wird,  1(0  mnas 

•ein,  and  es  ergibt  sieb  dann: 

8o  findet  sich  etnÜMsh  die  allgemelae,  «och  sonst  belcMinte  Fonn«i: 

a^ßvzn. 
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Scbreiben  de^  Uernf  Profi^ssor    and   Directör  Doc- 
tor  Strehlfce  in  Dajizig  «n  den  üeraosgab^r. 


Herr  Profetsor  omI  Dlrector  Strehlke  hat  mich  in  einem  sehr 
freondlidien  Schreiben  Tom  16.  Fel>ru«r  1862  daran  erinnert,  data  er 
lehoo  Im  Jahre  i82T  in  Cr  eilest  Journal  Thl.  IL  sich  mit  dem  dnrch 
drei  Panlcte  elnee  Kegelachnitta  gefegten  Kreise  beeekalligi  balrä,  mid 
Iwl  mir  darüber  folg«Bde  lehrrmeke  Mittbeilong  gemacht)  dfte  ich  aiieh 
feene  de«  J^cfirern  des  Archive  vorlegen  sn  kdnnen.  Bei  meimeni  AuiiatM 
über  denselben  Gegenstand  in  Thl.  XXXVII.  Nr.  X.  8. 256.  war  mir  vor- 
xigliGh  die  Bexiehiing  dieser  kleinen  Untersuchung  zu  der  Bestimmang 
des  Krümmungshalbmessers  der  Ellipse  interessant.  Ich  empfehle  den 
Lesern  die  folgenden  Bemerkungen  des  Herrn  Director  Strehlke  recht 
■ehr  znr  Beachtung.  6. 

Nennt  man  die  Coordinaten  des  Mittelpanktes  jenes  Kreiees 
p  imd*  f,  m^  p  Abaclese,  tf  Otdinatei  eo  Ist:       > 

1}  f9x  die  EWi^ßfip  ^^n  ^c^macoeß,  yz^isin^;' 

g  ^ -T — '  sin  — -5 —  8in s ■">  — k — » 

(o»— 6«)       («+«')       (6'+©')       («•+«) 

in  dem  Programme  des  Colinischen  Gymnasinms  in  Berlin 
vom  Jahre  183*^  habe  ich  für  den  Radius  des  genannten  Kreises 
folgenden  Ausdruck  gegeben: 


,x(a* 


(o'^in  i(d  +  e')*  +  b*ewHe  +  ff)*) 
an^ff  +  »')*  +  b*co9Uff  +  ff^*) 
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Mao  gelangt  zu  diesem  Aosdracke  für  r  auch  leicht  durch^eo- 
metrische  Betrachtungen. 

bt  in  einem  Halbkreise  (Taf.  VII.  Fig.  3.)»  dessen  Kadlns  =  a, 
NC  eia  conjugirter  Durchmesser  zu  CM,  der  Haihkreis  auf  eine  Ehene 
orthographisch  projicirt,  die  mit  der  Ebene  des  Halbkreises  einen 

Neigungswinkel  bildet,  dessen  Cosinus  =  -^  so  ist  die  Projection 

des  Halbkreises  auf  die  letzte .  Btbene  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
azen  a  und  b.  Die  auf  2a  senkrechten  MP  und  NP'  sind  asin^, 
aamO,  C/'sacoad,  CP' ;=:^iiBin^,  «penn  ^MCP^ß.  .b  der 
Projection  bleiben  C^iiod  CP  ungeändert,  aber  ilfP  wird  =6 sind 
und  NP'  s=6cosd:  Nun  seien  AD  =  2z  eine  Kreissehne  (deren 
Mitte  ß)  senkrecht  auf  CM,  a'  und  6'  die  Projectionen  von  CM 
-und  CN,  ^  von  2z,  so  hat  man  wegen  des  Parallelismus  von 
22'  und  6': 

ar:2i'=a:6',  2i'  =  ?^'. 
a 

Werden  zwei  andere  Sehnen  im  Kreise^  die  mit  2z  ein  Dreieck 
bilden,  durch  2t  und  2u,  die  Projectionen  durch  21",  2mS  die  ent* 
sprechenden  conjugirtea  Halbmesser  durch  h"  und  If  bezeichnet, 
so- hat  man  in  gleicher  Weise: 

2l'  =  2'*" 


2tt'  = 


a 


Da  der  Radius  r  des  durch  die  .drei  Punkte  jeid^SvSeiiiie.ndiiebcka 
gelegten  Kreises  bekanntlich  dem  Producte  der  drei  Sehnen« 
dividirt  durch  die  vierfoche  Fiftche  P  des  Dreieckis  gleichkommt, 
so  ist: 

2I.2^2tt.fe^fe^.6^ 

Da  P  =s-Fy  wenn  F  die  Fläche  Aes  Sehnendreiecks  imKreise, 

liberdiess-  Im  Kreise 

2i.2<.2i«  .  ^  b'.b''.b'' 

a  =  —jp—  >    80  wird    r=r  — ^j— 

Wenn  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  im  Umfange  der  Ellipse 
durch  aeos^,  6 sind;  acosd',  bfmff\  aeosV,  bsinff'  bezeich- 
net werden,  so  sind  die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  die  Seh- 
nen halbirenden  Halbmesser  im  Kreise  ätOBÜd+e'),  aBiüi($+&) 
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II.  s.  W.5  die  entoprechenden  Coordinaten  io  der  Ellipse  aco8K0+^)f 
60111^(0-1-^)  U.0.  ir.  und  deshalb: 

6'«  =a*aiDi(ö  +  Ö')*  +  6*coaKe  +  d')*, 

6-'«  =  a«8iD4(d'  +  d'0*  +  **coa4(ö'  +  r)*, 

A*«=a*siii4(d^  +  Ö)*+6«coa4{d'  +  «)*; 

woraus  die  Richtigkeit  dea  oben  gegebenen  Auadrucka  flir  r  er- 
hellet 

2)  Werden  im  Umfange  der  Hyperbel  die  Coordinaten  der 

drei  Punkte  durch    ^^.     6tang(»;     ^,     6tangd';    ~,. 

6tang^'  beaeichnet,  so  erbfilt  man:  ' 

(a»  +  6«)ain  ^-^sin"     ^     ^ain"     ^ 
^~  6  cos  d  cos  (9' cos  ^  • 

(a*  +  6*)  cos  ^ — «  — ^  cos  — 5 — ^  cos 


^  2  2 

'^""  acosdcos^coa^' 


N^ 


X(a««ini(e"+«')*+**co8i(«"  -I«')«) 

X(a«>inKy'  -f  g)*  +  A*coa  ^(y— g)^ 
a6co8  0  CO«  d' cos  0" 


^  In  dem  Unfange  der  Parab«!  seien  die  Coosdiseten  der 
drei  Pookte' a,V«(a;  «',  Vmt/ ',  tC,-  Vmtf%  iamrn  findet  man: 

r=r    ^~;j  V(mf  (V«f  Va')«)(m+(v'«r'+V  0*)(»»+(V«"+ V«)«)- 
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na. 

Ueber  die  Krömmungsliiiien  des  EUipsoMs* 

' '       Voa 
Herrn  Doctor  Otto  Bohlen 

zu   Sulz  a.  \.  im  Königreich  Würtemberg. 


In  eioer  AbbandluDg  i^Ueber  •pjbftrifiche  Kegelschnitte** 
in  der  Zeitschrift  von  Schlumilch,  Cantor  und  Kahl  hat 
Herr  Dr.  Heil  ermann  mehrere  seh  Otie  Sätze  angegeben,  welche 
sich,  wiof  überhaupt,  viele  Sätze  über  aphfirische  Linien »  nach  der 
Methode  von  Gauss  auf  beliebige  Flüchen  übertragen  lassen,  von 
denen  hier  aber  bloss  eine  Anwendung  auf  die  Krümmungslinien 
des  ElUpsoide  gemacht  werden  mOge.  Herr  Dri  Heller  mann 
bedient  sieh  zur  B«grflnduiig  seiner  Sätze  der  sogenannten  Axen- 
Coordinaten  von  Gudermann  nach  dessen  analytischer  Sphftrik. 
Um  SU  zeigen,  in  welcher  nahen  Verwandtschaft  letztere  zi|  den  ge- 
wöhnlichen rechtwinkligen  Coordinaten  der  Ebene  stehen,  nehmen 
wir  in  einer  Kug^li^  deren  A^ttelpuok^  Ovisl,  di(ef..z|i.^inand#r 
rechtwinklige  Halbmesser  OJ,  OB,  OC  an.  Durch  C  legen  wir 
eine  Tangential- Ebene  an  die  Kngel,  welche  von  den  Ebenen  OAC 
und  OBC  in  den  Geraden  CX  und  CT  geschnitten  wird.  Es 
sei  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Tangential  -  Ebene  und  seine 
rechtwinkligen  Coordinaten  hinsichtlich  der  Axen  CA  und  CT 
seien  op  und  y;  zieht  man  nämlich  MD  senkrecht  auf  CX  und 
ME  senkrecht  auf  CF,  so  ist: 

CD=ia:^\itifn€E=y. 

Die  Linie  OM  schneidet  die  Kugel  in  m;  die  Hauptkreise  Bm 
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und  Am  trelFen  verlängert  die  Hauptkreise  CA  und  CB  in  den 
Punkten  d  und  e;  die  trigQnometriacben  Tangenten  der  fidgen 
Cd  und  Ce  nennt  Gudermann  die  Axen - Coordinaten  des  Punk- 
tes m;  es  ist  leicbt  au  sehfen,  daise  die  Punkte  \Afiii,  IM,  Oiff 
in  einer  Ebene  liegen,  wie  auch  die  Punkte  Mm,  Ee,  OA,  dass 
ferner  D  und  E  in  der  Verlängerung  der  Halbmesser  Od  und  Oe, 
«ttd  somit.  : 

ar  =  tgCa    und    ytstgi?^'     ' 

die  Azen-CoonÜnatenfon  m  sind. 

Wir  wollen  nun  annebmen«  der  Punkt  U  bewege  Mcb  in  4er 
Tangential -Ebene  XCY  in  einer  Curve,  deren  .geradfoige  Ceor- 
dinaten,  binsicbtiicb  der  Azen  CX  und  CY,  x  und  y  sind  und 
der  Gleichung 

genügen ;  so  bewegt  sich  der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Ku- 
pA  auf  einer  spärischen  Gurve,  deren  Gleichung  in.Aien-Coop- 
dinaten  ebenfalls 

ist    Spezielle  Fälle  sind  folgende: 

Wenn  m  sich  in  .einem  Haupitkteise  b^wegt>  so  dar^bläi^t  M 
eine  Gerade,  also  ist  die  Gleichung  ersten  Grades 

.)  M=. 

die  Gleichung  irgend  eines  Uauptkreises  in  Gudermann 's  Axen- 
Coordinaten.  Setzen  wir  in  1)  der  Reihe  nach  y  und  j;  =0,  so 
ergeben  ^s|ch  4ie  Wertbe  x  —  q  und  y^b  fflr  die. Durchschnitte 
der  Linie  !•  mit  den  A^?»  ^^  ^o^  CB* 

'  Wir  wollen  zweitens  annehmen,  m  durchlaufe  einen  sphäri^ 
sehen  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  so  tvird  M  In  der 
Tangential  »Ebene  eine  Ellipse  (Hyperbel)  beschreiben,  deren  Glei- 
chung 

somit  auch  diejenige  des  sphärischen  Kegelschnitts  ist,  dessen 
Mittelpunkt  C,  und  zwar  in  3^ep-Coördinaten.  Um  die  Gifei- 
chung  eines  den  sphärischen  Regelschnitt  2)  berubrenden  Haupt- 
kreises in  Azen-Ceeffdinaiten  «u  ecaitlelo»  hedieiien  üvir  «m  fe^. 
genden  Lehrsatzes: 
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4ie  Gleicfaung  einer  Carve  in  einer  Eiieiie»  und 

au  -t-bv-^cdzO 

diejenige  einer  Geraden.    Soll  letztere  die  Curve  «cbneideii  i« 
Ponicte  (x,y),  80  musn  «ein: 

öä:  +  6y  +  c  =  0    oder    ii(d:  — 1^4  6(y *-^ e)  =» 0. 

Soll  die  Gerade  die  Canre  berühren ^  oddr  auch  noch  den  Panict 
(x^i'daijjf'irdif)  mit  ihr  geraein  haben,  so  ist: 

a(a:  +  cfcr  —  u)  +  6(y  +  rfy — o)  =  0 
oder 

adae  +  bdy  =  0. 

Daher  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  {x^y)  gehenden 
BerCihruDgslioie  der  Curve  q>iXt y)=0: 

wo  der  DifferentialcoefBcient  ^  aus  der  Gleicbug  der  Cur?e 
bestimmt  wird. 

Dieses   Verfahren  ist    allgemein   gültig,  es  mSgen 
die  Curven 

fp(x,  y)  =  0    und  ^  a«  +  6»  +  c  =  0 

auf  einer  beliebigen  Fl  Sehe  liegen  und  die  Coordinaten 
^*y;  tiy  e  sich  auf  ein  Coordinatensystem  irgend  welcher 
Art  bezieben.  Der  Beweis  davon  liegt  gaos  einfach  in  der  Be- 
trachtung, dass  die  Guryen  die  Punkte  (x^y)  und  (x-t-dx,  y+dy) 
gemein  haben  sollen,  um  sich  zu  berühren,  und  weiter  spricht  auch 
das  obige  Verfahren  nichts  aus.  Es  ist  somit  unabhängig  van 
der  Natur  des  betreffenden  Coordinatensystems.  Wenden  wir 
diesen  Satz  auf  die  Axen -  Coordinaten  Gudermanns  an,  so 
finden  wir  sogleich,  dass  x^ 


die  Gleichung  des  Hauptkreises  ist,  welcher  den-  sphftrischert 
Kegelschnitt 
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5- 

im  Paukt  (x,  y)  berührt. 

Wir  wollen  nun,  indem  wir  die  gleichen  Buchstaben  mit 
Strichen  versehen  gebrauchen,  annehmen,  0'A\  O'Jff,  O'C  seien 
die  grosse,  mittlere  und  kleine  Ualbaze  eines  Ellipsoids,  dessen 
Mittelpunkt  O'  bt  OA'  sei  parallel  OA,  O'B'  parallel  OB, 
€yC  parallel  OC.  Der  Punkt  m'  des  Eilipsoid»  entsprich»  dem 
Punkt  m  der  Kugel,  weU  die  durch  m'  gebende  Fläeheo- 
normale.des  Eliipsoids  parallel  dem  Kugelhalbmesser 
Om  Ist  Die  Ebene  0'B'm\  weiche  demnach  parallel  der  Ebene 
6em  Hauptkreises  OBm  ist,  schneidet  den  Hauptschnitt  CA'  dea 
Eliipsoids  in  i2';  %o  sind  die  Punkte  d'  und  d  gleichfalls  ent- 
sprechende, Yveil  die  durch  d  gehende  Flächennormale  des  Eliip- 
soids parallel  dem  Kugelbalbmesser  Od  ist;  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  Flächennormale  und  der 
Aze  O'O  ist  also  =d;.  Ebenso  schneidet  die  Ebene  O'A'wft 
welche  parallel  der  Ebene  des  Hauptkreises  OAm  ist,  den  Haupt- 
schnitt OB  des  Eliipsoids  in  e';  die  Punkte  e*  und  e  sind  auch 
entsprechende,  weil  die  durch  e  gehende  FIfichennormale  des 
Eliipsoids  parallel  dem  Kugelhalbme^sser  Oe  ist;  die  trigonome- 
trlsebe  Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  Fläcbeanormale 
and  der  Axe  0*0  ist  somit  =^.  Die  Grossen  x  and  y  nea« 
Ben  wir  nun  Coerdinaten  desPunktes  tn'  auf  dem  Eliip* 
Mid;  die  Hauptschnitte  CA'  und  CB'  sind  die  Coor- 
dinatenaxen.  Bewegt  sich  der  Punkt  m'  auf  einem  Centralsehnitt 
des  Eliipsoids,  so  sind,  einem  bekannten  Satze  zufolge,  alle  dorch 
m'  gehenden  Flächennormalen  des  Eliipsoids  Einer  Ebene  parallel, 
der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Kugel  durchläuft  also  einen 
Hauptkreis,  mithin  ist  die  Gleichung  von  m*  In  unsern  Coerdinaten : 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  y'  und  x'-^^fü^  so  ergeben  sich 
die  Werthe  x'^a  und  y=6  fär  die  Coordinaten  der  Dureh- 
schnittspnnkte  der  Linie  4)  mit  den  Axen  CA'  und  CB'. 

Wir  wollen  ferner  annehmen,  m  durchlaufe  auf  der  Kugel 
einen  sphärischen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  Axen*Coor- 
dinateo 


a«+Ä*~* 


ist,  so  bewegt  sieh  der  entsprechende  Punkt  m'  des  Eliipsoids, 
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wobei  also  stets  angeoomineii  wird,  dass  die  durch 
m'  gehende  Flächennormale  A^b  Ellipsoids  parallel 
dem  Kugelfaalbmesser  Om  ist,  auf  einer  KriiniiDaiigeliiiie» 
deren  Gleicbang ,  somit  nach  den  von  uns  gewählten  ellii^soidl- 
sieben  Coordinaten 

ist.  Die  KrOmmüngslinie,  deren  Mittelpunkt  O9  schneidet  die  Haupt- 
sohnitte  CAf  und  CR  des  Ellipslods  in  zwei  solchen  Puukteli, 
dsss  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  dureh 
sie  gehenden  FiScbennormalett  des  Ettipsoids  mit  der  Axe  O^O 
bilden,  gleich  a  und  b  sind;  diese  Winkel  nennen  wir  die 
Ilalbaxen  der  Krümmungslinie  6).  Durch  jeden  Punkt 
einesEllipsoids  gehen  zwei  Krfimmungslinien,  dieEiiie 
mit  zwei  realen  Halbaxen,  die  Andere  mit  einer  realen 
und  einer  imaginären  Halbaxe.  Die  Gleichung  des  Central* 
Schnitts,  welcher  die  Krdmmuugslinie  5)  im  Punkt  {x\y')  be- 
rührt, ist  10  unseren  Coordinaten  tc  und  v: 

x'         v' 
6)  55« +  &"  =  *• 

'  Zwei  Curven  auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel  entkpreehcn 
einander,  wenn  die  durch  die  erste  Curve  gehenden  Flftchennor- 
mafen  des  Ellipsoids  einzeln  parallel  den  nach  der  zweiten  Curre 
gezogenen  Kugeihalbmessem  sind.  Wenn  ^(^,5f)=£0  die  Glei- 
chung der  sphärischen  Cnrve  in  Axen-Coordinaten  ist,  so  ist  die* 
jefeiige  der  entsprechenden  eNipsoidischen  Cnrve  in  unseren  Ooer- 
dittaten  ebenfalls 

Schneiden  sich  zwei  Curven  auf  der  Kugel  unter  dem  Winkel 
a,  so  schneiden  sich  ihre  entsprechenden  Curven  auf  dem  Ellipsoid 
so,  dass  ihre  conjugirten  Tangenten  im  Durchschnittspunkt  den 
Wipkel  u  bilden.  Wird  daher  im  Punkt  m  ein  sphärischer  Ke- 
gel^cboitt  von  einem  Uauptkreis  der  Kugel  normal  geschnitten^ 
^  80  wird  die  entsprechende  KrOramungslinie  des  ElUpsoids  im 
Punkt  m'  von  dem  entsprechenden  Centralschnitt  gleichfalls  nor- 
mal geschnitten.  Einem  Systeme  von  confokalen  sphärischen 
Kegelschnitten  entsprechen  die  beiden  Systeme  der  Krilmmungs- 
linien  des  Ellipsoids.  Den  gemeinschaftlichen  Brennpunkten  der 
ersteren  correspondiren  die  Nabelpunkte  des  Ellipsoids. 

Sind  a  und  6  die  Tangenten  der  Halbaxen  einer  Kriimmungs- 
linie  des  ersten  Systems  und  a'  irod  b'  die  Tangenten  ^er  Halb- 
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axeo  mer  Krw«iin«ng8lioie  des  zweiten  SyBtßmm  aof  eioeiti  £Uip* 
Mid,  osd  schneiden  sich  Ntde  iürflniniiiBgeliBien  Im  Ponkte  ix^y) 
Dach  unseren  Coordioaten,  so  ist  (S.  die  oben  angeCfthrte  Ab^ 
bandiong  Heilermaon's,  Formel  &): 

uid  die  Gleichnng  desjenigen  CentralschniitSy  welcher  die  Krfini- 
mungslinie  des  ersten  Systems  Im  Punkt  (x,  y)  normal  schneidet: 

(Formel  7)  bei  Heilermann)« 

DieVs  sind  die  Grundformelo  für  die  Ceutraischnitte  and  Krfim- 
mangslinien  des  Ellipsoids  nach  unseren  Coordinaten.  Sie  sind 
denjenigen  fSr  Hanptkreise  und  sphärische  Kegelschnitte  nach 
Gudermann's  Coordinaten  durchaus  analog.  Die  weitere  Ueher- 
tragung  der  Formeln  In  der  genannten  Abhandlung  hat  nun 
dorehaiis  keine  Schwierigkeit  mehr.  Es  mCgen  schliesslich  noch 
diejenigen  Sätse  von  Heilermann  auf  das  Ellipsoki  angewendet 
weiden,  welche  sich  ohne  Einführung  anderer  Namen  und  Ans* 
drScke  als  der  folgenden  leicht  in  Worten  wiedergeben  lassen» 
Wenn  aof  dem  Ellipsoid  eine  begrenzte  Linie  gegeben  ist^  durch 
deren  Endpunkte  die  Normalen  der  Fläche  gezögen  werden >. so 
Denne  ich  den  Winkel  beider  Normalen:  „Den  der  genai^nten 
Linie  entsprechenden  Normalen -Winkel'^  Die  Punkte  (Xfy)  und 
(x*,  y^  der  KrÜmmüngslinien»  deren  Halbaxen  a,  b;  af  und  b'  sind, 
beissen  entsprechend,  wenn  sich  verhält: 

yiy'^bib\ 

Anschliessend  an  die  Methode  von  Gauss,  lassen  sich  die 
Linien  auf  den  Flächen  in  swei  Systeme  (a)  und  (6)  einthellen^. 
Die  Linien  des  Systems  (a)  sind  dadurch  charakterisirt,  dass,  wenn 
man  durch  ihre  Punkte  die  Normalen  der  Fläche  zieht,  und  pa- 
rallel damit  die  Halbmesser  einer  Kugel,  letztere  in  einer  Ebene 
liegen.  Bei  den  Linien  {b)  bilden  die  parallelen  Kugelhalbmesser 
oidit  eine  Ebene,  sondern  einen  Kegel  zweiten  Grades.    In  dem 

*)  Da«  Weitere  hieräber  wird  hoffentlich  eiB  tp&lerer  Anfcafcx  des 
Herrn  Verfascere  bringen.  G. 
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•peztellen  Fall  inin,  wo  dieser  Kegel  ein  Drebmigskefel  ist, 
oeniie  ich  die  Linie  aof  der  Fläche:  „Linie  des  Systems  (e)  oder 
bloss  Linie  (ey\ 

DIess  Toraasgesetzt,  erhalten  wir  folgende  Sätze  fDr  die  Krflm- 
niongslinien  des  Elllpsoida: 

Der  Bogen  eines  Centralschnitts»  welcher  zwei 
entsprechende  Punkte  zweier  Krünimongslinien  ver* 
bindet»  ist  in  allen  Lagen  Normale  derselben  dritten 
Krilftimangslinie,  die  ihn  in  zwei  Abschnitte  theilt,  de- 
ren Normalen-Winkel  einander  gleich  sind« 

Wird  eine  Krfimmungslinie  von  einer  Linie  (c)  in 
zwei  gegen  die  grosse  Aze  symmetrisch  gelegenen 
Punkten  m  und  fitf  berührt,  und  von  einem  beliebigen 
Punkt  n  der  Kriimmung8linie  an  dieseLinie  (c)  ein  be- 
rührender Centralschnitt  gezogen,  so  ist  der  demsel- 
ben entsprechende  Normalen-Winkel  gleich  derSumme 
oder  Differenz  der  realen  Ualbaxen  der  durch  die 
Punkte  m  und  n  gehenden  Krümmungslinien,  jenach- 
dem  diese  Punkte  auf  verschiedenen  oder  denselben 
Selten  der  kleinen  Axe  liegen. 

Der  Normalen-Winkel,  welcher  dem  von  einem  be- 
liebigen Punkt  einer  Krfimmungslinie  an  die  über  der 
kleinen  Aze  beschriebene  Linie  (c)  berührend  gezo- 
genen Centralschnitt  entspricht,  ist  gleich  der  realen 
Halb  axe  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Kr  um  mungs- 
littie. 

Zieht  man  an  eine  Linie  (c),  welche  eine  Krüm- 
mungslinie in  zwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch 
gelegenen  Punkten  berührt,  von  einem  Scheitel  der 
kleinen  Axe  einen  berührenden  Centralschnitt»  so  ist 
der  demselben  eritsprechenAe  Normalen- Winkel  gleich 
der  realen  Halbaxe  der  Krümmungslinie,  welche  durch 
jene  symmetrischen  Punkte  geht. 

Wird  eine  Krümmungslinie  von  zwei  Linien  (c)  in 
zwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch  g/elegenen 
Punkten  m,  mi  und  p,  pi  berührt,  und  werden  von  ei- 
nem beliebigen  Punkt  n  der  Krümmungsline  an  diese 
Linie  (c)  berührende  Centralschnitte  gezogen,  seist 
die  Summe  oder  Differenz  der  demselben  entsprechen- 
den Normalen- Winkel  konstant,  jenachdem  der  Punkt 
zwischen  den  Bögen  mmi  liegt  oder  nicht. 
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Entwickelang  einer  Formel  zur  Berechnung  des  Fla- 
cheninhalto  einer  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit 
der  Bonssole  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
der  Figur  und  den  an  der  Nadel  gemachten  Ablesun- 
gen ,  ohne  erst  die  Winkel  der  Figur  berechnen  oder 
andere  vorlSnfige  Rechnungen  machen  zu  müssen. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Die  el«gai\ten  Fonneln  sur  Bestimmung  des  FlficheDinhalts 
geradliniger  Figuren  aus  ihren  Seiten  und  Winkeln  oder  aus  den 
Coordioaten  ihrer  Ecken  sind  allgemein  bekannt»  und  werden.  Ins- 
besondere die  Formeln  fSr  den  Inhalt  durch  die  Ecken,  bei  prak- 
tischen Arbeiten  jetzt  Immer  mehr  in  Anwendung  gebracht,  jeden- 
falls mit  vollem  Rechte,  weil  sie  in  der  That  bei  solchen  Arbeiten 
die  vortrefflichaten  Dienste  leisten,  namentlich  rficksichtlich  der 
Genauigkeit  der  zu  gewinnenden  Resultate  allen  fibrigea,  sonst 
gewöhnlich  angewandten  Verfahrungsarten  weit  vorzuziehen  sein 
durften.  Die  meiste  Anwendung  finden  diese  Formeln  bei  Mes- 
sungen mit  der  Boussole,  weil  dieses  Instrument,  so  sehr  es  auch 
anderen  Instrumenten  an  Genauigkeit  nachsteht,  seiner  Bequem- 
lichkeit und  anderer  Vortheile  wegen,  immer  noch  sehr  vielfache 
und  häufige  Anwendung  findet.  Mit  der  Boussole  werden  aber 
eigentlich  die  Winkel  der  Figuren  nicht  selbst  gemessen,  sondern 
e»  werden  bei  den  verschiedenen  Aufstellungen  des  Instruments 
nur  die  Stände  der  völlig  zur  Ruhe  gekommenen  Nadel  auf  dem 
eingetheilten  Kreise  abgelesen,  was  nicht  der  geringste  der  durch 
dieses  Instrument  gewährten  Vortheile  ist ;  dass  ausserdem  noch 
die  Seiten  der  Figur  gemessen  werden  mdssen,  versteht  sich  von 

riieil  XXXVllI.  '  11 
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selbst.  Es  hat  mir  daher  immer  sehr  wiinschenswerth  geschie- 
nen, eine  ganz  allgemeine  Formel  zu  besitzen,  nach  welcher  der 
Flächeninhalt  der  Figur  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
and  aus  den  bei  den  verschiedenen  Aufstellungen  des  Instruments 
an  der  Nadel  auf  dem  eingetheilten  Linibus  gemachten  Ablesun- 
gen berechnet  werden  kann^  ohne  erst  entweder  die  Coordtnaten 
der  Ecken  oder  auch  die  Winkel  der  Figur  berechnen  zu  müssen, 
wenn  auch  namentlich  Letzteres  an  sich  keine  Schwierigkeit  haben, 
aber  doch  verschiedene  BerOcksicbtigungen  erfordern  würde,  die 
man  bei  praktischen  Arbeiten  gewiss  gern  vermeidet,  wenn  man 
das  gesuchte  Resultat  erhalten  kann,  indem  man  die  gemachte« 
Ablesungen  ganz  so,  wie  sie  auf  dem  Terrain  an  dem  Instrumente 
gemacht  worden  sind  *),  in  die  betreffenden  Formeln  einführt. 
Eine  solche  allgemeine  Formel  sur  Berechnung  des  FliScbenhihmlfB 
jeder  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit  der  Boussole,  deren 
nach  meiner  Meinung  sehr  wichtiger  Vortheil,  wie  gesagt,  darin 
beruhet,  dass  die  Resultate  der  auf  dem  Felde  gemachten  Mes- 
sungen, —  die  gemessenen  Seiten  und  die  an  der  Nadel  gemach- 
ten Ablesungen ,  —  unmittelbar  in  dieselbe  eingeführt  werden  kön- 
nen, zu  entwickeln,  beabsichtigt  der  vorliegende  Aufsatz;  um 
denselben  aber  ganz  für  sieh  verständlich  zu  machen,  will  ich 
auch  die  bei  der  in  Rede  stehenden  Entwickelung  zur  Anwendung 
kommenden  Coordinatenformeln  für  den  Flächeninhalt  entwickeln, 
und  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Formeln  nach  meiner  Meiuang 
gewöhnlich  nicht  mit  der  notfaigen  Allgemeinheit  und  Schärfe  be- 
wiesen werden,  und  ich  überdies  diesen  Formeln  eine  von  der 
meistens  gebräuchlichen  bin  und  wieder  abweichende  Gestalt 
geben   werde. 

Wir  legen  für's  Erste  ein  ganz  beliebiges  Coordlnafensystem 
der  xy  zu  Grunde,  dessen  Coordinatenwinkel,  nämlich  den  von 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  .t  und  y  eingeschlossenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  wir  durch  a  bezeichnen.  Die 
geradlinige  Figur,  deren  Flächeninhalt  J  bestimmt  werden  soll,  sei 

Ai  A2  A^  A^ ....  An 
und  die  Coordinaten  der  Ecken 

^1  »   A2 1    if  3  j    A^ , . . . .  An 

wollen  wir  respective  durch 


*)  Die  an  der  Nadel  gemanliten  Ablesungen  jedoch«  vrfHB  «ich  von 
•eibat  versteht,  wegen  der  Excentricität  de«  Insfcrunient«,  insofern  dft8> 
selbe  eine  solche  Iiesilsen  sollte,  gehörig  enrrigirt,  weso  in  der  Abhanil- 
long  Tbl.  XXILVII.  No.  XXV.  eine  genaue  AnJeltnng  gegeben  worden  tei. 
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l>6zeiofafi«ii.  Aileo  DDseren  folgenden  Betraditungen  kgen  wir, 
wie  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird,  die  Voraussetzung  zu 
Grunde,  dass  die  Seiten  der  Figur  AiA^A^A^....  An  sich  nir- 
gends durchkreuzen. 

Ferner  nehmen  wir  ein  zweites,  dem  primitiven  Systeme  der 
x^  paralleles  Coordinatensystem  der  XY  so  an,  dass  die  gerad- 
linige Figur 

AiA%A^A^**»»An 

ganz  innerhalb  des  Coordinatenwinkels  dieses  letzteren  Systems 
Hegt,  was  offenbar  jederzeit  möglich  Ist,  und  bezeichnen  die 
Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  Systems  der  ^F  in  dem 
primitiven  Systeme  der  xy  durch  a,  6;  bezeichnen  wir  dann  die 
Coerdinaten  der~ Punkte 

A\9    A^y    A^y    A^f  .,,•  An 

io  dem  Systeme  der  XT  respective  durch 

-^1»    *1  ♦•    -^»    'tJ.     -^8»    '8»      "^9    «4;  ..-..;  Jfn,    Yny 

SO  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten bekanntlich  die  folgenden,  ganz  allgemein  gültigen  Formeln: 

x^^a^rX^,  .Va  =  *+Fa; 
jr,  =  a  +  ^8>  y8  =  Ä+r,; 
«4=0  +  ^4,    y^^b+Y^i 

u.  s.  w. 
Xn  =  a^Xny    y«  =  Ä+F,; 
alse: 

jr^ssd?,  — a,  Fa  =  y,~6; 
-^8  =  ^8  — a>     '^a=.y8— *i 

u.  s.  w. 

Xi  =  a?n  —  a,     F«  =  y«  —  6. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  die  gegebene  Figur  das 
Dreieck  AiA^A^  sei;  die  verschiedenen  Fälle,  welche  riicksicht- 
lich  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Punkte  Ai,  A^,  A^  eintre- 
ten kennen;  sind  in  Fig.  1.  dargestellt,  welche  wh*  nun  nach  der 
Reihe  betrachten  wollen. 

11» 


1) 


2) 
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In  Fig.  1.  I.  iat  offenbar: 

2j=tT(^,-x,)(  ri+ F^±(2C.-jr,)(  n+  F,)±(jr,- jTjX  f,+  Fi)i«o«, 

also: 

2J=±IUi-jy(  F,  +  Fa)+(  Jr,-A,)(  F,+  Fa)+{A,-.  J,)(  Fa+  F,)t8ina. 

wenn  man  ilas  obere  oder  untere  Zeichen  ninimt,  jenachdem  man 
sich»  um  von  dem  Punkte  Ji  durch  den  Punkt  A^  zu  dem  Punkte 
J3  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  dem  positiven  Tb  eile  der  Axe  der  x  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  hin  beivegen  muss. 

In  Fig.  1.  I*.  ist  offenbar : 

2  J={T(J^a-^i)(  F,  +'F^)T(:r,- Jy(  F^+  r^)±(X^-X,)(  Fa+  Fj)Jsin«. 

also: 

2J=±I(J^,-^,)(F,  +  F«)+(ir^-jr,)(F«+  Fa)+(Jr3-JC,)(  Fa+  F^lsin«, 

wenn  man  wiederum  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt, 
jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Punkt 
A^  zu  dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem 
Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X  durch  den  Coordinatenwinkei  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  bin  bewegen  muos. 

In  Fig.  1.  II.  ist  offenbar : 
2J=ldb{Ji-^«)(  Fi+  F,)T(ir,-iy(  F,+  F,)±(X,-jr,)(  Fa+  F,)}sioc, 
also: 

2J=  ±  t  (^1  -^a)(  Fl  -  F^+(  A,- JTaX  F»+  F,)+{Xa-Z|)(  F,+  FOlsin«, 
ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

In  Fig.  I.  Il\  ist  offenbar: 
•2J=IT(J^t-Ji)(  F, + F,)i:(J[;-Xa)(  F4+  F,)T(-Xi --¥,)(  Fa+  F^lsina, 
also : 

2J=±t(J^i-J^^){  Fi+  F2)+(Jir»-^,)(  F,+  F,)+{irs-AO(  Fa+  F,)|sln«, 
ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher- 

In  Fig.  1.  III.  ist  offenbar: 
2J=l±{J^.-^t)(F,+  F^±(:r,-^a)(F,+  Fa)T(A,-Ji)(F,+Fi))siiM«, 


Digitized  by 


Google 


unmiiieiäar  durch  die  mit  der  Bouisoie  gtmacJUen  Mes$mi§en.  169 

aJso: 

2/=±l(J'i-l',)(  Yi  +  F^+(  JC,-2:,)(  F,+  F,)+(A:,- Jr,)(  F,+ F,)i«taa, 

gaftz  mit  denMlbea  Be^tinimuDg  wegen  des  Vorseichens  wie  obeo. 

In  Flg.  1.  III*.  ist  offenbar : 
2J=li:«-^«){  Fi+  F^T(Ji--^(  n+  F,)T(J:,^jr,)(  F,+  FOlaio«. 
aUo: 

2J=±|(2\-^»)(  Fi+  F^-K  Js-Jr,)(  F3+  Fs)+(  Jfg- JC,)(  F,+  F|)|  sioa, 
gaoB  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  oben. 

Hiernach  ist  also  In  völliger  Allgemeinheit: 

i/=±|(J',-J',)(F,+F^+(A,-Ji)(F,+  F,)+(A,-X,)(F,+  F,)|8lDa, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man 
sieb»  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A%  zu  dem  Punkte 
Ji  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung  von  dem  positiven  T heile  der  Axe  der  x  durch  den 
Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  bewegen  muss. 

Nach  dieser  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  lässt 
sich  vermuthen,  dass  der  Inhalt  J  eines  jeden  necks  durch  die 
Formel : 

U.    6.   W. 
±(JC«^l-.jr.)(F«-l+Fn) 

±(jr„-jro(Frf+F.) 

ansgedrflckt  wird,  wenn  man  in  dieser  Formel  die  oberen  oder 
QDteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man  sich,  um  den  Umfang 
des  necks  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

A\ ,     A^ ,     /13 ,     ^4 , . . . .  An 

m  durchlaufen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel (xy)  hindurch  nach  dem  fiositiven  Theile  der  Axe 
der  y  hin  bewegen  muss.  Die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung  wird 
bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen  ktinnen,  dass  das  bemerkte  Ge» 
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setz,  wenn  es  bis  zu  eioem  neck  gilt,  dann  auch  jederzeit  £3r 
ein  (n-l-l)eck  gelten  muss.  Diesen  ßeweis  wollen  wir  jetzt  zu 
fuhren  versuchen. 

Zu  dem  End^  betrachten  wir  jetzt  eiti  (it-f-  l)eck  * 

Ai  A^  A^  2I4  .  •  •  •  An  An^i 

und  bezeichnen  dessen  Flächeninhalt  durch  J^.  Wenn  wir  den 
Umfang  dieses  (n  +  l)eck8  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

•^1»  -^f  -48»  A^,  ,:•  Amt  '^-fl 

durebJaofou,.  so  werden  wir  uns  dabei  entweder  in  gleichem  oder 
in  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile 
der  Aze  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch  nach 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen^  und  daher 
hierin  Veranlassung  finden,  bei  unserer  Betrachtung  die  beideo 
folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

.    Wenn  man,  indem  man  den  Umfang  des  (n'f-l)eck8  nach  der 
Ordnung  der  Ecken 

Al9      A29     A^y      A^,  .m».    A%i     .^fl-l-1 

durchläuft,  sich  in  gleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem 
positiven  Theile  der  Aze  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y  hin  bewegt; 
so  wird  es  immer  drei  auf  einander  folgende  Ecken 

A-i,     Ak,    Ah\\ 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dass,  wenn  die  Diagonale 
Ak-'iAh^i  gezogen  und  der  Flächeninhalt  des  necks 

A^A^A^  ....  Ah-i  Ak^i  ....An  ilw-f  1 

durch  J  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

J'  =  J±Ak^iAkAkri 

Statt  findet^},  indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nimmt,  jenachdera  man,  um  von  dem  Punkte  Ak^i 
durch  den  Punkt  Ak  zu  dem  Punkte  Ak^i  zu  gelangen,  sieb  in 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Aze  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y  hin  bewegen 
muss.     Halten  wir  nun  aber  stets    diese  Bestimmung  wegen    der 


*)  Zur  firl&oterung  kann  Fig.  2.  dienen. 
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dbereD  nnd  mtetee  Zeteim»  fest;  00  ist  nach  4er  gemaehtän  Vor- 
aaesetsung  offeobar: 


8ina 


1^:=  (JT.-jf^CF.  +  r,) 
+(jir,-A:,)(r,+r,) 

U.  8.  W. 

+(ii-i:»i.i)(f'«  +  F,+i) 


nnd 


i*=iA^= iCJi-i- jrt)(FK-i  +  F») 

db(Ji-Ji*i)(F*+FHi) 

±  ( Jffc+i  —  Xk-i)  (  Fh-i  +  F»-i) ; 
also,  weil 

{Xk-t-7ik^xHTt-i  +  Ft+O-KJ^Hi  --y*-.»)(Ft+i  +  l^»-i)  =  0 
i8t,  Mcti  d«r  obigen  CHeiebung^  offenliar: 

-^=:=   (jr,-jr,)(Fi  +  F,) 

•in«  V      •  w^      i  »' 

+  (X,-X,)(F,+  F,) 
+  (^,-^,)(F,  +  F^ 

O.  8.   W. 

+  (^t_i-;r*)(Ft_i+F*) 
+  (jr»-Ä+i)(F»  +  Ft+i) 

U.   B.   W. 

+(jf.-j:,+i)(F.+FH.i) 
+(jr»fi-Jr,)(F»f»+F,) 


oder: 


^=     (Jlf,-^.)(F.  +  F.) 
+  (JS,-J,)(F,+  F,) 

+  (^,-Jl4)(F,+  F4) 

n.  a.  w. 

+  (J[,-jrM-i)(F,+  F.+0 

.  •.    +(A+,-ar,)(F„+i  +  F,). 
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Weiin  man,  kidem  man  den  UmfaBg  des  (ii-f  l)«ck8  nacb  der 
Ordnung  der  Ecken 

«l  >   -««>   ^8>   -«4»  ••••  4i»   A%\\ 

dorchläuft,  sich  in  uDglelchem  Siooe  mit  der  Bewegung  von  dem 
positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (ory) 
hindurch  nach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  bin  bewegen 
niuss ;   so  wird'  es  wieder  drei  auf  einander  folgende  Ecken 

Ak-u    Mi    Ak\\ 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dass»  wenn  die  Diagonale 
Ak-^iAk^i  gesogen  und  der  FiScbeninhalt  des  necks 

AiA^A^.,..  Ak'-i  Ai^i ....  AnAn^i 

durch  J  bezeichnet  wird,  die  Gleichung 


Statt  findet,  indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt,  jenachdem  man,  um  von  dem  Punkte  Ak-i 
durch  den  Punkt  Ak  zu  dem  Punkte  Ak-^-i  zu  gelangen,  sich  in 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven Tbeile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
hindurch  nach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  hin  bewegen 
muss.  Halten  wir  diese  Bedingung  wegen  des  oberen  und  unte- 
ren Zeichens  immer  fest,  so  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzung 
im  vorliegenden  Falle  offenbar: 

u.  s.  w. 
--  (Xk^i  —  -2f  fc+i)  (  Fjfc-i  +  Tk^i) 
u.  s.  w. 

-(Jf,-Jf„+i)(F.  +  F»+i) 

und 


sina 


±(^t-jrH-0(Ft  +  F»+i) 
±(jr»+»-^*-»)  (F*+»  +  F»-»), 
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(Xk^i  -  Z»+z)  ( F*-i  +  Fi+i)  +  (Xk+i  -  Ai-i)  ( n+i  +  Ffc-i)  =  0 
ist,  nach  der  obigeo  Gleichung  offenbar: 

^=-(jf,-jr.)(F.  +  n). 

-(A,-jr,)(F,+  F.) 
^  (Z*_i — Jr»)  {  Ft_i — Ft) 

-(jrt-:sit+i)(Ft+FH.i) 
-(JC,-i:h-i)(J'»+iW*) 


oder: 


-;^ = -(jr,  -  j:;)  ( F,  +  F,) 

-(Jr,-A,)(F,  +  F,) 
.  ~(Z,-i^(F,  +  F4) 
u.  s.  w. 
.        -(ir,-jrH-i)(F,  +  F»tO 

Hiernach  i&st  aisoi: 

^=±(Z,-Ji)(F.  +  F^ 
±(Ji-jr,)(F,  +  F,) 

±(X,-J(»)(F,  +  F4) 

'  U.   8.   W. 

±(Ä.+l-:Ci)(Fn+i  +  F,), 

wenn  man  in  dieser  Gieichong  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt»  genachdem  man  sich,  um  den  Umfang  des  (n-f])eGk6 
nach  der  Ordnung  der  Ecken 

•"l »     -"•>     ^8>     ^4,  •...  An-i-i 

zu  durchlaufen»  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  dea  Coor- 
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dioatenwinkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theil«  der  Asa 
der  y  hin  bewegen  mnes. 

Wären  die  im  Allgemeinen  durch 

Jir— 1,      Akt      A+i 

bezeichneten  Punkte  die  Punkte      / 

80  bezeichne  man  einmal  vorläufig  die  Punkte 

•^l»      ^%*      ^Z»      A^9""An»      An-^l 

reepective  durch 

A^f    Af^r  '  A^t^    ^fl,  ..*.  Am-^i»    Ai 

und  die  Coordinaten  in  entsprechender  Weiee ,  so  sind  die  Punkte 

/Ijk-i»    Akf    Ak^i 
die  Punkte  t 

Ai,    A%t    4t\ 

und  man  erhält  nun  natflrllch  wieder  ganz  eben  so  wie  vorher  die 
obige  Formel;  ersetzt  man  aber  in  derselben  nun  wiederum 

A%i      ^8»      ^A>      -Oft»  •••• -««+!»      Ax 

respective  durch 

«1  f     A^f    A^y    A^,  ....  Aut     /f n^-i ; 
80  erhält  man: 

—^  ==  ± (Ä,+.  -X,)( Yn+l  +  F.) 

±(i:,-i:,)(F,+F,) 

u.  s.  w. 

db(*.-jr«+,)(F«+F„+,), 

was  offenbar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist. 
Wären  die  im  Allgemeinen  durch 

A-i,    Ak,    Ak^i . 
bezeicbiieten  Punkte  die  Punkte 
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so  bezeichne  man  einmal  vorläufig  die  Punkte 

-"!>      "•>      ^8»      "4»  ••••  "n— 1»      ««»      il«-|-l 

respectiTe  durch 

•^»      ^4»      4ft»     if^,  .•••  A^f-l»      if  1 ,      -4^ 

und  die  Coordinaten  in  entoprecheader  Weise,  so  sind  die  Punkte 

^jt-i,    Akt    Ak^i 
die  Punkte  ' 

und  man  ertifitt  »u«  ttafCbrKch  frieder  gans  eben  so  wie  vorher 
die  obige  Formel;  ersetzt  man  aber  in  derselben  nun  wiederum 

A%9    ^4>     ^»     A^y^...,  Au-\-i9    Ali    j^^ 
respective  durch 

Ali      ^%9      -»«s »      A^j.»,,  An^lf      An  9      An-\-\'t 

so  erhilt  mam 

±(jrt-jf2)(F,  +  Fj 

'  «•  s.  w. 
±  CJr«--a  ^  X^i)  ( F.--«  +  F«-i) 

±(;«.>i^i'„)(F„-i+F„), 

was  offenbar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist. 

Hiermit  ist  nun  vollständig  bewiesen ,  dass  das  bemerkte  Ge- 
setz, wenn  es  bis  zum  neck  gilt,  jederaeit  eaeh  ßir  daa  («4-1)60^ 
gilt,  und  daher  allgemein  gültig  ist.    Folglich  ist  in  völliger  All 
gemeinheit  fifr  jedes  neck,   dessen  Seiten  «ich  nirgends  durch- 
kreuzen : 

u.  s.  w. 

.      J;(jr,_l--X.)(F,_1+F,) 

J:(*.-jr,)(F,+F,). 
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wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
man  «leb ,  um  den  Umfang  des  necke  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

A\  >     A%9     A^ >    .«4,  •  •  •  •  An 

zu  durchlaufen  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewe- 
gung von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  durch  den  Coor- 
dinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  jf  bin  bewegen  muss. 

Weil  nun  nach  2): 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 

A;i-i  — -Xii=a:fi-i-~a:«,     F«-.i  + F«=:y«-i  +  y«— 26; 
-X«— -Xi==««— a:|,     F«  +  F,  =sy„+yj— 26 

ist;  so  erhält  man»  wenn  man  diese  Grossen  In  den  obigen  Aus- 

2J 

druck  von  -; —  einführt,  die  folgende  Formel: 
sina  " 

^;r^  =  ±(^i  -a;«)  (y,  +ya— 26) 

±(:r8-a?4)(y.  +  .y4-26) 

n.  s.  w. 
±  (j:,-i  -  xn)  (y-.i +y«— 26) 
±  (arn — a:,)  (y»  +  yi  — 26) , 

und  folglich,  weil  ofenbar 

26 1  (;ri— «^  +  (^«— ar,)  +  {x^—x^  + ...  +  (^n-i  -Xn) + (a:«-  ar, )  t = 0 

ist: 

2/ 

3) sin-=±(a:,— a:a)(yi+ya) 

±(d?«— ar8)(y«  +  ya) 
±(ar8--ar4)(y8  +  y4) 

U.   8.    W. 

±  (a7«-i  —  a:„)  (y„-i  +  y,,) 
±(«i,-a?,)(5Ni  +  yi), 
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mit  derselben  BeetimiDung  wegen  der  Zeichen  wie  oben,  welche 
Formel  also  gans  allgemein  für  jedes  beliebige  Coordlnatensj^item  gilt/ 

Ans  der  Torstebendeti  Formel  folgt  durch  Anflftsang  der  Pro- 
dacte : 

2J 

o.  s.  w. 

also: 

2/ 

^) ^i^=±(«i.y«— yi^«) 

u.  s.  w. 

±(a:iiyi— yii^i), 

welche  Gleichung  aber  zur  numerischen  Rechnung  weniger  bequem 
ist  als  die  Gleichung  3). 

Man  kann   die  Formel  3)  auch  nach  y^  ^»  y8>«*-«3N  oder 
Xx  9  üp^,  x^,  ....Xn  ordnen  und  erhält  dann  die  folgenden  AnndrAcke: 

±(*i  — «s)»«  T«t(yi— ^8) 

±(^8  —  ^8)^4  Ta:4C5f3— y») 

U.   8.    W.  U.   S.   W. 

Ferner  ist  nach  3)  auch: 
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±(^«  -  ^a)  I  iyt-^yi) .+  (.Vf  -yi)  +  2^1 1 
±  (^8  -  ar*)  t  (ys  — yi)  +  (3(4— yi)  +  2yi  I 
±(^4-^6)1(^4— yi)  +  (y«— yi)  +  2yi  l 

tt.  s.  ve. 

±  (ar«^i  —  «r«) { (yn^i -yi)  +  (»•^Vi)  +  ^^i  t 
±(arn-~j:,)  ((yn— yi)  +  2yi  I, 

also,  weil 

2yi  t  (a?!  — afa)  +  (Är-^) + (a^s— ^4)  +  ••  +  (««-^  -^»)  +  (*«— ^i»  =^  0 

ist: 

2J 

6) -^~=±(.r,— ars)(y«— y,) 

±(^«--^4)(y8— yi) 
±(ar8— ar5)(y4— yi) 

+  (j:4-aro)Cy5  — yi) 

U.   8.    W. 

±  (ar«-2 — a7„)  (y«-i  -  yi ) 
±(^n-i  — a:,)(y,— yi), 

welche  Formel  den  Vortheil  hat,  das»  nur  Differenzen  der  Coor- 
dlnalen  darin  vorkommen. 

Man  würde  diese  Ausdrücke  noch  unter  verschiedenen  ande- 
ren Formen  darstellen  können;  von  vorsdglieher  WichügkeiC  fHr 
unseren  Zweck  tst  aber  die  folgende  Entwickelong. 

Es  ist: 

ar,— 0:4  =  (a:,— a^,)  +  («8— «4),     . 

^8  —  ^5  =  (^—^4)  +  (^4—^*)» 
u.  s.  w. 

a?„-«— o:«  =  (aJn-« — a?«-i)  +  (arn-i  —  »») , 
a:»-i  —  jTi  =  (ar«_i  —  arn)  +  (4?n  —  4:,) ; 

also,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

(^1— ^«)+(^«—^«)  +  (^3— ^4) +  ••••+ (^«-l—^»)  +  (^«  —  ^l)=0, 

offenbar : 
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=  (a:,— Äg)  +  (ae^^a:^  +  (3:4— arn)  + ....  +  (^«-i-^««), 

(0:4-0:4)  +  (0:8—^:5)  +  ....  +  (o:«-.ft— or«)  +(or»-i  — OTi) 
=  -7  (Xi  — o:,)  +  (0:3  —  0:4)  +  (0:4— 0:5)  +  ....  +  (o:„-i  -OTn) , 

(0:,  — 0:5)  +  ....  +  (o:„-2— o:«)  +  (o-„_i  — OTi) 

=  — (^1— ^«)  — (^«•T^8)  +  (*4  — •^5)+  .•-  +(a:H-.i— a:,,), 

u.  s.  w. 

(or«-«*--o:n>  +  (0:^-1^0:1) 

=  — (or,  —  o:»)  — (0:«— Ofj) — ....  — (o:n-t—^l^-«)  +  (^n~i—o:n), 

=  —  (iTj  —o:«)  —  (0:2—  0:3)  —  ....  —  (o:«-2  —  o:«-i) 
und : 

y«—, Vi  =  (:'/« —3^1)» 

ys  — yi  =  (ys— y«)  -♦-  (y^—yi)» 

&€—yi  =  0/4—.«/»)  +  (.vs— y«)  +  (y«— yi). 

y»— yi  =(y5-y4)  +  (y4— ys)  +  (ya— y«)  +  (y«-^yi)» 

U.   6.    W. 

y«-i — yi  =  (y«~i— y«-2)  +  (yn-2— yn-s)  +  —  +  (yn—yt)  +  (y*— yi). 
y«— yi  =Cy«— y«i-i)  +  (yn-i-^y«»-«)  +  (y«-2— yn-^)  +  .•.. 
•••+  (ys— ya)  +  (y2— yi); 

folglich,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  6)  einführt: 

2J 

= zt  (y»-yi)  t  (a?t-a?t) + {a:^-'»^  +  (0:4-0:5)  +  (0:5-0:0)  + ....+ (o:n^i~ora)  I 
±  (y«-yft)t  --(^1  -«a)+(a:8-o?4)+(o:4-or5)+(o:5-o:5)+-.4+  (ai,^i-07i,)  \ 
±  (y4-y8)  t  -  (^i-a:«)-(o:,-o:3)+(o:4-o:5)+(o:6-o:e)  +....+ (o:«-i-o:n)  J 
±CyÄ*^4)l  ^(«i-««)-(^ft-^8)~(^3-'a:4)+CJi:5-o:^)  +....+  (o:n-i~.o:«)  I 

U.  9.  w. 

Jb  (y«T-«— yn-s)  > — (^1  —^2) — (^2— <a:8)  ~  . . . . 

....  —  (o:«-4— OTw-a)  +  (o:»-2  —  o:«-i)  +  (o:«--i — o:») ) 

db(yfi-i— yi»-a)t—  (a:i  —o:^)— (0:2— 0:3)  — (0:3  —  0:4)  — .... 

....  —  (o?«_3  — oTw-a)  +  (o:«-i— 0:«)  I 

±(yii— y«-i)l  — (^j  — a:;)  — (0:2— o:,)  — (0:3— 0:4) -.... 

....  —  (o:«^3  -  o:«-2)  -  (0:1,-2  —  o:«-i)  | , 
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180        erunert:    Ausdruck  des  Fidcheninhaiis  einer  Fipur 

welche  Glekbang  mao  nach  einer  leichten  Trsneronnatiön  Begleich 
aaf  die  folgende  Form  bringt: 

2  J 

T  t  (ya— yi)  («4  -  ^) — (y4  — ys)  (a^a— «i)  J 
TKya— yi)J^Ä— ^4)  —  (y*— y4)(^a— «i)l 

U.   8«   W. 

+ 1  (ya— yi)  (a?ii— arn-i)  -  (y«— y«-i)  (o:«— «1)  \ 
T  t  (ys  -y«)  (*4 — ars)  —  (y*— ys)  (^s — ^a)  l 

T  t  (ys  — y«)  («5 — ^4) — (y«  -  y4)  («8  — ^ä)  • 

a.  a.  w. 

TKys  — y^X^«— ^«-0  -  (y«— yn-OC^t  -  ^a)J 
Tl(y4-y8)  (^5—^4)  —  (y5— y4)(^4-^8)^ 

n.  8.  n'. 

T  { (y4  -  yt)  («• — ««-0  —  (y«  — yn-i)  (^4—^8)  1 

U.   8.   W. 
■     U.   8.    W. 

T  { (y«-« — yn-s)  (a?it^i — ^«-«) — (yi»-i  -  y«-«)  (*n-a  -  op.-,)  I 
T  t  (y«-« — yii-a)  (^« — ^«-i)  -  (y«  -  y«-!)  (^«-a — a?,,-,)  i 

T I  (yn-i  —  yn-a)  (xn  —  a:«-0  —  (y« — y«-i)  (ar„-i  ~  a:»-a) }. 

Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  von  jetzt  an  fSr  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  den  poaitiven  Theil  der  Axe  der  y,  bei 
wilUcührricher  Annahme  des  positiven  Theils  der  Axe  der  x,  so 
annehmen,  dass  man  sich»  om.  von  dem  positiven  Theileder  Axe 
der  X  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen ,  nach  einer  Richtung  bewegen 
mu88,  welche  der  Richtung  entgegengesetzt  ist»  nach  welcher  auf 
dem  Limbus  der  Boussole  die  Grade  von  0  bis  360®  gezählt  sind, 
die  Seiten 


AiA^j     A^A^jf     A^A^,  ••••«  An— i^nt     AmAi 
der  Figur 

AiÄ4^A^A^*m»*  An^^An 

respective  durch 

*lt»      *»>      H49      *4»>  ••••»  *«— 1,  n>      *«!» 
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unmiUMer  äureU  dh  mU  der  Bau$$oie  gemoelUen  MeMiungen.  181 
und  die  an  der  B#ii«eole,  iodem  mao  dieselbe  in 

anfiitellte  uod  respective  nach 

A%9    A^f    A49    A§,  m'^»,  Ams    Ax 
▼isirte,  gemaehteu  Ablesongeo  respective  durch 

«ISf      ttg»      ^M*      Cf45,  ....»  On^l,  «9     €hX\ 

so  bat  man  bekanntlich  *)  die  folgenden  ganz  allgemein  gfiltigeb 
Gleicbnogen : 

^x==«*-i  +f *-i ,  je .  cos(cx-i ,  X-  w) ,  yx=yx-i+»»f-i ,  x.sin(«x-i ,«—»); 

a:A=arA-i+f A-i ,  X .  C08(«A-i ,  Ä-  «),   yA=yA-i+»A-i ,  A.sin(«A-i ,  Ä— «) ; 

also : 

(3fx — y*-i)  (ätA  —  ari-i)  —  (yA— yA-i)  (^x  —  a:x-i) 

=««-i,x<A^i.Atsfn(ax-i,x — »)co8(aiU-i,Ä  — «) 

— cos(«x-i,x—  a))sin(a;i-i,A— »)) 

=  <x~i,  »lA-i,  A8iii(ax-i,  X  —  ou-i,  i) ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

7)  2J=T«it«M»"n(«i«-«M) 
T*i««84«*n(«i«— «84) 
T»i««45»*nKa— «45) 

u.  s.  w. 
=Ftitifi-i,«sin(«,9— o»~i,  1») 

T«W<84«^n(«M  — «84) 
T  Sm<4S  •""  («ta  —  «4i) 

n.  8.  w. 
T««a*^-» ,  «»•«  («%8— ««-1, «) 

n.  8.  w, 

n.  s.  w. 
u.  s.  w. 

T*ii-3  f  «-««ii-i,  «sin {««^5 ,  u-a — «»-1,  «) 
Ti»-«, '«-1*1-1 , «siD(«i»-«,  «-1  —  «1,-1, «). 


*)  HL  s.  in  diesem  Tbeile  S.  86. 2ir.  2>. 
ThcüXXXVIU.  .    12 
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182         Cruneri:    Ausärutk  des  PiätheninfUilts  einer  Tiff^ 

Diese  nach  einem  einfadien  Gesetze  fertttelnneitfefide  i;:iinfe  dl- 
gemeine  Formel  f&r  den  Fläcbeeinhalt  geslattet.die  unmittelbare 
Einffibning  der  gemessenen  Seiten  der  Figuren  und  der  an  der 
Nadel  der  Boussole  gemachten  Ablesungen,  also  der  2§tücke, 
welche  bei  Messungen'  mit  der  Boussole  die  unmittelbare  Beob- 
achtung glebt.  .... 

Für  die  Messung  mit  sogenannten  Springständf9ii  lassen  sich 
ähnliche  Formeln  entwickeln,  wobeies  jedoch  nothig  ist ,  die  bei- 
den folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so  nehme  man.  an,«  dass  die 
Boussole  in  den  Punkten 

-««»      "«4»      ««»     -"§»   ....,  An, 

aufgestellt  worden  sei ;    dann  hat  man  mit  Anwendung  ganz  ähn- 
licher Bezelcbnungtsn  wie  vorher  die  folgenden  ^Weichungen: 

«t  =  a:i— #|g.cos{aai  — (o).  yt=^i  r-*ia.sin(aai-«); 
0:8=^9+ Stt.cos(a„  — od),  ^3=^2  i«^s»n(«is -®); 
af4=:a:a— is4.cos(fi?ja  — w),    y4=y8-*84»*«n(«48-®); 

^5  =  ^4+*45-COS(«45— »)*     ^S=y4  +  *4^- »'""(«45  ^  «)  *» 
u.  S.  f«^. 

ar«-.,  =  j:«-4  +  s«-4,  «-9 .  cos  (o«-4 ,  »-j  —  ta) , 

y«-8  =  ,V"-4  +  *«-4 ,  «-•  •  ««n  (««-4,  n-» — «) ; 

jta-a  =  ar«-,  —  i«-, ,  «-t .  cos  («n-s ,  «-3  —  cd)  , 
yn-a  =  yii-t  —  *«-• ,  n-« .  sin  (««-« ,  «-3  —  «) ; 

Xm^i  =  d?»-«  +  s«-a,  «-1 .  cos  («n^t ,  M.i  —  m) , 
y«,-i  =  ya-a  +  $n^% ,  «-1 .  sin  (a«-a ,  «^1  —  o») ; 

ar«     =  a:«-i  ~  ««-i , «.  cos  C«»,  «-i— »), 
y«      =yii-i— «ii-i,i..«»in(a«,«-i— Q)); 

jTi      ss^Tn-f  iRi.eosCotMi — »),  * 

yi      =yii  +  iia.sin(art  — »); 

und  folglich  nach  dem  Obigen ^  wie  man  leicht  findet: 
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unmMMar  äurcä  die  mU  der  BomseU  0€maeAt€n  äfmungen.  |8S| 

Tint«»4»»(«ii-«^)  , 

n.  8.  w. 
T*i«««-i,  »«»n  («%i — «1,,  «-a) 

±^  i,-i , «  sin  (ojt3  —  cu,  n-i) 
a.  s.  w. 

T *»4*«-l ,  "  «*"  («48  —  ««,  n-x) 

U.   8.   W. 

i  ....... 

U.    8.    W. 

±««-8,  ü-«*»-«,  n-isini;«»-«,  «-3  —  ««_«,  a-i) 
T««-3,ii-«*«-i,  »«."**(«"-»,  »-8-"«»,«-a) 
+*«-«,  n-i  ««-1 ,  n  8in  (aiH-a,  «-1  —  «n ,  n-i). 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  Ist,  80  istelie,  m^ini  die  Bouasole 
in  den  Punkten 

Alf    '4i,    2<5,    i^jr*, '..•«,  Am-'-  '• 

auf/ und  hat  dann  die  folgenden  Gleichungen : 

^3  =  ^t  — *s»co8(a8^—  »),    3(8  ==y»-%» .8ln(«,g-oi) ; 

^4=^8  +  *84C08(a,4-l»),     ^4  =  ^3  +  *84«n(«84- »)  ; 

arj  =  ir4—  *48 .cos (o?^  —  w) ,    ^5 = y^  —  *48 • »"» («^ — 'v) ; 

I  U.   8.   W. 

OTn-«  =  i»ii-8  —  ««-8  ,  *»-•  •  CO«  (««-«,  «-8  —  «), 

J?»_l  =  a:«i_«  +  *n-«,'  n-l .  C08  («n-a,  «-1  —  od)  , 
y„».i  =  y«-2  +  #«-a ,  «-1 .  sin  (a«-« ,  «-.^  —  ») ; 
*   üf«'    =arn-i— f «-1,11.  cos  (of«,'»_i—.»),  '    ' 

yn     —y«-:!  — iii-i,ii.8in(a«,«-i  — od); 

OTi     =:?4%i'f  <ia.C4>a(fiia^a)» 
yi      =3N  +  «ia.flin(a,i— ca); 

12* 
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184        GfMMrt:    Autdruek  4es  FWekemnäom  einer  f^l§ur 
also  nach  7):  •      .       •    .       .    ?      ^ 

8*)      2J  =  ±iuH5 »«n(«i«  - «8«)  '    I 

T«iÄi84sin(«n-a84) 
±*i«*45»>n(«ia— «54) 

T*w««6»>n(«i«--«6«) 

n.  8.  w.  ' 

±«12*ii-.l,  nSin  («11  —  Ä»,  n-l) 
±«««84«»n(«8«  — «84) 

T5«8*45«in(«8«  — «54) 
±H8**6»"*(«8«-«^) 

U.   6.    1¥.  ' 

±*84«48»»n(«84-««4) 
T*84«6««»n(«84  — «m) 
U.   8.    W.     ' 

±  ^4^-i , "  «>n  («84  —  «« ,  «-0 

U.   8.    W. 
U.  8.    K. 
+  «»-8 ,  «-«  *n-2 ,  »-1  sin  (o«_2 ,  »-J  —  On-f ,  «-l) 

T*i-t ,  n-««ji-i,  «sin  (««-«, «-3  —  a«,  „-1) 

Ffir  die  Zeichen  gilt  in  allen  diesen  Formeln  die  aus  dem 
Obigen  bekannte  Regel ,  die  man  jedoch  jetzt  ffir  den  yorliegen- 
den  Zweck  am  Besten  auf  folgende  Art  ausspricht:  Man  muss  in 
den  vorstehenden  Foirtn^ltt  für  den  Flächeninhalt  des  necke 

Ai  A^  A^  A^ . .  •  •  An 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen ,  jenachdem'^  man  sich» 
um  den  Umfang  dieises  nbck6''nach  der  Ordnuti^  der  Ecken 

ZU  durchlaufen*«  in  ungietchem  oder  gleichem  8inne  mit  der  Rich- 
tung bewegen  muss,  nach  welcher  auf  «dem  Limjl>qs  der  Bous- 
sole  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind. 

Die  Formel  7),  welche  dem  Falle  entspricht,  wenn  die  Bous- 
sole  in  allen  Punkten  der  Figur  aufgestellt  worden  ist«  wollen 
wir  noch  an  einem  Beispiele  erlSutern.  Da  mir  gerade  keine 
wirklichen  Messungen  auf  dem  Felde  mit  dcv  Boussole  zu  Gebote 
standen,   so  zeichnete  ich  mir   auf  dem  Papier   eki'  Sechseck, 
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unmHieibar  durch  1H0  mU  der  Baustoh  gemaekten  MesMungen.  185 


desMo:  {Selten  mit  eiueniirefjäBgtfiji  NaMestahe,  bei  wel- 
ebem  26i.  Riitheji  ee/  den  pr«uaiiUidi0n.)Pecii|Mtl9DU  ;  gfii^^efuiet 
weieBr  lend  aMMMe  lUe  Winkf^ibeetinommeigl^r^it  ejper  .Orieotir- 
Boaeeole  aof  dem  Papier»  so  daas  also  von  einer  gCiWiasei)  .Ge* 
naoigkeit  hier  gar  nicht  die  Rede  sein  kann»  aof  welche  mir  ea 
auch  gar  nicht  ankam»  da  ich  bloaa  ein  fiechnnngs- Beispiel  Rir 
die  Formel  7)  haben  wellte. 

Die  gegebeof^  Figur  war  .dna  Sechseck 

und  die  Ordnnn^.der  Ecken  war  mit  der  Rjcbtung,  nach  welcher 
auf  der  Booasole  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind,  gleich- 
stimmig.  Da  man  also  hiernach  in  'der  ^Pormd  7)  die  unteren 
Zeichen  nehmen  ^muss,  eo  bat  nlail  ftlr  i^en^  Fall  des  Sechsecks 
die  folgende  Forppeh 

.•:•  älcq      <is%BSin(0|»— .0^)    ^.  . 

woraus  maaisgleicb  aUtä,  wie  leicht  diese  Formeln  ihres  sehr 
einfachen  Gesetses  wegen  im  Kopfe,  zu  behalten  sind. 

Aus  den  freilich  nur  sehr  rohen  Messungen^  die  aber  für  den 
vorliegenden  Zweck  vOllig  genflgen,   ergab  sich: 

.      M^^  =  470,2'  =472'  .  «12  =  Ö3«  .46' 

s„=r69.8=698  093  =  132.30 

Is4  =  38  .8  =388  034  =  338  .46 

143  =  32  -^  =324  oj^  89  .45 

133  =  48.7=487'  033=518.30     ' 

131=87.2=872  A3,  =223  .30*) 


*)  s^i  ond  o^i  waren  mit  i^emeiseR  wordfn^,  ^ind  «lier  zur  Berech- 
nung des  Flächeninhalt«  nicht  erforderlich.  "T^atorlich  können  die  oben 
stehenden  Grössen  den  beiden  Bedingangsglei^h^ungen ,  die  x wische»  den- 
selben jedcHt^  Mi^ii  Andfa  masaen,  nlebt  vollständig  genügen. 
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1^       ^ruitert:    Mtäruek  de*  FtächeninIMti  etmrHfur 
•  "  Also-  %M  IBM  Alg«tiile  'tMt^ftmmn  i-  if0'ii9  ihr«»  lütm^tttm 

WAfdfert-rirtdi ■  "■     ■'■■'■  ■•'■■  •••  .    '  ■••  •■  '"■•  ••■  ■-    •• 

«,,—«»»4=— 278  .  0-"{+«5'>.  0)>  >"      •••■  ■  i 

«11-««=-    «  •'  'J^   •  '(-'  •'  •  •)■  ''"     ■    '•'' 
«tt-tsi^-^'^  *''»*'   «^+74  .45) 
'■•^    •  ■  '  ■'     ■  ^  -»«i-^ai^i^'-WB  .18   ^  ■('+46'  .IJSJ-'  •    '\  ••■■       ' 

«H4— ««=  +  269  .  0      (— 88;'ö)'  ' 
aM-«M==-f'  S<^  •>>Ki  •    (+*.15) 
«46— «a»=^^2tö  .48  •    t+«8  .48) 

I«gjte=2.77«70;i  ., 
logsin  («,a— <te)=9J|Q942|DL  , 

M20e6%. .  itBffi.  =-263068.0 
loK«i9=^2,e7394e 
logt,«  =12,888883 
logain  (g^a— «>4)  =9.998844 

^2N116      Mmk  :ii:  -f  i«a4a9^i>      ■ 
log*„=2,e73942 
log*« =2,610548 
logsin(«|,-  «r4a)=9.019235« 

4/203722,   num.=—  18988.3 
log*,a=ä.673942  '.' 
■  log*«,  =  2,687829 
logsln(<^—aM) =9,984432    .   . 

5,345903   num.  =  +  221770,0 

log*„  =2,776701 

log*M=2,588832 

log  sin  («s,  —  Of^)  ;=  9,645706 

8,611239   n«m.=*M0»»t,7 
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nun).  9-1-  30441,4 


num.  s  - 126092,9 


nnmltteUar  durch  ät*  mit  d$r  ßou$MaU  gemoekun  MutttniM'  187 

log«M=%776701 

log<M=2,610645 

logsiD(aaa— a4i)=9.948910 

6,236156       nom.  =  -f  172248^8 

log<u  SS  2,776701 

log'M  =2,687529 

l4^sin(«B— aM)=9,0i9235 

4,483466 

log<M=2>^^SS832 
log(4s=2,510545 
log8in(as4  —  ««f) = 9,999934a 

5,099311. 

log<M=:%BS8832 

•og«i«=2,687629 

log  sin  (og«  —  «m)  ^=9,539223 

4,816684       nun.  =  -1-  66401,0 

log*«=2,5r0645 

log  *M  =2,687629 

log  «in  (045  —  c^) =9,969420 

5,167494      num.  =  + 147059,7. 
Also  tndet  m»ii  den  Inhalt  doreh  folgend«  Rechnung : 

-263065,0 
+  182439,2 

—  80626,8 

—  16986,3 

—  96611,1 
-1-221770,0 
+  125158,9 
-I- 102621.7 

-^  227780,6 
4-172248,8 

+  400029,4 
+  30441,4 
+  430470,8 

—  «6692,9 
+  304777,9 
+  66401.0 
+  370178,9 
+ 147069.7 

2J=517238,6 
7=268619,3r. 
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188  Carl  Friedrich  Gausi  Werke. 


Jan. 

Carl   Friedrich  Gauss   Werke. 

Herausgegeben  von  der  Königlichen   Geseilschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Göttingen. 


VorbemerkuDg    des   Herausgebers. 

Die  Königlicb  Hannoversche  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
in  Gottingen  hat  beschlossen»  eine  vollständige  Ausgabe  der  Werice 
von  Gauss  in  sieben  Bänden  in  Quart  zu  veranstalten,  wodurch 
Dieselbe  sich  den  grossten  DanlL  der  Mit-  and  Nachwelt  erwerben 
wird»  Diese  Werke  sind  ein  ewig  unvergSnglicbes,  hoch  erhabe- 
nes Monument  deutschen  Scharfsinnes,  deutschen  Fleisses  und 
deutscher  Grtisse,  sowohl  im  Allgenieiuen ,  als  auch  in  unserer 
herrlichen  Wissenschaft  im  Besonderen,  und  die  Veranstaltung 
einer  vollständigen  Ausgabe  derselben  in  schönster  und  trefflich- 
ster Ausstattung  durch  die  Königliche  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften in  Gottingen  ist  ein  fiir  alle  Zeiten  denkwürdiges  Factum 
in  der  Geschichte  der  Mathematik,  von  welchem  auch  in  diesem 
Archive  Act  zu  nehmen  d^r  Herausgeber  fvlr  eine  besonders  freu- 
dige  Pfliclit  erkennt.  Für  die  Leser  des  Archivs  muss  die  von 
der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  erlassene  An- 
kündigung der  Gesammt- Ausgabe  der  Gauss'scben  Werke  schon 
deshalb  Oberaus  wichtig  und  interessant  sein,  weil  sie  darin  ein 
vollständiges  Verzeichniss  aller  Arbeiten  des  grossen  Geometers 
finden,  weshalb  der  Herausgeber  durch  einen  ganz  unverkfirzten 
Abdruck  dieses  wahrhaft  historischen  Docunients ,  wie  er  im  Nach- 
stehenden —  und  zwar  im  Archive  selbst,  nicht  bloss  im 
Literarischen  Berichte  —  gegeben  wird,  dem  Interesse  «einer 
Leser  am  Besten  zu  dienen ,  und  auch  am  Meisten  die  Würde  des 
Gegenstandes  im  Auge  zu  behalten  geglaubt  hat. 

Greifswald  am  26.  März  1^2.  Der  Herausgeber. 
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Nach  dem  IM«  von  C.  F.  Gati««  liat  die  KSnigKcbe  4j«mII- 
scbaft  der  Wisaeoeehailen  s«  G^ltingen  die  Herave^abe  eeme« 
literarischen  Nachlaase«  übernoromeD.  Da  aber  viele  seiner  ge- 
dr^uckten  Werbe^  namentlich  die  Disquisitiones  arithmeticae,  schon 
seit  langer  Zeit  nicht  mehr  im  Buchhandel  sind  und  der  Wunsch 
nach  einer  neuen  Auflage  derselben  immer  reger  geworden,  so 
hat  die  Königliche  Gesellschaft  beschlossen,  eine  Ausgabe  von 
Gauss  s&ainiiliGh^s  Werken ,  mit  Einschloss  des  Nachlaases,  zu 
▼eraBstalten. 

Von  den  g^di^ockten  sind  noch  mehrere  Im  Buchhandel  vor- 
banden» wiewohl  theils  In  wenigen  Exemplaren,  wie  die  Tbeoria 
motos  coi^porqm  coelestfum»  theils  als  Bestandtheile  grosserer  Sam- 
melwerke» wie  die  in  den  ,» Abhandlungen  der  Königlichen  Gesell- 
schaft der  Wissenscl^iften  %u  Glltlingen'^  und  in  den  »,  Resultaten 
ans  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  in  den  Jahren 
▼on  1896  bis  1841''  etithaltiSMtt.  Es  hing  daher  das  Erscheinen 
der  „SSmmtlicben  Werke*'' des  grossen  Verstorbenen  Ton  der  Zu- 
stimmung der  Verlagsbandlungen  jener  Werke  ab.  Um  »€f  mehr 
▼erdient  es  dankbare  Anerkennung,  dass  diese  Buchhandlungen, 
in  dem  Bestreben»  das  höhere  Interesse  deutscher  Wissenschaft 
in  diesem  Unternehmen  zu  befördern,  auf  die  von  Her  Kdniglioben 
Gesellschaft  an  sie  ilenhalb  ergangene  Anfrage  ohne  alles  Beden- 
ken ihre  Zustimmung  zu  ertbellen  sich  bereit  gefunden  haben; 
Mos  die  Buchhandlung  von  Andreas  Perthes  in  Gotha,  welche 
die  Tbeoria  niotos  corporum  coelestium  in  Ihrem  Verlage  hat, 
▼ersagte  die  Zustimmung»  und  es  haben  auch  die  mit  derselben 
geführten  EntscbSdIgnngs- Verhandlungen  zu  keinem  Resultate 
geführt.  Es  wird  also  vor  der  Hand»  bis  die  Verlagsrechte  er- 
loschen sind .  die  Theoria  motus  von  der  sonst  vollstSndigen  Aus- 
gabe ausgeschlossen  bleiben ,  den  Fall  jedoch  ausgenommen ,  dass 
eine  zweite  Auflage»  nachdem  die  wenigen  von  der  ersten  noch 
vorhandenen  Exemplare  vergriffen  worden,  nicht  zu  Stande  kom- 
men sollte. 

Von  grosserer  Wichtigkeit  fär  die  Wissenschaft  ist  die  Ber- 
ausgabe  des  handschriftlichen  Nachlasses,  welcher  durch  seine 
Reichhaltigkeit  und  Bedeutsamkeit  fOr  den  ganzen  jetzigen  Zu- 
stand der  Wissenschaft  in  stofflicher  sowohl,  wie  historischer 
Beziehung  hohes  Interesse  bietet. 

Zu  diesem  Zwecke  haben  die  Gaussisehen  Erben  nicht  Mos 
alle  auf  sie  flbergegangenen  Antorrsehte  an  die  KSnigliebe-  Ge- 
sellschaft der  WisMiischaften  ÜbertragSD»  sondern  haben  auch 
aber   den  ganzen  wissenschaftlichen  Nachläse-  ni  sefeher  Weise 
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terftgt,  idass  der  Könif  lieheo  GeselUGhafft  der.  WiasoMcbaften 
iKe  fienittsiHig  desselben  voUkommen  frei  geetelit  laC. 

,  Zagleich  ist  durch  die  Liberalität  der  Königlich  Hannoverschen 
Regierung  die  Gaussi  sehe  Bibliothek^  in  welcher  sich  sehr  zahl- 
reiche, handschriftliche  Bemerkungen  von  grossem  Werthe  vorfin- 
den, zu  diesem  Zwecke  gewonnen  worden. 

Sofort  nach  dem  Tode  des  grossen  ManseS'dVarile  die^Aiu- 
JFflhrHng  des  Unternehmens  beschlossen.  Aber  es  erlitt  dadnreh 
eine  Verzögerung,  dass  Lejenne-Dirichlet,  welcher,  an  seine 
Stelle  nach  Gottingen  berufen,  die  Bearbeitung  des  ganzen  hand- 
schriftlichen Nächfasses  (ibernommen  hatte,  ebenfalls  der  König- 
lichen Gesellschaft  unerwartet  durch  den  Tod  entrissen  wurde, 
und  zwar  ohne  von  den  durch  ihn  fHr  die  Herausgabe  weit  geför- 
derten Vorarbeiten  etwas  schriftlich  zu  hinterlassen. 

.  Diese  Verarbeiten  roussten  somit  wieder  von  vorn  begonnen 
werden.  Es  sind  daher  die  sänimtlicheii  Mannscripte  von. Neuem 
geordnet,,  nach  ihrem  Zusammenhange  mit  allen  fibrig^n  Ga^nss- 
ieebeii  Arbeiten  durchforscht  und  theils  unter  einander,  theils  mit 
den  schon  gedruekten  Werken  in  die  fSr  das  Verständniss  fiber- 
sichtlichste und  zweckmässigfite  Verbindung  gebracht  worden. 

Die  sümmtlichen  Werke,  die  gedruckten  sowohl,  wie  die  an^ 
gedruckten,  sind  nach  ihrem  lohalte  in  mehrere  Hauptgruppea 
vertheillt  worden.  Die  erste  Gruppe  umfasst  das  Gebiet  der  höhe- 
ren Arithmetik,. die  zweite,  dritte,  vierte  und  fünfte  umfassen  4f»r 
Reihe  nach  aas  der  Analysis  die  Gebiete  der, algebraischen  Fqnctio- 
nen,  der  Gaqssischen  F- Function,  der  elliptischen  Functionen 
und  der  Interpolations-Rechniing,  die  sechste  das  Gebiet  (|er  ana- 
lytiscben  Geometrie,  die  siebente  das  der;  Methode  der  kleinsten 
Qiudcate,  die  achte  das  der  mathematischen  Physik,  die  neunte 
daa  der  Astronomie. 

In  jeder  Gruppe  werden  die  schon  früher  publicirten  Schrif- 
ten, meiet  in  chronologischer  Folge,  den  ersten  Platz  einnehmen. 
Die  eigenthdmlicfaen  Gesichtspunkte,  die  Gauss  selbst  in  kur- 
zen Berichten  von  vielen  seiner  Abhandlungen  in  den  Göttingischen 
gelehrten  Anzeigen  gegeben,  oder  einzelne  8Stze  und  Methoden, 
die  er  darin  besonders  hervorgehoben  oder  erläutert  hat,  iiessep 
es  zweckmässig  erscheinen,  den  Abhandlungen  jeder  Gruppe  diese 
«Selbalanzeigen  folgen  zu  lassen ,  denen  sich  alsdann  noch  die  von 
Gans«  herröhrenden  Reeenaiaoen  anderer  Werke,  die  dem  In- 
,  halte  4er  6n4»pe  angeMre»  eder  In  nficfaeler  Bei&shmig  dam 
sieben,  aeecblie«aMu 
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..  'J>^oiStehtn8»  jeder  »fiirttppe  bilden  die  vn  NadilMS  vorbei«»- 
denen 'Sdiriftdn/  <ibdr<  welche  «iibeh.  Mgiende  Bemerlningeii  hier 
Platz  finden  mögen.  .  .    .      .     • 

Unter  den  im  Nachlass  vorgt^fmidenen  Sehriften  iedra  ^h 
zahlreiche  Manuscripte,  deren  Inhalt  in  den  von  Gauss  selbst 
publicirten  Weriken  schon  vollstisdtt: .  enthalten  ist.  E«  ist  %ls 
R^gel  angenommen,  dieselben  unberücksichtigt  zu  lassen,  ausser 
wo.  ejn^  in  ihnen  niedergelegte  Methode .  eine  theilweise  VerGf- 
fantlichung  wiinscbenswerth  erscheinen  Hess. 

I  .  Zn  den.'verg^lundenen  ScbTifte»^  welche  abgedinckl  werde», 
geboren  vor  «Allem  lUe  achte  iSection  der  IHsqaaskiones  affithane- 
ticae  und  «inl^e  vollk4vinM<B  druckfertige  Mannseripte,  unter  -an^ 
dem  «ine  Abbfttdlung  über  Intorpolaüofn  und  eine  lÜMr  die  Stö- 
rungen der  Palla».  Andere  Maooscripte  dagegen,  Ten -denen  sieh 
oft  viele  auf  einen  und  denselben  Gegenstand  beziehen  und  gegen- 
seitig ergänzen,  stammen  meist  aus  seht  verschiedenen  Zelten 
Mnd  finden  sich  90  zerstreut»  dass  sie  zum  Zvieck  ^der  Ver^IEßu^- 
lichung  erst  sorgfältig  zusammengestellt  werden  mussten;  auch 
sie  werden,  nur  mit  Vermeidung  unnothiger  Wiederholungen,  un- 
vermindert abgedruckt  werden.  An  einigen  Stellen  haben  jedoch 
kurze  Noten^hinzugefiigt  werden  mfissen,  um  den  Zusafnroenhang 
herzustellen  und  das  Verständniss  möglich  zu  machen.  Zu  diesen 
Schriften  aus  dem  Nachlass  gehören:  die  Bestimmung  der  Ansagt 
der.Cbsseuder  binären  Formen«  die  Fortsetzungen  zu  d^enpublj- 
cirten  Abhandlungen  ober  die  biquadrafischen  Reste  und  die  Un- 
tersuchungen über  elliptische  Functiouen. 

Von  diesen  Gruppen,  in  welche  die  sfiromtiichen  Werke  threm 
Inhalt  nacft  vertheift  Sind,  wird  die  erste  in  zwei  Bftndeh  erschei- 
nen, dl^  twelte,  dritte,  vierte  und  fünfte  werden  den  dritten  Band 
bilden,  die  sechste  und  siebente  den  vierten  Band,  die  achte  wird 
den  fünften  Bund  uwd  die  neunte  die  beiden  letsten  BM4e  an- 
fassen« 

Sämmtliche  Werke  werden  also  in  sieben  Bänden  unter  fol- 
genden  Titeln  erscheinen: 

I.  Disquisitiones  arithmeticae. 

II.  Hrihere  Arithmetik. 

III.  Analysis. 

IV.  Geometrie  und  Methode  der  kleinsten  Quadirate. 
V.  Mathematis.che  Physik. 

VI.    Astronomie, 
VII.    Theoria  motus  corporum  coelestium. 

Die  Theoria  motus  corporum  coelestium  isl  zuktst  festeilt 
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Wordfell,  filr  ^eo  Fall,   dass  Ihr  Erscfc^neD  erst  iiäcb' BrUlscben 
lier  oben  erwäbeten  Verlagsrechle  ermöglicbt  werden  «bOte. 

Zur  näheren  Eineicht  diene  endlich  folgende  auefUirlicbe  In* 
tiakeangabe  der  einzelnen  Bände. 

<  BAND  I.    DI8QUIS1TIONES  ABITHMEnCAE. 

(Dieses  im  Jahre  1801  erschienene  Werlc  wird  hier  in  unver- 
änderten!  Abdruck  wiedergegeben,  nur  werden  zur  besseren  Deber- 
sicht  die  Hauptformeln  in  eingerückten  Zeilen  hervorgehoben,  die 
einzelnen  Abschnitte  und  die  Seiten  mit  den  aas  dem  Inbaltsver- 
leiebnisse  entnommenen  Ueberschriften  versehen.  Diejenigen  No- 
tizen, welche  Gauss  in  sein  Handexemplar  eingesclirieben  bat, 
und  die  meist  die  Data  der  Entdeckung  der  Ha«fi4sätze  angeben, 
werden  als  Anbang  In  diesen  Band  aofgenommen.) 

BAJND  n.    HÖHERE  ABtTHMSTTIK. 

Äöhandhtnffen.    Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova  (tertia). 

(1808.) 
Suramatio  quarumdani  serierum  singularium.    (1808.) 
Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis 

demonstrationes  et  amplificationes  nov.    (1817.) 
Theoria residuorumbiquadraticorum.  Coinm.I.  etil.  (182S.  1831.) 
Selbstameigen  dieser  fünf  Abhandtungen. 
Awieigen.    (Dalberg)  Recherches  sur  l'irr^ductibilit^  Arltbmi^tfi- 

que  et  Göom^trique  des  nombres  etc.    (1809.) 
Chernac  Cribrum  Arithmeticum.     (1812) 
Burekbardt  Tables  des  divi«eurs.    (1814.  1816.  1817.) 
Etrchinger  Construction  des  Siebetosehnecks.    (1825») 
See  her  Untersuchungen  über  die  Eigensefaaften  der  positiven 

ternären  quadratischen  Formen«    (1831.) 
Naehia^s*    Disquisitiones  aritbmeticae,  sectie  oetava.  *  •   . 
Disquisitionum  circa  aeqiiätiones  puras  ulterior  evolutio. 
Demonstration  de  quelques  Th^oremes  concernant  les  pi$rio- 

des  des  elasses  des  formes  binaires  du  second  degri$. 
Bestimmung  der  Anzahl  der  Classen  der  binären  quadratischen 

Formen. 
Geometrische  Seite  der  ternären  Formen. 
Theorie  der  biquadratischen  Reste. 
Neue  Theorie  der  Zerlegung  der  Guben. 
Quadratorum  numeris  primis  divisorum  resldua. 
Verwandlung  gemeiner  Brflche  in  DecimalbrOche. 
Frequenz  der  PrimzabTen. 
Zur  Cydeteebnie. 
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.3iWNDia     ANAIiYSIS.  .   .'.   .^ 

A.    Algebraische  FoRctiötf^ii.' 
Ahhandhmffen.    Demonstratio  oova  theorematis  omnem  fiinctionein 
algebraicam  rationalem  integram  etc.    (1799.) 
Demonstratio  nova  altera  theorematis  omnem  functioiiem  alge* 

bralcam  rationalem  Integram  etc.    (1815.) 
Theorematis  de  resolubilitatefunctionnm  algebraicamm  integrer. 

in  factore^s  reales  demonstratio  tertia     (1816.) 
Beweis  eihes  algebraischen  Lehrsatzes.    (1821.) 
BeltrSge  tot  'Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.    (t849.) 
8eUmtam$eiffen  der  zweiten,  dritten  und  fflnflten  Abhandlang. 
Ameigen.    Coytier  Recherches  mJuthtfmatfques  oo  diverses  qne- 
stfons  non  r^solnes  ou  dont  la  Solution  etc.    (1813.) 
Foorier  Analyse  des  i^qnations  diStermin^es.    (1833.) 

B,    Gaussische  F-Function.  .     . 

Mhanähmgen.    Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam  etc. 
Pars  prior.    (Art.  1--37.)    (18I2,) 
Methodus  nova  integralium  valores  per  approximationem   io- 
veniendi.    (1814.) 
SMstameiffe  dieser  beiden  Abhandlungen. 
Nmehlasa,    Determinatio  seriei  nostrae  per  aequationera  differen- 
tialem  secundi  ordinis.     (Art  38—57.) 

€.    filliptiscbe    Functionen. 
Abhandhmg*    Determinatio  attractionis,  quam  in  punctum  quod^vis 

positionis  datae  exerceret  planeta  etc.    (1818.) 
aetb9tcamelge  dieser  Abhandlung. 
Naehi099.    Zur  Theorie  der  neuen  Transcendenlen. 

Am^e*  Pfaflr  Metfiodns  generalis,  aequatiohes  differentiaruni 
partialium,  nee  non  aequationes  etc.    (1815.) 

Naeklass.    Theofia  Interpolationis  methodo  nova  tracfata. 

Bemerämiffen  über  nuahema$(sche  Tafeln.  (Gauss ische  Loga- 
rithmen, Tafeln  von  Prasse^  ^«ga,  Pasquich  etc.) 

BAm)  IV.    GEOMBTTRIE  UND  METHODE  DER  ÄLEIlffSTEN 
QUADRATE. 

A.    Geometrie. 

Allgemehie  Aaflttsong  der  Aufgabe:    die  TMIe 
einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  andern  etc.    (1822.) 
Disquitfltlenes  generales  circa  svperficies  carvas.    (1827.) 
Untersuchungen    über  Gegenstände   der   hohem   Geodftsie. 
,  Abhandlung  L  und  H.    (1843.  1846.) 
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8elb9tanitelgen  der  zweiten,  dritteB  mid  vierten  Abhandlung. 
VerscMedene  ÄvfsdU%e*    ZusSts«  xor .  Geemielrie  der  Stellung  von 
,     C^rnot^  iibersetzjt'von  $c.|^i^ii|i^cher^    (^104^'    • 
Bestimmung   der    grüssteo    Ellipse »    welche.  d|fi  vier   Seiten 

eines  gegehepeu  Vierecks  berührt^  -  (J^jO,)     , ,    . 
Auf  losung  einer  geometrischen:  Aufgabe  (betreffend  4&a  ebene 

^»nfeck).    (18?4.), 
Elementare  Ableitung  eines  i^uerat  von  li«^endre  aufgestell- 
ten LehrsatzQ«.  der  sphärischieD  Trigonometrie.    (1841.) 
Äim^!^^"  Mollweide.de  Methoda.|ib  Arc.bBnif»de  adhthita  ad 
rationem,  ip  qi»a  inter  iie  «unt  latiis  etc.    (18Q^> 
Monge  Geometrie  desmriptive, .  (1813,)    . 
Her «»ch e  I  .über  eine  merkwijcdig^  Aawepdnog  des  Co t e s  Ischen 

Lehrsatzea.    (18140 
Mollweide  über  eine  dunkle  Stelle  in  Plato's  Menon.  (1814.) 
Schwab   Comm^ntatio    in    primüfn    elementorum    Euclidis 

libram.    (1816.)'  .      m      . 

Metternich  vollständige  Theorie ' der  Parallel-Llnlen.  —  Mul- 
ler, Theorie  d#r  Parallelen.     (1822.) 
NaeMiUS.    Pothenotsche  Aufgabe. 

Zu  den  Untersuchungen  ilber  Gegenstände  der  hOhürn  OeeiMMr' 
Pentagramma  mtrificani.  '••'    •»    •' 

Zur  Geometrie  der  Lage. 

B.    Methode   der  kleinsten    Quadrate. 

Abhandlungen.    Theoria  con\|)inatioois  observationum  erroribus  ml- 
nimis  obnoxiae.     Pars  I  et  II.    (1821..  1823,} 
Supplementum  Theoriae  combinationis  observationtini|^  (}^) 
SeibsianMeigen  dieser  Abhandlungen. 

Verschiedene  Anwendungen.    Bestimmung  d^  Genauigkeit  d^f  Be- 
obachtungen.   (1816.) 
Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  eine  y^^g^be 

der  practischen  Geometri.e*.   (18?3.)     ..  ^        .•     ,  ^ 

Aowendung  der  Methode  der  kleinsten  ,Q|iadrate  auf  chrono- 
metrische Längenbestimroung.    (182^.) 
Anweiidung  auf  Bilanzrecbouog  der  Wittwencasse.    (1845,) 

BAND  V.    MATHEMATISCHE  PHYSIK. 

AbäMdhmffen.     Theoria   attraetlonis    oorporm»    sphBuneMiaewsi 

ellipticorum  homogeneorum.    (1813.) 
Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  MeohanUc..  (1829.) 
Princlpia  generalla  theoriae  figurae  fluidorura   in  statu  aeqal- 

librii.    (1830.)     /:      .-:  ;r  : 
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lotensitas  vis  magnettcae  tefrestrW  äd  mensaram  abaolutam 
revpc^til.  ..(1«33.) 

Allgemeine  l^heorie  des  Erdmagnetismus.    (1838.) 

AUgemeiae  Lehrsätze  in  Beaieliang  aaf  die  im  iredbelivte»'VM 
hSltiiisse  des  Quadrats  der  Entfenrang  «ric.    (1839.) 

Diot^trisdie  OtttersiieUnngen.    (1840.) 
Seibstanneigen  iet  ersten^  dritten ,  vierten^  sechsten  und  sieben- 
ten AblianifhiDg.  ^        - 

YetMCkiedene  Atif^äHe  üder  Magnetismus,  flrdmagnetfsmus 'tiiid 
Magnetometer.    (1836.) 

Einleitung  in  die  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  mag- 
netischen Vereins.    (1836.) 

Ein  neues  HOlfsmittel  fSr  die  magnetisch.  Beobachtungen..  (1837.) 

Ueber  ein  neues,  zunSchst  zur  unmittelbaren  Beobachtung  der 
Verinderungen  In  der  Intensität  etc.    (1837.) 

Anleitung  zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  einer  Mag- 
netnadel.    (1837.)  '" 

Oeber  ein  Mittel,  die  Beobachtung  von  Ablenkungen  zu  er- 
leichtern.   (1839.)  ' 

Zur  Bestimmung  der  Constaiiten  desBifilarmagnetometers.  (1840.) 

Torschriften  zur  Berechnung  der  magnetischen  Wirkung,  welche 
ein  Magnetstab  in  der  Ferne  ausübt.     (1840.) 

Ceber  die  Anwendung  des  Magnetometers  zur  Bestimmung 
der  absoluten  Declination.     (1841.) 

Beobachtungen  der  magnetisch.  Inclination  zu  Gottingen.  (1841.) 
ÄMflfäH^  äöer  perscki^dene   (ktfensiände  der  nuahematischen 

Pnpsvf» 
Faodamentalgleichiiiigen   für  die  Bewegung  schwerer  Korper 

auf  der  rotirenden  Erde.     (1804.) 
Oeber  die  achromatischen  Doppelobjective ,  besonders  in  Rflck- 

sieht  der  vollkommnern  Aufhebung  etc.    (1817.) 
Brief  an  Brandes  fiber  denselben  Gegenstand.    (1831.) 
Berichtigung  der  Schneiden  einer  Wage.    (1837.) 
Magneiiaehe  BeobaeMumgen.    (11  Mittheilungen  in  den  Resultaten, 

A«lrsplomlscip^p  Nachrichten  i^nd  Po  gg.  AnnalienO 
ämMgem.    Senzenberg  «bev  die  Oaltousche  Tlieorie.    (1830:) 
Fischer  practische  Anweisung  zur  vorthei|haft«n  Verfertigung 

kGnstlicher  Magnete.    (1832.) 
Getling  über  die  neue  Einrichtung  des  mathematisch -physi- 
ca1isehi»n  Institiits  in  Marburg.    (1844) 
fImehlMS.    Ctatidgeset^  Air  »He  WecbsehvIrkuBgen  galvanischer 
StrSme. 
Wirkungen  eines  leuchtenden  Punkts  P  auf  einen  Punkt  p. 
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196  Cw^  MedricheoHMS  Werke. 

BAim  VL    A8TBQN0MIB. 

A.    Theorie  der  Bewegung  der  Himmelskörper. 

AMmidhm§0tL    INsqaisitio  de  elementid  eUiptiei«  Palladis  ex  oppo- 
üitionibae  aenomm  1803.  1804.  1806  etc.    (1810.) 
Observatiooes  cometae  secundi  a.  1813  in  ebserv.  GottiogeDst 
factae  adjectis  noonallis  adnott.  etc.    (1813.) 
Seibetameigen  dieser  beideo  AbbaodtttDgeD  und  der  Theoria  motos. 
Verschiedene  AuffäU^.  , 

Vorschrifteoy  um   aus  der  geocentriscben  LSnge  und  Breite 

eines  Himmelslcörpers,  dem  Orte  etc.    (1802.) 
Vereinfachung  der  Rechnung  für  die  geocentriscben  Oerter 

des  Planeten.    (1804.) 

Ceber  die  Grenzen  der  geocentriscben  Oerter  d.  Planeten.  (1804.) 

Der  Zodiacus  der  Juno.    (1805.) 

^  Summarische  Debersicht  der  zur  Bestimmung  der  Bahnen  der 

beiden  neuen  Hauptplaneten  angewandten  Method.  (1809.) 

Deber  die  Tafel  fCr  die  Sonnencoordinaten  in  Beziehung  auf 

den  Aequator.     (1812.) 
Deber  die  Rechnung  mit  der  Barkerschen  Tafel.    (1843.) 
Ueber  die  Limiten  des  Zodiakus  eines  die  Sonne^  nach  Kep- 
lerschen  Gesetzen  umkreisenden  Himmelskorp.    (1847.) 
NaeUaee^    Exposition  d'une  nouFelle  mtfthode  de  caiculer  les  per- 
turbations  pian^taires   avec  Tapplication   au  caicul  des 
pertnrbations  du  mouvement  de  Pallas.  —  Pallastafeln. 

B.     Chronologie  und  sphärische  Astronomie: 

Berechnung  des  Osterfestes.  *  (1600.) 

Berechnung  des  jddischen  Osterfestes.    (1807.) 

Noch  etwas  über  die  Bestimmung  des  Osterfestes.    (1807.) 

Metbodus  peculiaris   elevatlonem    poli  determinandi.   (1808.)   und 

Selbstanzeige  dieser  Schrift. 
Ueber  eine  Aufgabe  der  sphSrischen  Astronomie.   (1808.  1809.) 
Neue  Aussicht  zur  Erweiterung  des  Gebiets  der  Himmelskunde. 

(1813.)  '  •       '      •>.... 

Allgemeiiie  Tafeln  fOr  Aberration  und  Nütation.    (1808.) 
Ueber  Tafeis  Air  die  Mittags-Terbessemog.  (1811.)  -  RefraoiiMfl- 

Tafeln.    (1622.) 

C.    Mathematische  Geographie. 

Bestimmung  des  Breitenunterschleds  zwischen  dao  Sternwarten 
Ton  Gottingen  und  Altena  durch.  Beobachtmngea  am 
Ramsdenscheo  Zenithsector  (1828)  und  Setbstaoxeige 
dieses  Werkes. 
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Carifritdiich  Gauss  Werke,  \9J 

Bemerkm^en  4löer  ^erstkiedäne  Gefien$iämie  d^r  mmfhemäü&chen 
Geographie/  insbesondere  über  die  hannaserstke  IH- 
angulirung  und  die  4aöei  angewandten  Instrumente^  (Geo- 
graph. Ephemeriden»  Astron.  Machr.  etc.) 
Ansteigen.  Kries  Lehrbuch  der  mathematischen  Geographie.  (1814.) 
Operations  g<$oN)^6i<|ues  et  astrononiiques  p<>tir  Ja  mesure  d  un 

arc  du  parallele  moyen.    i(1830.) 
'  Memorial  da  depöt  g^d^r^l  de  la  gaerre^   imprim^  par  ordre 

du  ninistre.    (ia30.) 

*  * 

itemerkungen  über  Sternssarien  und  astronomische  Instrument. 
(17  Mittheilongen  in  den  Gotting.  gel.  Anzeigen^  der  Zeit- 
schrift von  Lindenau  und  Bohnen.berger  und  den 
Astron.  Nachr.) 

Beaöaekiungen.  (357  IMitthdiluttgea  in.,  Bt^.de'«^  Jahrb.,  in  der 
Monat.  Corresp.,  den  Gotting.  gelehrt.  Anzeigen  and  den 
Astroo.  Nachr.) 

AnMeigen  nicht  eigner  Schriften.  (70  Recensionen  in  den  Gottin- 
giscben  gelehrten  Anzeigen.) 

BAND  VII.  THEORIA  MOTUS  CORPORUM  COELESTIUM. 

(Wird  erscheinen  sobald  als  es  ohne  Beeinträchtigung  der  Rechte 
der  Verlagshandlung  geschehen  kann.) 

Diese  Ausgabe  der  Werke  von  Gauss  wird  in  dem  Format 
der  Abhandinngen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaf* 
ten  in  Guttingcn  in  4^  im  Yerlfg  der  Königlichen  Gesellschaft  er- 
scheinen und  für  die  Ausstattung  in  Beziehung  auf  Papier  und 
Lettern  dient  ^ie  ausgegebene  A^ivlfündigung  selbst  al^  PreJI»^. 

Sobald  der  Draek  vollendet  ist,  wird  dsiis.  Ganze  auf  dem 
Wege  des  Buchhandels  vertrieben  vterJen  ;  doch  u ird  für  die  Dauer 
des  Drucks 

KINE    SÜBSCRIPTION 

eröffnet,  «welche  durch  einen  sehr  herabgesetzten  Preis  sowohl, 
als  dadurch,  dass  Subscrtption  auf  einzelne  Bände  zugelassen 
wird,  auch  in  weiteren  Kreisen,  in  welchen  die  Verbreitung  der 
Gauss ischen  Werke  wichtig  und  wflnschenswerth  ist,  die  Er- 
werbung derselben  ermöglichen  und  erleichtern  wird. 

Der  Subscriptionspreis  im  Ganzen,  wie  jedes  einzelnen  Ban- 
des, wird  sieb  am  Orte  des  Erscheinens  nach  der  Bogenzahl 
richten,  nach  dem  Verhftltniss,  dass  er  für  einen  Band  von  90 
bis  60  Bogen  auf  dem  Papiere  des  ausgegebenen  Prospectus  4  Tba- 
ler  Courant  beträgt,  wotu  bei  auswärtigen  Bestellungen  noch  die 
Porto-  und  Fracht  Auslagen   binzukommen. 

Theil  XXXVIII.  13 
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196         Bökien:    (Jeder  die  Bedeutung  und  Anwendung  der 


8iiJMmlpäoir«i  mmä  dareh  die  Ptost  frgpco  .eknmnmmim^  wt«r 
4er  Adresse  a 

An  das  Secretariat  der  Königlichen  Gesetlsebaft   der 
Wissenschaften  zu   Güttingen. 

Der  nach  Vollendung  des  Ganzen  eintretende  Ladenpreis  ist 
netto  fflr  einen  Band  von  M)  bis  60  Bogen  auf  6  Thaler  und  für 
ein  Exemplar  auf  Schreib -Velinpapier  auf  7  Thaler  Conrant  fest- 
gestellt. 

Der  Druck  hat  begonnen  und  wird  so  beschleunigt  werden, 
dass  mindestens  binnen  5  Jahren  die  ersten  sechs  BAitde  ersetiei- 
nen  werden. 

Gottingen  im  Januar  1862. 

Di€  K(inigUehe  GesdUehaft  der  fVU$etU9hmfim, 


law. 

lieber  die  Bedeatnng  und  Anwendung  der  in  Theil 

XXXVII.  Nr.  lY.  S.  124.  entwickelten  Relationen  in  der 

analytischen  Geometrie. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Bökien 

xn  Sals  a.  N«  im  Kfinif^mich  Wnrtemberg 


In  Tbl.  XXXVIl.  des  Archivs  S.  124.  hat  der  Herr   Her- 
ausgeber unter  der  Rubrik  Miscellen  ans  der  Gleichung 

1)  (bci—cbi)as  +  (cai'-aei)y  +  (abi'-bai)z  =  0 

mittelst  der  Identititen 
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2)  (*ci  —  c6,)  a  ^f  (Wi — ac{ibr,^  (flb\  — 6ai)c5=;0, 

3)  (A^x  — c6x)a|  +  (cfli  — öCi)A,  +(öfti  —  &ai)C|  ==0 
die  Relfttioneo: 

4)  a6i  «^  öoi  :6ci  -*  c^  :cai  —  a€?| 

abgeleitet.  Ober  deren  Bedeutung  und  Anwendung  in  der  analy- 
tischen Geometrie  Einiges  gesagt  werden  möge.  '  , 
Wir  nehmen  drei  Gerade  im  Räume  an,  ilf,  iV^und  O»  welche 
mit  deu  Axen  der  or,  y  und  %  Winkel  bilden«  dercin  Coeinu?  d^n 
Grossen  a>  6»  c;  üi,  bi,  q;  x,  y,  %  proportioiial  sind«  so  folgt 
aus  1)  %  dass  diese  drei  Geraden  Einer  Ebene  parallel  sind.  Wenn 
wir  anter  Axe  einer  Ebene  irgend  eine  auf  derselben  senkrechte 
Gerade  verstehen,  so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  Cosinus 
der  Winkel,  weiche  die  Axen  der  den  Geraden  M  und  ZV;  M  und 
0 ;  N  und  O  parallelen  EbeneD  mit  den  x^  y  und  2-Axen  bilden, 
bezieblich  den  Ausdrücken 

6c|  —  cbi ,    c«!  — aci ,    abi  —  6ii| ; 
bi  —  cy,       ex  —  HZ,       ay  —  bx; 

proportional.  Ferner  ist  der  Cosinus  des  Winkels  sweier  Gera- 
den, die  mit  den  Axen  Winkel  bilden,  deren  Cosinus  den  Gros- 
sen aßff  ^ß'f  propertional  »ind,  gleich 

ua'  +  ßß'  +  yY' 
V"a2  +  /3«  +  )^V  «'*  +  /?'•  +  /•* 

also  €cof  -i-ßß'  +  yY'^fi,  weirn  beide  Gerade  auf  wiandet  senk* 
recht  stehen.  Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  1),  dass  die  Ge- 
rade O  und  dte  Axe  der  den  Linien  M  und  iV  parallelen  Ebenen 
a«f  einander  senkrecht  stehen  oder,  was  dasseihe  Ist,  dMs  dfö 
Lnien  If ,  N  und  O  Einer  Ebene  parallel  sh^d. 

Die  fdentttfiten  2)  nnd  3)  bedeuten ,  dass  die  Axe  der  fihenö 
M  und  N  sowohl  senkrecht  steht  auf  der  Geraden  M,  als  auch 
auf  N,  welche»  der  bekannte  stereometrische  Satz  ist:  die  Axe 
einer  Ebene  steht  senkrecht  auf  allen  in  derselben  enthaltenen 
Geraden.  Aus  den  Relationen  4)  ^eht  hervor,  dass  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Axen  der  den  Geraden  lU  und  N,  M  und 
0%  N  und  O  paraUelen  Ebenen  mit  (ien  CoordinaieiMaen  bUduny 
unter  einander  proportional  sind. 

13* 
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200  Sn  te  n :  üeb,  dteSedeui.  etc.  van  Relattonen  in  d.  analst,  Geem, 

Als  erstes  'Beispiel  wollen  wir  die  'DMermlnaöte  nehmen, 
welche  die  Differentiaigleicbung  der  geod&tisphen  Linien  anf  den 
Flächen  enthält: 

5) 

d±3  d^f  dz  sind  die  Projektionen  eines  Elements  der  Linie  auf 
den  Axen»  und  mithin  den  Cesinos  der  Winkel,  welche  dieses 
Element  mit  den  Axen  bildet ,  proportional.  X,  T^  ^  sind  Gros- 
sen, welche  den  Cosinus  der  Winkel  proportional  sind,  die  die 
Flächennorraale  mit  den  Axen  macht.  Die  geometrische  Bedeu- 
tung der  Formel  5)  besteht  darin,  dass  sie  angibt/ dass  der  Win- 
kel zwischen  der  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  aufeinander 
folgende  Elemente  der  geodätischen  Linie  enthält,  uhd  der  Flächen - 
normale  =90^  ist  Wenn  wir  die  Determinanten  1)  und  5)  ver- 
gleichen,  so  haben  wir  zu  setzen: 

b:=idy,        6i=£Py,        y=F, 
c::^dz;        Ci=d*z;         z=Z; 

und  erhalten  nach  4)  folgende  Relationen  für'  die  geodätischen 
Linien : 

6)  dxd^ — dyd^x :  dzd^x  —  dssdh  xdydh^-  dzd^ 

=:Tdx    ^Xdy    iXdi    —  Zdx   iZdy  —Ydi 

^^Yd^o!  --Xd^y  iXdh   ^Zd^jciZd^^YdH. 

Eine  andere  Determinante  enthält  die  Gleichung  der  Krum- 
mungslinien : 

7)  irdZ--ZdY}dx+{ZdX--XdZ)dy^XdY^YdX)d2=ß. 

Diese  Formel  hat  ihren  Grand  dario,  dass  der  Winlcel  zwischen 
der  AxB  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  aiif  einander  folgend« 
Fläcbennormalen  enthält  und  zwischen  einem  Elemente  d^  Kifim- 
mungslioie  gleich  90^  ist.  Bei  der  Verglelchung  vpn  I)  i^nd  7) 
haben  wir  z«  setzen: 

6=  F,        Äi=:rfF,        y=dy, 
c  =  Z;        Ci=dZ;        z^dz\ 

md  finden  tiacb  4)  folgende  Relationen  fSr  die  KrOmmungsKnIen 
der  Flächen: 
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sJTdlir '- r<^  :Z<£r  —Xdt   .Tdx   -ZOf      > 
'       =idXd9-drdx..dg4x-rdX^..dTdt,^d^. 


VI 


\     .» 


\ 


■''  '.   ■  ..-  ...  ,  I     \  " 


:'il» 


Lehrsataf  Von  dein  könesten  Linien  auf  ttotätidnaflächen. 


V6B 


Herrn   Eugen  £ommel, 
"    •  Pnifeü«Ar  in  iSehwyiev 


Der  zo  beweisende  Lehreatz  ist  folgender: 

ProjifciTt  bali^fVi  StÜct  il#^  (T^f;  Vll.  Flft,4.)  der  kfir- 
ze^ten  Linie,  welche  sich  auf  einer  beliebigen  Rota- 
HonsfläeKf^  zHt^ltfcKen'zvrei  Puhltteb  AiävlA  B'  \i^^^%he>n 
sieben  läset,  sammt  den  Geraden*  A€  und  FC^'^Wilt^he 
irgend  einen  Punkt  C  der  Rotationsaxe  mit  den  Punk- 
ten A  und  P  yerbindenV&uf  eini^  zur  Rotationsaxe  senk- 
rechte Ebene  XC'Y,  so  ist  dasj  von  den  Projektionen 
des  Curvenstücks  AP  und  der  Geraden  AC  und  PCbe- 
grenste  Fjftchen^.ltick  A!PQ  stets  ^^r  BogenlSnge  AP 
proportiöftAl,' ode,t  gl-^ichen  Bo^enläi^geu.  ^iP  e^ntäpte-» 
chen  immer  gleiche  FlScbenstücke  A'PC. 

fiew.fti. ,  Damit  der  Bogen 


Digitized  by 


Google 


20^        '    Lommel:    lehnat*  ton  den  Mtrtesien  LMen 

unter  allen/  i^cbe  aoF  der  fkoUtiön^cbie  feWtscbW  den  Punkten 
A  und  B  (^t^mn  z-Gciordiii^tea.reiq^t^durol^^a.  und.  jfr  beseichnet 
sind)  gezogen  werden  können,  der  kürzeste  sei,  mues  seine  Va- 
riation ÖL'f^ki^whki^ti^'^ih.  eB'«i)lM  •>'  ' 

rv   t'(g)    .    g<g)    \. . 

oder,  wenn  man  von  nun  an  s  als  die  unabhftngig  Variable  be- 
trachtet, es  muss 

o 
sein.    Integrirt  man  hier  theilweise,  um  die  Diferenziale  der  Va- 
riationen wegzuschaffen,  so  erlj|^l^man: 

Weil  aber  die  gesuchte  kürzeste  Linie  auf  der  Rotationsflficbe 
liegen  muss,  deren  Gleichui^  in  der  Form 

(«  statt  ^+y<  gesetzt) 
gegeben  sei,  so  sind  die  Variationen  da  und  dy  vermOge  der  Gleichoog 

wetoha.  4«rpl^\V|iriiffea  deir  yprherg^nden  «i4^ltiw  w\fi,  von  ein- 
aild#a  abbSK>g.  .  3etat  «n^iays  4) 

;..  >-  ....  .  ^  *|f=— --te  .. 

in  Gi^fhnn^.  2)^^  so  wird  dieselbe  jetzt,;  *  ,    .    . 

Da  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curre  bestinimt  gw^eben 
sind,  so  ist  da?o==d^2;=0,  und  Aha  ausserhalb  des  Integralzei- 
chens stehenc|/e,  GVed  yer^v^^ind^  von  selbst;  cur  ErfflIInng  der 
Gleichung  Ifert  iaike)  hur'^ukcti  n<tthl|,  di^Ms  iidt  Faktor  Vbn  ix  unter 
dem  Integralzeichen  Null  werde,  dass  also 
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sei.    Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt  aber  sogleich: 

unter  c  eine  willkiibrliche  Constante  verstanden.  Die  linke  Seite 
der  Gleicbnng  7)  stellt  nun  bekanntlich  das  dreieckige  Flftchen- 
dement  CP'Q*  vor,  oder»  wenn  man  das  zum  Bogen  AP^a 
zBgehörige  Flftqhenstfick  A'PC  mit  il  bezeichnet^  das  DüFeren- 
ital  von  %*  Integrirt  man  daher  von  Neoem»  indem  man  berück- 
sichtigt» .  dass  A  mit  9  zugleich  Null  sein  muss,  so  erhält  man 
endlich : 

8)  l^ci. 

Diess  ist  aber  der  analytische  Ausdruck  des  oben  ausgesproche- 
nen Lehrsatzes. 

Derselbe  LebrsaCa  gilt  auch  noch  für  die  kfirseste  Linie,  weiche 
auf  einer  beliebigen  ßotationsflficbe  swischeo  zwei  zur  Rotations« 
axe  senkrechten  Ebenen  i^ezogen  wird;  denn  diese  Linie  wird 
durch  die  nämliche  Gleichung  5)  bestimroty  nur  dass  jetzt  das 
ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Glied  nicht  von  selbst 
verschwindet,  sondern  wegen  der  Willkührlichkeit  von  ix^  und 
^Xj^  in  zwei  Grenzgleichunii^en  a^rßiltt,  welche  zur  Bestimmung 
der  bei  Integration  der  Differentfalglerobung  6)  eingehenden  will- 
kfihrlichen  Coostanten  dienen,  für  den  Beweis  unseres  Lehrsatzes 
aber  ohne  weiteren  Belang  sind. 

Auch  ^ilt  der  Lehrsatz  noch  für  die  kürzfsste  Linie,  welche 
auf  einer  Rotationsfläc|ie  vob  einen»  gegebenen  Punkt  zu  einer 
gegebenen  Curve,  und  für  diejenige,  welche  zwischen  zwei  gege- 
benen Curven  gezogen  wird,  indem  diese  beiden  Fälle  die  näm* 
licheDiferenzialgleichung6)  Hefern,  und  sich  von  den  vorhergehen- 
den nur  durch  die  Beschaffenheit  ihrer  f9r  den  Beweis  des 
LehrsatzeH  unwesentliclien  Gi'enzgleichungen  unterscheiden. 


Nachschrift   des    Herausgebers. 

Der  verehrte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hatte 
dessen  Abdruck  meinem  Ermessen  anheim  gestellt,  namentlich 
es  meiner  Entscheidung  überlassen,  ob  der  darin  bewiesene  Satz 
Den  sei  oder  nicht.  Absolut  neu  ist  nun  der  Satz  allerdings  nicht 
aod  findet  siehv««.  A.    BehoH  fir  das   Rotation* -EIBpsoid,    ohne 
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204-  Lommet:    Lßhrsaift  tnm  den  kfif testen  Unien 

Variationsrechnung  be^Tiesen,  in  mBlber  Abhandlung:  Ueber 
die  kürzeste  Linie  zwisöhen  zwei  Punkten  auf  einer 
beliebigen  Fläche  und  über  die  Grundformeln  der  8.phft- 
roidische'n  l'rigononietrie.  Tbl.  XXII.  S.ä9.  Nr.  10)'ganz  in 
derselben  Weise,  wie  er  «Ott  dem  Herrn  Verfasser  in  Mo.  7)  ada> 
lytisch  ausgesprochen  worden  ist.  Nun  hat  aber  der  Herr  Ver- 
fasser den  Satz  für  Rbtatihhsfläch^n  überhaupt  foiewiesen,  —  was 
sichjubrigens  aiich,  wijß  ich  nachher  zeigen  werde,  sehr  leic^ht 
aus  den  bekannten  allgemeine^  Gleichungen  der '  geofläiisdh^n 
Linie  ableiten  liskt,  ~  und  hat'  denselben  zugleich  auf  einen  be- 
mefkehswertheh 'göomtetrischeh  Ausdruck  gebracht^'  auch  noch 
andere  Bemerkungen  beigefügt;  ausserdenf  bietelt  die  von  dem 
Herrn  Verfasser  gegebene  Ableitung  durch  die  Variationsrechnung 
ein  ziPfeckmässiges  Beispiel  fjQr  die  Anwendung  dieses  CaleuU 
dar.^  so  dass  ich  glaube  und  hoffe,  in  dessen  Sinne  gebandelt  zu 
haben,   wenn  ich  seinen  Aufsat^  habe  abdrucken 'lassen.'    '  ^ 

Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  der  Satz  ftlr  Rotationsflächen 
fiberhatipt  dto^  den*  bekannten  aügebieinen  G4hkhttn^en'  der  geo- 
dätfiiichen  Lihie  sehr  leicht  abgeleitet  werden  kann. 

Ii^  meiner  vorher  erwähnten  Abhandlung  S^  87.  l^o.  8)  habe 
ich  ohne  unmittelbare  Anwendung  der  Variationsrechnung  die  fol- 
genden Gleichungen  der  geodätischen  Curve  bewiesen : 

,,  ]  8Ä  d^z     aa  S^y'  ' 

da  d^a:    da  s^^^ 

wo  ••        .  .    .  ,  ^ 

die  Gleichung  der  Fläche  bezeichnet,  auf  weicher  die  geodlätische 
Curve  gezogen  worden. 

Für  Rotationsflächen  ist  nun  in  der  Bezeichnung  des  Herrn 
Verfassers : 

i  =  Ax«  +  y«)=/(tt)    fÖr    u=ia^f^ 
oder 

im  Obigen  also 
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zu  aeUen,  und  folglich,  da  alle  DiSereotlalqaotieBten  voo  Sl  par- 
tielle Differeotialquotienten  sind: 

.    ■■    ■..F,=="„-  .  .. 

also  hat  man  nach  1)  unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen: 

2^A(,«)-^+^-o.;  ■ 

uQler  denen   die  V|On  46m  Hßr,rn   Verfaaser  ge^ebe^e  Gleichung 
die  erste  ist.  j  .,  ; 

Dasa  jede  der  drei  vorstehen deu  Gleichungen  eine  Folge  ans 
den  beiden  anderen  ist»^  Qbe^sieht  i](ian  4uf  den  ersten  Blick  und 
versteht  sich  auch  ganz  von  selbst. 

Möge  der  Herr  Verfasser  hieraus  die  von  mir  seinem  .Auffetze 
gelvidmete.  Aufmerksamkeit  erkenne.n! 
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Einfachste  Herleitang  zweier  bekannter  Integralformeh. 

,  Von 

Herrn    Eugen  itpmmel^ 

Profesaor  in   Schwys. 


Um  das  Integral    /      -^r — ,fia!).da!,    io  welchem  k  tuend- 
o 
licli  gross,  aber  poditiv  ganz,  und  h  beliebig  (Positiv  g^^aeht  rat, 
auasuwerthen,   schreibe  man  dasselbe  In  der  Form: 


• 

tfrtd  bemerke, 

dass 

\ 

ist  fSr  jeden  Werth 

von  X, 

mit  Audnabnie  der  Wertbe 

ar  = 

0,    «, 

2»,    3»,  ... 

.»»,.... 

Fdr  diese  bat 

man: 

ain/cnit      . 

AftinnTT ' 

wenn  k  ungerade  ist;    ist  dagegen  U  gerade^  so  hat  man: 

swUnn 


i^sint!« 


=±1. 


je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Denkt  man  sich  daher 
fix)  als  Ordinate  einer  aof  ein  Orthogonal-Coordinatensystem  be- 
zogenen Curve  (Taf.VlI.  Fig.  6.),  und  demnach  f{jx)dx  au  Element 
des  von  dieser  Curve  und  der  Abscissenaxe  begrenzten  Fllcben- 
stücks,  so  wird  das  Integral 
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/' 


nor  die  SumiiM  deijenigeo  Flichenelemente  vorsteilen ,  welobfl  den 
Werthev  x=fO,  fft,29t,,.ynn  (Nitspreche^  (wenn  h^  nn,.  aber 
<(ii-f  1)»  gedacht  wird)«  jede«  Flächenelement  noch  multiplicirt 

mit  dem  zageborigeu  WMbe  \des,t*'aktofiß  -jt-. latz.  B.  A>0, 

aber  <»,  so  bleibt  nur  das  Element  f(0).dx  übrig;  ist  ferner 
*=rii^l-M.  stellt.  dM'integrttl  die  SiAnm  fffi).dm±f\ki.diif  vor» 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  genommen  werde»  lnii«ii 
je  nachdem  k  ungerade  oder  g^raAe  Ut.  Läge  aber  A  swbeben 
s  und  2n,  so  würde  iiteht  bloss  jia»  Ffecftenelement  zu  nehmen 
sein«  welches  der  Ordinate  fXif)  unmittelbar  vorausgeht,  sondern 
auch  noch  dasjenige»  welches  ihr  iiiiiftMteibar  nachfol^;  in  die- 
sem Fkliö'WSre'  afVb  dtts  Ifitbgraf  ai^igedrikrt:«  db/<^h*''die  iSättltil« 
f{0).da:  dt  2/(«).i£z.  So  weiter  fortscbliessemi  g^angt  nOm,  weaii 
h  zwischen  un  und  (n -f  1)»  liegt  und  k  ungerade  ist,  zu  der 
Gleichung  ^  » 

wo  von  den  letzten  Gliede  nur  die  Hftlft^  genommen  werden  darf, 
wenn  A=ii»  ist.    Für  ein  gerades  k  dagegen  erhält  man: 


/ 


h  tun  it/r  '     .     I 

5^./t«).«te=2*d<t(i/tO)-A»)  +A2«)-  ....(-l)-./rn«)). 

0 


Dm  den   Faktor  2kdx   zu    bestimmen,    setze   man  ^a;)  =  l   und 
k^iv^  jfO;  ergi|>t  sjcb  imis  beid<|n  Gleichungen:  , 

^0  diaäi  nAätl- ifdiKeasttdr  dte'beideii  F^ifieln 

I. 
'Asinibr 


/ 


sino; 

0 


.f{x).dx  =  n(\m  +  A»)  +  A2«)  +  ....  -•-  A«»)). 


0 

gefonden  hat,  von  denen  die  erstere  für  ein  ungerades,  die  lets- 
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tere  flir  ein  gerades  A  gilt»  wäl|f0i|d.  m  beiden  A  iwiscfaen  n% 
and  (n4- 1)»  liegend  gedacht  Wird;  wäre  dagegen  krsznn,  00  darf 
in  beiden  Formeln  vom  letzten  Gliede  nnr  die  Hftlfte  genommen 
werdeti.  •       .  ,  ....  

Auf  eben  so  einfache  Wöise  Iftsgi  eich  der  Wer th  des  Integres 

/"*ainfcg  ^  ,    . 
J      -^./(jfM^r. 

fBr  ein  nnendllcb  grosses  k  ermittein, .ineMUmto' dasselbe  ia 

d«f :  -Feriii  -   I   • 


.    /^*  ein  Ha?  ^\  w' 


ifArf»t.,  WfJ»  i^mliAh  —  Ist;  far/irfie  Werjlh^;  von  x, 

attsser>liBr  ^ssO,  wo 

tsin kx^    __    ' 
sich.eigibty  so  bat  man^  ,  "   ' 

•••••  •  ■  ■  •     ^'a  ••    *    ■  ■    ••  ■   ■  -••   _     ■'•••'•  :'■• 

oder,    weil  der  Faktor  kdx,   indem   man  f{x)^=\   nimmt,   z=i\% 
gefunden  wird , 

II y**^-./(«)Ar=*«./tO). 

Diese  Herleitung  der  Formeln  I.  und  II.  tftsbt  zii^liiich' WkeD> 
nen,  dass  dieselben  stets  gciltm,  solange  nnr  innerhalb  der  Gren- 
zen des  Integrals  die  Funktion  f{x)  nhfht  unendlich  wird,  oder 
wenn,  falls  dieses  doch  eintreten  soHte,  der  Exponent  des  Fak- 
tors, welcher  im  Nenner^  von  fipej  Yersch^is4et,  b(eip^r  >4tl^0  )• 


I.  v{, 
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;  Ueber  die  Beugung  des  polarisirten  Lichtes. 


Herrn    Eugen   Lommel^ 

Profensor    in   S  cIj  w  y  z 


§.  1.  Die  FormelD»  W'e&eJi^  ich  in  meia^in- Aufsätze:  «»Bei- 
trfige  sur* Theorie  der  Beogong  de«  Lichts*'  im  XXXVI» 
Tbeile  des  Archivs  S.  386  ff.  zur  Berecbnung  der  Beugung»- 
eracheinangen  angegeben  habe»  nehmen  keine  Rücksicht  auf  die 
Polarisationsverhftltnisse  der  einfallenden  Strählen.  Es  soll  nun 
hier  aonSf^bst  gezeigt  werden,  wie  dieselben  zu  modificireD  sind, 
um  (lir.|»olari§irte  Strahlen  zu  gelten. 

'Wenn  dort  behauptet  warde,  ein  vom  £}^inente  dffdst  ^er 
beugenden  Oeffnnng  äia^gehendes  ^trahlerfbundel^  welches  mit  den 
drei  rechtwinkligen  Cootdinatenaxen  Winkel  bildet»  deren  Cosinue^ 
a,  6,  c  sind;'  bringe  auf  der  halbkugelliren  Blldilfiehe  (deren  fia«^ 
dius  gleich  der  Brennweite  des  Objektivs  ist),  die  Excursion 

,  sin(p  +  gx+ry).dyda' 

hervor  {wo  der  Kfirise  wegen    -r-(t?f-r-/)s3p,    —xszq,     "T"^*' 

gesetzt  wurde),  so  geschah  diess  unter  der  stillschweigenden  An- 
nahme,  dass  die  Kugetwelle.  welche  sich  von  einem  Aethertheil- 
chen  der  Oeffnung  aus  im  isotropen  Aetber  ausbreitet,  in  allen 
ihren  Punkten  die  .nMniliche  Bescbajfenbeit  aufweise,  oder  dass 
alle  von  jenem  Aethertheilchen  ausgehenden  Elementarstrablen 
hinsichtlich  ihrer  Liehtwiikungen  unter  sich  identisch  seien.  Nun 
iat  aber  klar»  das«  bei  geradlinig  polarisirteni  Licht  eine  solche 
Gleichheit  der  Elementarstrablen  nicht  stattfinden  kann.  Erfolgen 
nftmlich  die  Oscillationen  des  erregenden  Aethertheilchens  in 
einer  bestimmten  Geraden»  so  werden  die TSchwingungsrichtungen 
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aller  Aetbertbeilchen  eines  beliebIfipBn ,  von  jenem  ausgebenden 
Elementarstrables  parallel  mit  dieser  Geraden  sein;  es  werden 
daher  nur  in  jenen  Strahlen^  welcbe  in  der  durch  das  erregende 
Aetbertbeilchen  senkrecht  zu  seiner  Scbwingungsricbtung  gelegten 
Ebene  (im  Aequator  der  Kugelwelle)  sich  ausbreiten,  die  Oscil- 
lationen  senkreebt  zum  Strahle  erfolgen ;  bei  allen  flbrigen  Strab- 
lesrieb tuogen  sind  die  Schwingungen  zum  Strahle  geneigt,  ja  in 
der  Oscillationsrichtung  selbst  (in  der  Aze  der  Kugelwelle)  pflan- 
zen sich  nur  longitudinale  Schwingungen  fort.  Da  nun  bekannt- 
lich die  longitudinalen  Schwingungen,  auch  wenn  sie  vorbanden 
sind,  nicht  in  die  Erscheinung  treten,  so  wird  sich  in  den  Polen 
der  Kugelwelle  gar  keine  Lichtentwickeinng  zeigen,  dieselbe  wird 
aber  zunehmen,  je  mehr  man  sich  von  den  Polen  entfernt,  und 
endlich  im  Aequator  ihr  Maximum  erreichen,  weil  jede  zum  Strahle 
geneigte  Oscillation  in  eine  transversale  und  in  eine  longitudinale 
Composante  sich  zerlegen  lässt,  von  denen  die  letztere  fSr  die 
Wahrnehmung  verschwindet.  Bezeichnet  man  daher  mit  g>  den 
Winkel,  welchen  der  nach  a,  6,  c  gerichtete  Elementarstrahl  mit 
der  Oscillationsrichtung  des  einfallenden  polarisirten  Lichtes  bil- 
det, so  hSngt  die  auf  der  BIMflftche  von  ihm  erzeugte  Wirkmif; 
bloss  von  der  transversalen  Excursion 

siniip  .slnip  +  qx  +  r^)  »dydop 

ab.  Nimmt  man  alsdann,  um  die  Resultante  aHer  iifti  PtenHe 
ci,  6,  c  der  Bildfl&cbe  zusammenwirkenden  Elementarstrahlen  zu 
erhalten,  das  Doppel  integral  dieses  Ausdrucks  über  alle  Pimkte 
de«  Schirms,  weiche  dem  ttichte  den  Durchgang  venstatteo«  aa 
tritt  der  Faktor  sing),  weil  von  a:  und  y  unabhängig,  vor.  A^ 
Doppelintegralzeicben,  und  folglich  wird  der  im  oben  citirten  Auf- 
satz unter  der  Form 

(wo  der  Kürze  wegen 

Jfeos(qx  +  ry)dyeUt::^C  und  JlfB\n{qa'i^rif)dyda>a»S 

gesetzt  ist)  aufgestellte  Ausdruck  fiir  die  Intensitttt  des  Bildpunk* 
tes  a,  6,  c  jetzt  unter  der  Form 

8in*<p.  J* 

erscheinen.  Wenn  z.  ß. ,  wie  et«  bei  einem  zur  Scbirmebene  senk« 
recht  stehenden  geradlinig  polarisirten  Lichtbfindel  der  Fall  ist, 
die  Oscillationsrichtung  in  die  Schirmebene  selbst  (Mt  und  mit 
der  positiven  jr-Aze  den  Winkel  rf;  bildet,  so  ist: 

C0S9  =  oca«iff -f  6sin'^, 
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also 

«io  '^^  =  1  —  (acoB  fff+bsln  '^)*. 

Dieser  Faktor  erreicht  seinen  grOsstea  Wertb  1 1  wenv  mafi  hi|l 
a^oBif  +  ba\nil/^=^0  oder  6=— a.cptgi)^.  Denkt  man  sich  df4i|ir 
das  durch  ^ 

sinV'»^ 

vorgestellte  Bild  a«f  die  Schirmebeoe  projicirt»  so  dass  a  and  b 
Abscisse  und  Ordinate  eines  Punktes  der  Bildprojektion  vorstel- 
len,  so  erkennt  man,,  dass  die  von  geradlinig  polarisirtem  Licht 
hervorgebrachte  Erscheinung  mit  der  früher  unter  Annahme  v5Hig 
gleicher  Blementarstrahlen  erhaltenen  nur  in  einer  durch  die  Bild- 
mitte senkrecht  zur  Oscillatlonsrichtubg  gezogenen  Geraden  voll- 
kommen Qbereinstinimt ;  in  jedem  andern  Punkte  aber  erscheint 
das  jetzige  Bild  gegen  das  frfihere  verdunkelt,  und  zwar  um  so 
mehr,  je  weiter  dieser  Punkt  von  der  genannten  Geraden  entfernt 
liegt;  alle  durch  den  Faktor  siü^cp  gleichstark  beschatteten  Punkte 
liegen  demnach  auf  geraden  Linien,  welche  zur  Oscillationsrich- 
tung  senkrecht  stehen. 

WSre  die  Oscillationsrichtnng  der  einfallenden  Strahlen  ein 
Mal  der  Ordinatenaxe^  das  andere  Mal  der  Abscissenaxe  parallel 
(tfrssMK^  und  1^  =  0),  und  betrachtet  man  in  beiden  Fällen  nur  die 
Inteosftfit  der  Abscissenaxe  (6=0),  so  erbSit  man  Im  ersten  Falle 
den  Ausdruck: 

im  zweiten  dagegen: 

{l-a«).J««  =  cos«i.J.«, 

weno  %  den  Beugoogswinkel  bezeichnet. 

Auf  die  so  eben  entwickelten  Betrachtungen  gestützt,  ver« 
suchte  bereits  Holtzmann  mittelst  der  Gittererscheinungen  die 
Frage  9  ob  die  Oscillationeu  eines  poiarisirten  Strahles  in  di^  Po|a- 
risationsebeue  fallen  oder  senkrecht  zu  derselben  stehen,  direkt 
zu  entscheiden.  Schwingt  nSmltch  der  einfallende  Lichtstrahl 
parallel  zu  den  Stäben  des  Gitters,  so  mdissten  die  Spektren  in- 
tensiver erscheinen,  als  wenn  die  Oscillationen  zu  den  Gitterstä- 
ben  senkrecht  sieben.  Holtzmann  und  Stokes  glaubten  ans 
ihren  Versuchen  auf  SchwinguoTgen  im  Sinne  der  Polarisataons* 
ebene  sobliessen  zu  dürfen,  Eisen  lehr  auf  solche  in  seokreob* 
ter  Richtung.  Die  Unsicherheit  dieser  Resultate  erkiftrt  sieh 
leicht  durch  folgende  Erwägungen.  Das  menschliche  Aege  vet« 
mag  eineft  Doterscbled  swiseben  den  Intensitäten  zweier  an  ein- 
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ander  grenzenden  Licbtflächen  erst  dann  mit  Sicherheit  zu  gewah- 
ren,  wenn  die  Lichtstärke  der  einen  weniger  beträgt  als  ^  von 

der  tiichtstärke  der  andern.    Hätte  man  daher  die  beiden  zu  ver- 

gleldbenden  S()ektrenreihen  hart  neben  einander ,   »o  wurden  die 

brillanteren  Spätren  der  Mitte  in  beiden  Bildern  vollkommen  gleich 

hell  erscheinen,   und  der  Unterschied   würde  sich  erst  zu  zeigen 

59 
beginnen  y  wenn  cos'^  kleiner  als   ^,   oder  der  Bengungswinkei 

Ijrösser  als  7^  25'  geworden  wäre.  Beobachtet  man  aber  die  bei- 
den Gittererscheinungeo  nicht  gleichzeitig  neben  einander,  sondern 
suficessive,  so  werden  sie  noch  welter  hinaus  merklich  .^gleich 
erscheinen ;  ein  frappanter  Unterschied  würde  erst  in  den  äussern 
Spektren  auftreten,  welche  ihrer  Lichtscl) wache  wegen  schwer  zu 
beobachten  sind.  Die  Unsicherheit  wird  ferner  noch  dadurch  er- 
hobt, dass  die  einfallenden  Strahlen  durch  die  auf  Glas  gezeich- 
neten Gitter  noch  zwei  Brechungen  erleiden^  welche  auf  verschie- 
den gerichtete  Schwingungen  ungleich  wirken. 

§.  2  Das  natürliche  Licht  besteht,  nach  der  gebräuchlichen 
Vorstelloog«  aus  zum  Strahle  senkrechten  OsciUatiQDen,  welche 
in  unmessbar  kleiner  Zeit  alle  niuglichen  ^^imute  durchlaufen. 
Diejenigen  Oscillationen  eines  natürlichen,  zum  Schirme  senkrech* 
tep  Strahlenbündels,  welche  dem  Azimute  ^  angehören,  würden 
im  Punkte  a^  b,  c  des  ßeugungsbildes  die  Intensität 

[1  —  (acosT/;-h6sin^)*].  J* 

hervorbringen.    Um  den  von  allen  Oscillatlonen  des  Strahles  er- 

Beugten  Lichteindruck  zu  bestimmen ,  muss  man  das  arithmetische 

Mittel   nehmen  aus   allen  Werthen   des   vorstehenden  Ausdrucks, 

welche  derselbe  annimmt,  w^äbrend  ^  alle  um  das  unendlich  kleine 

d^  von  einander  verschiedenen  VVerthe  von  0  bis  2»   durchläuft. 

2w 
Da  nun  -^  die   Anzahl   aller    Azimute   ist/,  so  ergibt  sich  die 

Intensität 

Das  Beugungsbild,  w<*lches  ein  natürliches  Strablenhündel  von 
der  angenommenen  Beschaffenheit  hervorbringt,  ist  demnach  nur 
in  der  Bildmitte,  wo  sich  die  ungebeugten  Strahlen  sammeln,  mit 
dem  früher  berechneten  identisch;  alle  übrigen  Punkte  des- Bil- 
des erscheinen  um  so  mehr  geschwächt,  je  weiter  sie  von  der 
Bildmitte  entfernt  sind,   so  dass  die  gleich >  stark  geschwichten 
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Pankte  in  coDGentrischen  Kreisen  um  die  Bildmitte  gereiht  sind; 
am  Rande  des  Bildes  beträgt  die  Lichtstärke  pur  mehr  die  Hälfte 
der  frflheren. 

Sollte  der  Ausdruck  J*  für  sich  allein  der  Itrscheinung  ent- 
sprechen, so  mfisste  man  Lichtstrahlen  annehmen,  deren  Oscil- 
lationen  nicht  bloss  in  einer  zum  Strahle  senkrechten  Ehency  son- 
dern in  allen  möglichen  Richtungen  des  Raumes  erfolgen,  vrobei 
aber  nur  die  transversalen  Componenten  der  Oscillationen  Licht- 
wirkung hervorbringen  würden. 

§.  3.  Obgleich  die  von  den  Polarisations- Verhältnissen  der 
einfallenden  Strahlen  herröhrenden  Modifikationen  des  Bengungs- 
bildes»  so  weit  sie  wenigstens  den  brillantei«n  Theil  des  Bildes 
betreffen,  der  Wahrnehmung  so  leicht  entgehen,  dass  wohl  in  allen 
Fällen,  wo  es  nicht  gerade  auf  Diskussion  jener  Modifikationen 
abgesehen  ist,  der  Ausdruck  J^  allein  schon  den  Erscheinungen 
genügt,  so  dfirfte  doch  eine  Untersuchung  der  Aenderungen,  welche 
doppeltbrechende  Rrystallplatten  im  Beugungsbilde  hervorbringen, 
nicht  ohne  theoretisches  Interesse  sein.  Die  beugende  Oeffnung 
sei  daher  durch  eine  einzige,  parallel  zur  optischen  Axe  geschlif- 
fene Platte  verschlossen,  und  diese  werde  von  einem  Bändel  gerad- 
linig polarislrten  Lichtes,  dessen  Oscillationsrichtung  mit  der  posi- 
tiven a;*Aze  dei^Winkela  bilde,' senkrecht  getroffen.  Bezeichnet 
alsdann  ip  den  Winkel,  welchen  die  optische  Axe  mit  der  posi- 
tiven j?-Aze  einschliesst,  so  bildet  der  gebeugte  Strahl  a,  6,  c 
mit  der  Oscillationsrichtung  des  ordinären  Strahles  einen  Winkel 
2i,  dessen  Cosinus  gleich  ist: 

cosxi= — asintf;-|-  6cos^, 

und  mit  der  Oscillationsrichtung  des  extraordinären  Strahles  einen 
Winkel  Xa»  ^^  dessen  Cosinus  man  hat: 

cos  Xs  =  ^  cos  tfi  -f  6  sin  tf;. 

In  dem  Pankte  a,  6,  c  der  Bildfläehe  kommen  demnach  zwei 
geradlinig  polarisirte  Strahlen  zur  Wirkung,  deren  auf  das  Auge 
wirksame  Excursionen  durch  die  Doppelintegrale 

Ä)  %i  sin(a  —  y\y)  sin  %i  .j(/*6in  (;>  +  C  +  qx  +  ry)difda: 

und 

E)  n^  cos  (a — ^)  sin  x» .  jQ^si  n(p  +  t  +  qüp  +  ry)  dydx 

dargestellt  werden,  in  welchen  x,  und  %^  die  SchwächungseoefS- 
cienten   ffir  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  bezeichnen, 

Theil  XXXVIII.  14 


Digitized  by 


Google 


214      Lommei:    Ued€r  die  Beugung  des  poU$rMr(en  Ifekies, 

0  und  e  aber  beziehlicb  statt  "jr(ö>  —  ^)d  und   -r-(e  — l)d  stehen, 

während  d  die  Dicke  der  Platte,  o>  und  s  aber  die  Breehungs- 
quotienten  für  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  sind.  Um 
dilB  Intensität  des  elliptisch  polarisirten  Strahles,  welcher  aus  dem 
Zusammenwirken  der  Strahlen'^  und  E  hervorgeht ,  kennen  zo 
lernen  y  braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Amplituden  zweier 
beliebiger  rechtwinkliger  Coroposanten  desselben  zu  addiren.  Der 
Winkel  |  aber,  den  die  Oscillationsrichtungen  dieser  beiden  Strah- 
len mit  einander  einschliessen ,   hat  zum  Cosinus: 

cos  ä=z .    ^^   ,       . 

smxisin^ 

Zerlegt  man  jetzt  die  Excursion  des  extraordinären  Strahles  in 
swei  andere,  deren  eine  mit  derjenigen  des  ordinären  Strahle« 
zusammenfallt  und  deren  andere  senkrecht  darauf  steht,  also  in: 

£|)    »^co»(a'^^)sinx^cos^.ffs\n(p  +  t  +  qa:'j-i^)d^dx 

und 

Ej)    »^co%(a'^^)Bin%^Bmi.ffd\ti(p't't+qx-i'ry)dyda:, 

so  hat  man  statt  der  schiefwinkligen  Composanten  Sl  und  E  jetzt 
•die  rechtwinkligen: 

Ä')        Äi  sin  («—if;)sinx|.//sln(p +  0  +  ^0?  + ry)rfyilr 
+  x,  cos  («— '^)  sin  xb  cos  |  .^Tsin  (p + e + ga+ry)  dydx , 

E*)     X4C08(a— tf;)sin  x^sin  S.y/sin  (p  +  e  +  y;r  -\^ry)dydx. 

Trennt  man,   zuerst  in  A',   den  Theil  p  der  Phase,  welcher  die 
^  Zeit  t  enthält,  von  dem  übrigen^  so  erhält  man 3 

Ä')    sinp  (*!  sin  («  —  i/;)  sin  j^  •  //"cos  (O  +  ^o;  +  ry)  dydx 

+  XsCos(tt— V;)sinx2.cos$.y/'cos  (e-|-9a;-|-ry)<29<ir3 
+  cosp  (xi  sin  (a — tf;)  sin  Xi .  y/sin  (o  -f  ^a:  -|-  ry)  dydx 

-I- Xs  cos  (o- if;)  sin  ^2  •  cos  £.//8in  (e -f  jo:  4- fy)ifydx). 

Um  das  Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  Sl'  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Faktoren  zu  addiren,  mit  wel- 
chen im  vorstehenden  Ausdruck  sinp  und  cosp  multiplicirt  er- 
scheinen; ehe  wir  jedoch  diess  thun,  zerlegen  wir  die  unter  den 
Integralzeichen  stehenden  Sinus  und  Cosinus  nochmals,  indem 
wir  den  constanten  ThetI  des  Bogens  vom  variabein  trennen«  Wir 
erbalten  für  die  beiden  Faktoren: 
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(%  siti(a — ilf)shk%i  coffO  +  n^eoB(a — tf;)8in;|^cos{eofre}.  C 
—  Q%i  sin  («  —  ^If)  sin  jd  sin  0  -f  ^  cos  (« — ^)  si  n  ;^  cos  £  sin  e) .  5 

+  C^8in(a — '^)stnxi  coso-l'  ^cos(€ir^^)sinxaC08£coseJ.5. 

Diese  beiden  Ausdrücke  geben,  quadrirt  uod  addirt,  fvr  das 
Qaadrat  der  Amplitude  des  Strahles  Sl'i 

Ä')    [xi«sin«(a— ^)siii*;fi  +  x,*cos*(a—  ^)  sin  *Xt  <:<>«*£ 

+2xi«jsin(of-^)cos(tf—^)sinxisin;i^cos£cos(o— e)].(C+iS"). 

Nimmt  man  mit  dem  Strahl  E\  um  das  Quadrat  seiner  Ampli- 
tude zu  berechnen^  eine  ähnliche  Zerlegung  vor,  so  findet  man 
zunfiehst: 

E')     %^  cos  (« — if;)  sin  xi  «in  l  (sin  p  ff  cos  (e+  yar + ry)  dydx 

+  cos  p  ff  a\n  (e-i-qx  +  ry)  dydx), 
so  dass  man  die  Quadrate  folgender  zwei  Ausdrücke 
«jCOs(a--i|;)sinxipinJ.[Ccose— iSsine] 
und 

K^cosCa— i(i)sin2ssin£.[iScose<f  Csinr] 

zu  addiren  hat;  man  findet  demnach  für  das  Quadrat  der  Ampli- 
tude des  Strahles  E')  i 

£')  Vcos*(o— tf;)sin«;^8in«5.(C«+S«). 

Um  nun  schliesslich  die  Intensität  des  elliptisch  polari^rten 
Strahles,  welcher*  ans  dem  Zusammenwirken  der  Composanten  Sl' 
und  E'  hervorgeht,  zu  kennen,  braucht  man  nur  noch  die  gefun- 
denen Amplitudenquadrate  zu  addiren,  und  erhält: 

[«i'sin*(« — 'Hf)s\n^  +«a*cos^(a  — i|;)sin*35s 

-f  2»|«a9iD  (tt-^)  cos  (a— 'f;)  sin  xi  sin  2s  cos  £gos  (O- e)] .  (CH 'S*)» 
oder,  nach  Einführung  des  Werthes  von  co6£: 
[»i'8in*(a  —  ^)»in^%i  +  «t*cos«(«— -^)sin*3[j 

—  '2«ii%sin(a  — '4;)co8(a — '«f')cos%|  cos  jjj  cos  (o  —  e)] .  J* 

{u  4    Der  Ausdruck  J*  erscheint  deninaeh  jetzt  durch  einen 
Faktor  modificirt,    welcher  einerseits  von  der  Wellenlänge  und 
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OsGiliationsricbtoDg  des  einfallenden  Lichtes»  den  optieeben  Con- 
stanten  und  der  Dicke  der  Platte»  andererseits  Ton  der  Lage  der 
gebeugten  Strahlen  gegen  die  optische  Axe  des  Krystalles  ab* 
hängt.  Wir  wollen  nun»  um  die  Diskussion  zu  vereinfachen»  an- 
nehmen» dass  die  optische  Axe  mit  der  Abscissenaxe  des  Bildes 
zusammenfalle;   wir  haben  dann: 

sintf;=ü,     cosif;=:l; 

cos3(|  =  6»    cos%2  =  a; 

und  der  Faktor  wird:  *     > 

»i^sin*«  +  «j^'cos*« 

—  [iC2*cos*o.a*-|-X|*sin*a.6*-|-29i|iCB8inacosacos(0-^e].a6].« 

Er  beh&lt  den  nämlichen  Werth: 

Xi'sin*a  +  «^^cos^a  —  K^ 
ffir  alle  jene  Punkte  des  Bildes»  welche  sich  in  der  Ellipse 

I)  «j*  cos*« .  a*  +  Xj'sin  ^a .  6*  +  2»|Xssin  acos  «cos(0— e) .  ab 

projlciren.  Vergleichen  wir  jetzt  <  diese  Ellipse  mit  der  Bahn, 
welche  die  Aethertheilcheu  des  ungebeugt  aus  der  Platte  heraus- 
tretenden elliptisch  polarisirten  Strahles  durchlaufen.  Aus  den 
<jlleichungen 

fy  =  »1  sin o. sin  -j-  (r<— f  +  (co  —  l)c{) » 

|=:iCiiCosa.sin-^(vf  —  ^-1-  (c— l)rf); 

welche  die  Excursioneu  des  ordinären  und  extraordinären  Strafa- 
les nach  ihrem  Durchgang  durch  die  Platte  vorstellen»  erhält  man 
durch  Elimination  von  t  die  Gleichung  der  Bahnellipse  in  folgen- 
der Gestalt: 

II)  %i  sin<a.{*-hKs*cos'a.i;'— 2»|9c,sinacos0cos(o— e).f97 

=  X|iC2*8in*aco8*asin^0— e). 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  I)  und  II)  reicht  hin,,  um  su 
erkennen,  dass  die  Ellipsen»  welche  unser  Faktor  über  das  Bea- 
guBgsbild  ausbreitet,  den  Babnelllpsen  des  direkt  durch- 
gehenden elliptisch  polarisirten  Strahles  ähnlich»  aber 
am  90^  gegen    dieselben' gedreht  sind.     Obgleich    dieser 
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Satz  die  AenderongeD,  weiche  derFaictor  beim  Didkerwerden  der 
Platte  erfährt,  aus  den  bekannten  Aendernngen  des  jedesmal 
resuidrenden  elliptisch  polarisirten  Strahls  abzaleiten  gestattet,  so 
dilrfke  doch,  aar  Bequemlichkeit  des  Lesers,  eine  unmittelbare 
Untersuchung  derselben  hier  am  Platze  sein. 

§.  6.    Wenn  »|Sina>X2Cosflr  oder  tg«>^,  d.  h.  wenn  der 

ordinäre  Strahl  der  intensivere  ist»  so  bildet  die  grosse  Axe  der 
Ellipse  I.)  mit  der  optischen  Axe  der  Krystallplatte  einen  Win- 
kel tp,  welcher  durch  die  Gleichung 

«.«.l.««-Vco.««-V"l        (».•«"•«- «.«cos*«)«        r 

-  _^ '  +4xi*gta*sin*gcos^cos*(o— e)  ' 

2»|jK3sinacos«Gos(0 — e) 

gegeben  ist;   das  Axenverbältniss  wird 

..•..«       «       i/"^        (Xi»sin»a  +  «a«cos*a)*        T 
»i*sin'a  +  «i*cos"a  — W     j  \ 

B^       ^  •~4gtt*na*s'n*«cos»gsin«(o— e)  S 

A^'^  2x|Xaslnaco8asin(o  —  e) 

gefunden,  wo  das  Vorzeichen  stets  so  gewählt  werden  muss,  dass 
-j  positiv  wird.  Für  cos  (0 — e)  =  l,  d.h.  wenn  d^—^  ist,  oder 
wenn  der  Ganguoterschied  des  ordinären  und  extraordinären  Strah- 

Tß 

les  eine  ganze   Anzahl  von   Weilenlängen   beträgt,    wird   --1=0; 

die  Ellipsen  gehen  demnach  in  gerade  Linien  über,  ffir  welche 
sich  unmittelbar  aus  I)  die  Gleichung^ 

6  = cotg  a.  a  4- -, — 


durch    bis    — 5—  • wachsen ,  fahrt  man  also  cos  (0  —  e)  von 


ergibt.     Lässt  man  jetzt  d  von  an  durch  — -. -; —   hin- 

^  "  OD  — H  4  0  —  8 

2n  H       A 

1  durch  0  hindurch  zu  — I  hinüber,  so  durchläuft  tgg»  die  Werthe 
von  — -^cotga  durch  0'  hindurch  bis  -(-  — cotga,  während  das 
Axenverhältniss ,  anfangs  Null,  bei  cos(o— e)=0  seinen  grössten 
Wertb  --^cotga  erreicht,   uro  von  da  bei  cos(o  — e)  =  —  1  wieder 

zur  Null  herabzusinken.   Im  nächsten  Intervall ,  von  i2=--7r-  • 

2       w— r 
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bis  d=     .^     ,  durchläuft  die  grosse  Ellipsenaxe  die  nSmlichep 

Richtungen  In  umgekehrter  Ordnung,  n.  s.  f.  Die  Richtung  der 
grossen  Axe  des  EUlipsensysteros  ist  unter  allen  Riehtungen» 
welche  im  Mittelpunkte  des  Bildes  sich  kreuaBen,  diejenige,  welche 
durch  unsern  Faktor  das  meiste  Licht  empßingt;  in  die  Richtung 
der  kleinen  Axe  dagegen  WH  die  geringste  Erleuchtung.  Wir 
können  daher  jene  die  ,,Axe  der  grossten  Erleuchtung**»  diese 
die  y,Axe  der  kleinsten  Erleuchtung^  nennen,  und  die  obigen' 
Resultate  wie  folgt  ausdrücken :  Wenn  man  die  Dicke  der  Kry- 
stallplatte  ändert,  so  schwankt  die  Axe  der  grCssten  Erleuchtung 
zu  beiden  Seiten  der  optischen  Axe  zwischen  zwei  äussersten 
Lagen  hin  und  her;  die  Tangente  des  Winkek,  welchen  diese 
äussersten  Lagen  mit  dßt  optischen  Axe  einschliessen ,   ist  dem 

Werthe  —  cotga  gleich;   derselbe  Werth  gibt,  fOr  die  Mittellage» 

das  Axenverhältniss  des  Systems  ähnlicher  Ellipsen  an-,  deren 
Punkte  durch  den  Faktor  gleiche  Erleu(*htung  erhalten.  Je  mehr 
sich  die  Axe  der  grossten  Erleuchtung  von  ihrer  Mitteliage  ent- 
fernt, desto  langgedehnter  werden  die  Ellipsen,  um  in  der  Grenz- 
lage endlich  in  gerade  Linien  überzugehen,  welche  dieser  Lage 
parallel  sind. 

Da  Lage  und  Axeuverhältniss  der  Eliipsensysteme  durch  den 
Werth  von  cos(o  — e)  bedingt  sind,  und  dieser  Cosinus  von  der 
Wellenlänge  abhängt,  so  ist  klar,  dass  für  die  nämliche  Platte 
einer  jeden  Farbe  ein  Ellipsensystem  von  anderer  iiestalt  "und 
Lage  entspricht. 

Es  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden,  dass  tga>  ^ 

sei;   man  erkennt  aber  leicht  aus  den  gegebenen  Formeln,  dass 

man  fiär  tga<~^  Dasjenige,  was  in  Bezug  auf  die  optische  Axe 

gesagt  wurde,  jetzt  in  Bezug  auf  die  zur  optischen  Axe  Senk- 
rechte wiederholen  niüsste. 

Ist  dagegen  tga=—  >    d.  h.   sind   die  Oscillationen    des    ein- 

fallenden  Lichtes  so  zur  optischen  Axe  geneigt,  dass  der  ordi- 
näre und  der  extraordinäre  Strahl  gleiche  Intensitäten  erlangen^ 
so  hört  das  Hin-  und  Herschwanken  der  Axe  der  grossten  Er- 
leuchtung auf,  und  es  entsprechen  ihr  nur  noch  zwei  zu  einander 
senkrechte  unveränderliche  Lagen,  welche  um  45^  beiderseits 
gegen  die  optische  Axe  geneigt  sind.    Man  findet  nämlich  alsdann 
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So    lange    demnach   co8(o  — r)   positiv    ist,    zwischen    d=     

und  d= — j — .— —  ,   bildet  die  Axe  der  grOssten  Erleuchtang 

mit  der  optischen  Aze  des  Krystalls  den  Winicel  — 45®;  dabei 
wächst  das  Azenverhältoiss  der  Bllipa«nsysteme  von  seinem  an* 
tftsglichen  Nailwerthe  bis  1;  während  also  bei  jenem  ersten  Werthe 
von  d  die  von  dem  Faktor  gleicbstark  modificirten  Punkte  in 
gerade  Linien  gereiht  sind,  welche  mit  der  optischen  Aze  einen 
Winkel  von  — 46®  einseht iessen,  bilden  bei  dem  sweiten  Werthe 
von  d  die  gleichstark  modificirten  Punkte  concentrische  Kreise  um 
die  Mitte  des  Bildes;  ilSr  alle  zwischenliegenden  Werthe  von  d 
aber  sind  sie   in  Ellipsen   gestellt,    deren  Azeo Verhältnisse  alle 

Werthe  von  0  bis  1  durchlaufen;  wenn  jetzt,  von  d= — •% 

bis  d=s. — 5 — »    ,  co8(o— e)  negativ  wird,    so  ftllt  die  Aze 

der  grussten  Erleuchtung  In  die  Richtung  4-  45®;  gleichzeitig  nimmt 
das  Azenverhältolss  von  1  bis  0  ab,  die  Linien  gleicher  Schwä- 
chung, anfangs  concentrische  Kreise,  gehen  durch  alle  möglichen 
Ellipsen  hindurch  zuletzt  in  gerade  Linien  Qher,  welche  unter 
-^45®  zur  optischen  Aze  geneigt  sind.  —  Besteht  das  einfallende 
Licht  aus  verschiedenfarbigen  Strahlen,  so  behaKen  die  Ellipsen- 
systeme zwar  für  alle  Farben  die  nfimiiche  Lage,  einer  jeden 
Farbe  entspricht  aber  ein  anderes  Azenverhältniss. 

Zum  Schlüsse  mache  ich  noch  darauf  aufmerksam,  dass  es 
vollkommen  gleichgültig  ist,  ob  das  elliptisch  poiarisirte  Licht, 
welches  man  der  Beugung  unterwhrft,  durch  eine  doppeltbrechende 
Krystallplatte  oder  auf  irgend  eine  andere  Art  entstanden  seit 
immer  wird  der  Faktor,  mit  welchem  der  Ausdruck  J^  zumodi- 
ficlren  ist,  ein  System  von  Ellipsen  vorstellen,  welche  die  Ge- 
stalt der  Bahnen  der  Aethertheilchen  im  einfallenden  Licht  ge- 
treulich nachahmen,  aber  um  einen  rechten  Winkel  gegen  dieselben 
gedreht  sind. 
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XTIII. 

Notiz   über   den  sphärischen   Excess. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Vorerinnerung   des  Heraasgebers. 

Der  nachstehende  Aufsatz  ist  mir  aus  sehr  weiter  Ferne  Ton 
einein  von  mir  hochgeachteten  Verfasser  zugesandt  worden.  In 
dem  den  Aufsatz  begleitenden  Briefe  sagt  der  Herr  Verfasser: 

,,  Finden  Sie  in  dieser  Notiz  wirklich  etwas  Interessantes  und 
der  Veröffentlichung  Werthes^  so  wird  es  zu  meiner  Ehre  gerei- 
chen« wenn  Sie  dieselbe  in  irgend  einem  der  nächsten  Hefte 
Ihres  geschätzten  Archives  aufnehmen/' 

Hiemit  war  es  mir  also  freigestellt,  den  Aufsatz  aufzunehmen 
oder  zurlickzulegen.  Ich  würde  den  Aufsatz  nicht  aufgenom- 
men haben«  weil  die  Darstellung  nach. meiner  Meinung  in  einem 
sehr  wesentlichen  Punkte  mangelhaft  ist,  welche  ohne  Ergänzung 
ihn  zur  Aufnahme  ungeeignet  macht,  worüber  ich  nachher  das 
Weitere  bemerken  werde.  Auf  der  anderen  Seite  aber  finde  Ich 
in  dem  Aufsatze  manches  Interessante  und  der  Veröffentlichung 
Werthe,  wohin  ich  namentlich  die,  so  viel  ich  weiss,  bisher  noch 

E 

nicht  angewandte  Zerlegung  von  sin-;i  in  zwei  Factoren,  welches 

nach  meiner  Meinung  in  diesem  Aufsatze  der  Hauptpunkt  ist, 
wodurch  die  Darstellung  vorzugsweise  vereinfacht  wird,  rechne. 
Aus  diesem  Grunde  lasse  ich  den  Aufsatz  im  Folgenden 
abdrucken,  aber  ohne  den  Herrn  Verfaseter  zu  nennen,  weil 
ich  es  mir  nie  erlaubt  habe  und  auch  fernerhin  nicht  erlauben 
werde,  von  mir  aufgenommene  Aufsätze  genannter  Verfast^er  mit 
einer  Kritik  von  meiner  Seite  zu  begleiten.  Sollte  aber  in  die- 
sem Falle  der  Herr  Verfasser  die  Nennung  seines  Namens  wfin* 


Digitized  by 


Google 


Grnneri:    A»t(%  übet  den  sphärischen  Excess.  221 

scbeo  oder  Oberhaupt  nicht  mit  iBeiDen  Aiiaichten  Aber  «einen 
Aufsats  sich  einverstanden  erklären  können,  so  bitte  ich  densel- 
ben nur,  mir  davon  gfitigstso  bald  als  möglich  Anzeige  zu  machen, 
and  soll  dann  ungesäumt  die  erforderliche  Natiz  in  dem  Archive 
folgen.  In  einer  Nachschrift  werde  ich  zeigen,  vrie  ich  mir  die 
Darstellung  zu  ergänzen  erlauben  würde.,  wodurch  aber  dem 
Grundgedanken,  der  dem  Herrn  Verfasser  ganz  allein  gebOrt,  sein 
Werth  in  keiner  Weise  geschmälert  werden  soll.  Ob  übrigens 
ein  ähnliches  Verfahren  nicht  vielleicht  schon  /ruber  angewandt 
worden  ist,  worauf  es  aber  zunächst  nicht  besonders  ankommt, 
da  der  Gegenstand  gewiss  an  sich  fi3r  viele  Leser  lehrreich,  in- 
teressant und  neu, ist,  kann  ich,  wie  schon  Erinnert,  mit  völliger 
Bestimmtheit  nicht  sagen.    Ich  lasse  nun  den  Aufsatz  selbst  folgen. 


Notiz  fiber  den  sphärischen  Excess. 

Es  giebt  bekanntlich  mehrere  Ausdrücke  Rir  den  sphärischen 
Excess  E,  von  welclien  der  Lhuilier*sche  der  eleganteste  ist, 
nämlich : 

,_      aT"       a+6-l-c.       6  +  c^^^^a~       a+c— Ä^       a-^-h^e 
♦angi£;=  Y  tang— j — tang j— tang — y— tang — j 

Zu  dieser  Formel  fuhren  verschiedene  Wege;  einer  der  einfach- 
sten lind  am  Leichtesten  im  Gedächtniss  zu  behaltenden  scheint 
mir  folgender  zu  sein. 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten,  A,  B,  C  die  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks,  bedeutet  ferner  2p  die  Summe  der  drei 
Seiten,  2P  die  der  drei  Winkel,,  so  gelten  die  bekannten  sphä- 
risch-trigonometrischen Formeln: 

(1) 

.    a     a/       cobPcos(P—A)        .    b     a/       cosPcos(P-tÄ) 
^'"2=\ sinÄsinC  "'     "•"2  =  \ sin^sinC      ' 


C  _  A  /         C0SPC0S(P— D 


*'"2        V  8\nAa\üB 

Es  folgt  daraus  durch  Multiplicatlon : 

.    a  .   b  ,    c         cosP  V  — cosPcos(P— 2l)cos(P— Ä)cos(P— C) 

sin  gsin 5Sin  o=—  -r—ys ^^ — = — a  «    fe ' ^ 

2       2       2  sinC  sin  J  sin  B 

cos  P    sin  c 

'  sin  C' 
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üer  8|ftliäri«che  Ekcmb  M  aber 

E=2l  +  B  +  C— 180ö=2P— 180«, 

E  E 

woraus  P  =  9(F  +  s-  üöd  co8P= — bw-q,  «o  daaa 

,   a  .   6 

E      8""2*'"2 

2  c 

cos  5 

.    «    .    6 

^sinjsinj  2 V^sinpsm(^— g) 8in(jg-^6)siD(p-c) 

>  c  sioasia^  ' 

cos  2 

also  endlich: 

(2) 


£  _  V^siopsin  (p  —  a)  sin  (p  —  6) sin  (p— c) 
2  ""  X       a       6       c  ~"' 

2  cos  n  cos  n  cos  ^ 


Der  Aasdruck  rechts  kann  in  zwei  Faktoren  zerlegt  werden, 
so  dass: 

(3) 


V' 


.      I     .  p   .  p—a  j   p—b  .  p— c 


•'•'l  =  '^m/  «     *     c 


cosscosxcoas 


gCOBjCO«^ 


V 


p       p^a       p^b       p^c 
cos  5  cos     A-    cos  *-&—  cos  *- 


a       6       c 
cosseoeäCOSÄ 


E  E 

von  welchen  der  eine  rzsiu^  und  der  andere  =cos  j  sein  wird, 

wenn  es  nachgfewiesen  werden  kann,  dass  die  Summe  ihrer  Qua- 
drate =  1  ist,  d.  i. 

(4) 

.   P   i  P  — «  .  p—b  .  p^e  ^        p       p'—a       p-^b       p-'C 
sin  K «In     2^  sin^-g-  sin<-Y~  +  ^®*  2^®*     2~  ^®*^~  ^^•^^ 

a        6       c 

=  COS5COS5COSs* 
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Werden  die  Produkte  der  Sinoeee  ond  Cosinusse  durek  Sammeo 
ersetzt»  so  ersieht  sich: 

[CO«  2  —  cos  (p  —  2^  J  l^®*  ""2 ^^^^^ 2~^^ 

+  [cos  2  +  cos(p—  2)j[co8  -2-+co8(p 2~~)J=^^^^  2^^^2^^*2' 

und  nach  Ausfllbruiig  der  Rechnungen: 

a       b—c  ,         ,        a.       /A  +  c.      ft       o       b       e 

COSgCOS— J-+  C08(p— 5)C0S(p S-")=2C0S5C0S2C0S5. 

Werden  bierin  wieder  die  Prodaicte  durch  Summen  ausgedrfickt, 
so  gelangt  man  zu  der  eleganten  Formel: 

(8) 

a  +  6  +  c  .         6  +  c  —  a  .        a-{-c  —  b  .        a4-b — c 
cos ^ ^  cos rt +  cos ^ +  cos        ^ 

.        a        b        e 

welche y    wie  man    sich    leicht  dberzeugen   kann,    eine   Identität 
darstellt.  / 

Man   gelangt  noch  zu  einer  Identität,  wenn  man  in  der  vor- 
letzten Gleichung  fürp  seinen  Werth  schreibt,  alsdann  wird: 

b  —  c  .        6  +  c      c^       b       c 
cos  — 4p*  +cos~-5~"  =  2cos5  cosä. 

Es  folgt  nun  daraus,  dass  die  Faktoren,  In  weiche  der  Aus- 

E 

druck  für  sio-^   zerlegt  wurde,  wirklich  den  8inus  und  Cosinus  Ton 

E 

-T-  darstellen,   dass  also: 


.    E 

sin  j= 


(6) 


.   p    .   p^-a  .  p — b  ,  p — e 
sin^sin     ^>     sin  -  Q  "  sin^—TT— 


cos  5-  cos  5-  cos  TT 


p       P'-'a       p-^b       p-^c 
cos^-  cos^—rt^—  cos^— cos^— 


4       %/  a        b        c 

cos  2  cos  2  cos 'S 
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womofl  folgt: 

tang  4  =  y  tang^  tang^^-^tang^^  tang^^ . 
welches  die  Lbuilier'scbe  Formel  ist. 


Nachschrift   des   Herausgebers. 

Wie  "ich  sefaou  erwähnt  habe,  ist  der  Haaptpankt«  aaf  den 
es  iD  der  obigen  D^rsteOung  vorzugsweise  ankommt,  nnd  durch 
weichen  die  Einrachbeit  des  Beweises  baaptsächlich  bedingt  wird, 
die  Zerlegung  von: 

E V"sin/>sin(jg— fl)sin(p — 6)sin(y  — c) 

^2  ^  ;;     a      6     c 

2cos^cos2«os^ 
in  zwei  Factoren,  wodurch  sieb  der  Ausdruck: 


Hifk-ä  := 


.   P    .  p  —  n  .   p  —  b   ,   p'-c 


a        ö        c 

cos  ^  cos  ^  cos  (V 


p        p — a       p — b       p  —  c 

COS%-  COS^-y-  COS^—rt-  COS^-g— 


GOSäCOScICOS 


gCOSgCOSj 


ergiebt.    Auch  ist  es  ganz  richtig,  wenn  der  Herr  Verfasser  sagt: 

E 

,,der  eine  dieser  beiden   Factoren  wird  =sin  j  und  der  andere 

E 

=  cosj   sein,    wenn    es    nacbgewiesen   werden   kann,    dass  die 

Summe  ihrer  Quadrate  =1    ist."     Letzteres    beweist  der  Barr 

Verfasser  auch  ganz  richtig.    Wenn  nun  aber  am  Ende,  nachdem 

dies  bewiesen,    ohne  Weiteres  der  erste  der  beiden   Factoren 

K  E 

=  sin-2>    der  zweite  =eos^   gesetzt  wird;    so   ist  dazu  nacli 

meiner  Meinung  in  der  That  gar  kein  unmittelbarer  Grund,  — 
wenigstens  nach  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers,  —  vor- 
handen, indem  man  eben  so  gut  den  ersten  der  beiden  Factoreo 

E  E 

rscos  j,  den  zweiten  =sin-T   hätte  setzen  können.    In  diesem 
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Pookte  i«t  aUo  nach  nralner  Meinong  die  Darstellang  mangelhaft; 
imd  darin  liegt  der  Grund,  welcher  mich  beatiinint  haben  wOrde» 
den  Attfsats  nieht  aufzunehmen»  wenn  mir  derselbe  nicht  auf 
der  anderen  Seite  doch  manchee  Interessante  und  der  Mittheiinng 
Werthe  zo  enthalten  geschienen  hfitte.  Ich  will  nun  zeigen»  wie 
nach  meiner  Meinung  die  Darstellung  vervollständigt  und  Tielleicht 
liiD  nnd  wieder  noch  etwas  eleganter  gemacht  werden  kann,  aut 
welches  Letztere  ich  aber  keinen  besonderen  Werth  lege»  indem 
eben  so  gut  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  hätte  beibehal- 
teu  werden  können. 

Weil   E  =  i4  +  B  +  C-I80o,   also   iE  =  i(A  +  ß+0  —  W 
ist,  so  ist: 

cosi£=sini(il  +  i7-|-C)»    sini£=— eosK^4^B+C); 

und  folglieh: 

cosl£  =  sinKil  +  B)cosiC  +  cosüA  +  B)  sin^C, 

sin^jE  =:  6\ni(A  +  iB)siniC— cosi(J  +  ß)co8iC; 

nach  den  Gauss'schen  Gleichungen  ist  aber: 

'  sin  i(A^  B)  cos  ic = cos  i(a — b)  cos  ^C , 

cosi(A+B)coBic^co8Ka  +  b)8\niC; 


also: 


t  r      cos4(a  -  b)  cosjC»  +  cos  ^(a  +  b)  sinjC» 
cos4£;  = ^^^  * 

.    ,_      IcosKa— 6)— cosi(a+6))sin4Ccos4C 
*'"**= ^^I^ • 


folglich,  wie  man  sogleich  übersieht 

cos  ^g  cos  ^6+  a 
coc 
sinJi<rsin|6sinC^ 


.^      cos  ^a  cos  ^6+  sin)asin^cosC 
cos4£  = -^^^ , 


sini£  =  ^ ,  , 

•  *  cos|c 

aber  bekaantiicby  wenn  wie  gewöhnlich  «=i(a-|-6-f<?)  gesetzt  wird*): 
^    cosc— cosacois6        ,    ^    2Vsin«sin(i— a)«in(j— 6)sin(i— c) 

cos  l/= ; ; — 1 f      sin  C  = —, ; — 7 9 

8masin6  sin  a  sin  6 


^)  Der  Herr  Verfasser  schreibt  p  statt  «,  welches  Letztere  mir  ge- 
laiflger  ist. 
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abo,   wenn  man  suglekh 

sina8in6:=48iD)a0iD|6co8|aGosl6 
seist: 

-,      4co8|a*co8|6*  +  (cosc--  ccft8aco86) 

4  cos  in  GOS  iO  G08  i« 
2c08|ftC0S|6C08i€  * 

folglich  y  weil  bekanDtlich 

4cosi£i'co8l6*  =  (1  -4-  co8a)  (1  -|-  ^086) 
Ist: 

, «      1  +  cosa  +  cos6  +  cosc 

cos  mMid  =.  — 2 5^ JT i 9 

*  4G08faeo8|6co8fc 

.    ,„       V  »ini8in(i— a)*«in(*-6)siri(i--c) 

sin  iJB/  = 5 ; TT ; • 

'  zcosfacost&cos^c 

Nun  setze  man  der  fi^ürze  wegen: 

i      _  4/"cosif  cow  \{s  —  a)  cos  i{s — 6)  cos  \{$ — c) 
?      ""V  cos^acos^Äco»^ 

2)      \  

I      4  /  sin  \s  sin  4(*  —  fl)  sin i(i — 6)  sin  i(f  —  c)  . 

If  co6^cosi6cosic 

so  ist  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  1)  offenbar: 

3) .   •    sini£  =  2«9. 

Leicht  erhält  man  aber  aas  2)  nach  sehr  bekannten  goniome- 
trischen  Formeln: 

4  (t£*  db  ti^)  cos  \a  cos  ^ftcos  \c 

=     {cos4a  +  cos(j  — 4a)nco8i(6— c)  +  co9[i— 4(6  +  c)]| 

irlcosja— cos(i  — 4a)Ucos4(^/ — c)— cos[«— i(A+e)]l,» 

oder: 

4  (ti*  i  »*)  cos  Ja  cos  J6  cos  Je 

=     { co8|a  +  cos  J(6  +  c) }  t  cosi(6  —  c)  +  GosJa) 

dt  I  cos  \a  —  co8|(6  +  c) }  t  cos  J(6  —  e) — i'os  Ja }; 

also  9   wenn  man  die  Multiplicationen  ausfuhrt : 
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2(tc* — 9^)G08|aco8l6co8^==  co8ia*  +  cos^6 — e)coai(6  +  c); 

also  nach  sehr  bekannten  Formeln: 

(tt*  +  v^)  cos  ia  cos  Ib  cos  ^c  =  cos  ^a  cos  |6  cos  ^, 
4(1^ — «*)cDs|<iGos^co«|e=  1  +cosa+cos6+cosc; 

also :  , 

j      a-«i       a       a 1  +co6g-|-co8  6  +  cosc, 

u  +a  -1,  ••  — «  —     4cosiacos46cosJc     ' 

und  folglich  nach  1): 

4) II« +  ©«=1,    «»«—©«=  cos  iE. 

Darch    Addition  und  8obtraction  dieser    beiden   Gleichungen 
erhftit  man: 

2tt*  =  1  +  cosiJB  =  2cos  iJE«, 
'2c*  =  1  —  cos  4f;  =  2  sin  iE« ; 

also: 

it*  =  cos  J£*,    r*  =  sin  JE*; 

und  folglich,  weil  cos  iE  und  sinj£  offenbar  beide  positiv  sind: 

5) tt  =  cosJ£,    t7  =  sinj£; 

folglich  nach  2): 


,iE=yr- 


^. ^^  cos  ^s  cos  4(i — g)  cos  i(f — 6)  cos  i(^— c) 


cos  4a  cos  ib  cos  ic 

6)  {  r — 

.    j  — 4/  sin 4f  sini(f  —  ä)  sin Ki  —  b) sin ^(i  —  c) 

'  ▼  cos  4a  cos  46  cos  |c 

also  durch  Division : 

7)  tongi£=Vtang4itang4(*— a)tang4(*-6)tang4(#->c), 

welches  die  zu  beweisende,  von  Lhuilier*)  gefundene  Formel  ist. 

Etwa  auf  diese  Weise  muss  der  Beweis  vervollständigt  werden . 

Dass  cosJE  und  sin  J£  beide  positiv  sind,  wie  oben  behaup- 
tet wurde,  erhellet  leicht.  Denn  es  ist  bekanntlich  kein  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  grosser  als  180®,  also : 


*)  Aof  den  Titeln  der  versrhiedenen  Werke  dieses  (reiflichen  iHii- 
thematikers  ist  der  Name  theiU  Lhiiilier  (Algebra),  tbeils  L*Hni- 
Her  (Expositio  elementarii)  geschrieben. 
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^  +  Ä  +  C<640». 

und  folglich 

^  +  B+C— 180«<360«, 

aUo  £;<360o,  ^E<,%Ofiy  woraus  das  Behauptete  uDmittelbar  folgt. 

MOge  der  Herr  Verfasser  aus  iForstebenden  Bemerkungeo  die 
von  mir  seinem  Aufsatze  gewidmete  Aufmerksamkeit,  erkennen. 
Sein  Name  soll,  wie  scht>n  erinnert,  sogleich  genannt  werden, 
wenn  er  mir  seinen  Wunsch,  dass  dies  geschehe,  zu  erkennen  giebt. 


Kurzeste  Entfernung  zweier  Normalen  eines  Ellipsoids 
TOD  einander. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  zwei  gerade  Linien  im  Räume  durch  die  Gleichungen: 

a:>— ao_y  — 6o_z— Cö      ^ar— q,      y— 6|      i-^Ct 
cos  00  "*"  cos  /Jo      cos  /o  *      cos  «1  "^  cos  ßx      cos  /j 

charakterisirt  sind,  deren  kürzeste  Entfernung  von  einander  durch 
£oi  bezeichnet,  und 

cos ffoi  =:  cos OE^ cosai  +  cos ß^ cos ßi  ^  cos /q cos yi 

gesetzt  wird;   so  ist*): 

(Oo— «iXcos/JoCosy,  —  cos  y©  cos  ft) 
+  (6o — bx)  (cos  yo  cos  «i  —  cos  «Sq  cos  yi) 


,   \   +  (cq  —  C| ) (cos «0 cos ft— cos fe cos «J  * 


•)  M.  «.  ThI.  XXW.  S.  5.  Nr.  14). 
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frenn  man  io  dieser  Formel  das  obere  oder  adtere  Zeichen  nimmt, 
jenacbdero  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitssei- 
chens  positiv  oder  negativ  ist. 

Siad  nun  {x^^  und  {xiy^z{)   zwei    beliebige  Punkte    ^es 
dnrcb  die  Gleichnng 

cbarakterisirten  Eilipsoids^  so  sind  bekanntlich: 

a«  6*  c«  a*  6«  c« 

die  Gleichungen -der  diesen  Punkten  entsprechenden  Normalen  des 
Ellipsoids;  und  wir  können  also,  wenn  &o,  Gi  gewisse  Facto- 
ren  beseichnen,  für  diese  beiden  Normalen  respective: 

cos«,,=  Go5'     ^^^ßo=Go^>    cosyo  =  Go^: 

cosofizsCi^.     cos/Ji=:6,|j,     cosy,=Ci^ 

setzen»    Also  ist  immer  in  den  obigen  Bezeichnungen : 

folglich : 

wenn  wir  uns,  was  offenbar  verstattet  ist,  den  Winkel  Woi  zwi- 
schen 0  und  180^  angenommen  denken,  und: 

cos/JoCosyi  --cosyocosft  =  GoGi^^^^^^' , 

cosyocosai  —  coso^cosy,  ==  GoG,  '^'T'f^ii , 

cosc^ocosft  --cosi!?oCosai==GoG,?5S(^Äi; 
also  nach  dem  Obigen: 

GoG,-*  


Vi  -  G„.G..(^^  +  Ml  +  !^)- 


15 
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Mim  ist  thw  »ach  dem  Obigen  offenbar: 

also,  wenn  man  diese  Ausdr^icke  in  die  vorstehende  Formel  einfuhrt: 

(^o— ^i) — gt^i — +(yo— yi)     ;^t^  —fl^o— «i;     ^« 


£01  =± 


oder  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze : 

(^o-^ir   ^«^2 — +(yo-yi) — ^2 — +(«o-«i) — ^«gi — 

natörlich  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  iBrenommen,  jenach- 
dem  die  Grösse  auF  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
positiv  oder  negativ  ist.  Man  kann  diese  Formel  auch  auf  fol- 
gende Art  schreiben: 

i   a*(aro--a:,)  (yo«i  ~  «0^1)  +  **(yo— ^i)  («0^1  — ^o«i)    \ 

Weil,   wie  sogleich  in  die  Augen  fällt: 

(aro— a?t)(yo«i -^«o»i)+ (yo  —  yOC^oa?!— a:o«i) +  (*o— «iX^oyi— yo^i) 

=  0 

ist,    so  kann  man  ottenbar  setzen: 

""^  Vfl*(yoh-2oyi)*+ft*(*oar,-a:osi)«  +  c*(a:py,-yoa:i)«  ' 

oder  der  Rdrze  wegen: 

wo  die  Bedeutung  v^to  Z  und  2V  sogleich  von  selbst  erheilen  wird. 
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Weil  Dan 

ist;  80  ist 

übe        "^  '      b      \     a        c  e        a/ 

^  '^      c    A     A         a  a         6/ 


und 


"''Va       *  c  c      '  aj 

also«  wenn 

*  ^  '     c     \     A        «      ,       a         6/ 


and 


geeetst  whrd: 

>  8ettt  nutn  iron  abef : 


'  ^         ÜT        b       \       d  C  jC  «/ 


16* 
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mud 


+ 


\     a       '  c  c     '  aj 


+(l)'C^?-^*?)"' 

00  Ut  offenbar: 

woniu  erhellet,  dasa  die  GrSsse  -^  in  Besag  aaf  die  GrOasn 


I 


dne  GrSaae  der  iweiten  Ofdoong  ist,  weiches  nacbra weisen  der 
Hauptzweck  dieses  Aufsatzes  war. 

Man  kann  auch 


and 


Vit/    \c    a       a     c/ 


oder 


oder»  weil 
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=K?)'+(?KD'IK?)*(^)X?)'5 

i'-=i-(^+^+^)"-a-S)(*  ?-?•?)" 

seteen. 

Fflr  da«  Rotations -Ellipsoid  ist  a:=6  zu  setzen,   ^so: 


ist.. 


^_ 


a 


=  ± 


(1    g*vh— ^/a^o  yi    yo^A 


V"'-(¥+¥'~^^)'"-<'-3>(??-??)'' 


Setst  mao  in  diesem  Falle 
80  ist 


und 


5 — ??  =  8in  Ä,  —sin  Äo  =  28ini(Äi  — Äg)  cosi(i9|  +  i?o) 


^^.^-JlSi,^  =  ^\u(L^-^I^)co%B^co%BiX 


a     a       a    a 
feroer  offenbar 


^  +^  +  ¥  =  sinÄasinÄj  +cos(Li  -.A>)cosiB;,cosÄi^ 

also: 

j(,  '2(1  —  -^sin(Li-I^)sin4(^i-^o)cosK^i+^o)c<>«^oCos^i 

«  m  /    1 1  -^  I  «in  Bo  sin  Bi  +  cos  (L|  —Lq)  cos  iBo  <^oa  'S!  }*  l ' 


i  Al— Isinfiosii 

^i    -a-S 


^^sinCI»,  *i:^)*G08Bo*oosll|* 
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Panbt  inaifc  sieb\ein  «phacifich^«  Qieieck  beschriebeo,  »  wel- 
cheni  die  Seiten  90^  — ifo,  90^--^^  einen  von  dem  abeoloteo 
Werthe  Ton  Li — L^  gemessenen  Winkel  einschiiessen«  und  be- 
zeichnet die  jdrit^e  Seile  i^ese«  i<|^bSr)6ch|en  l^reiecke  durch  I^, 
so  Ist  ^ 

cos  L^x  =     cos  (90*^Äo)«o«(^—  -ß| ) 

+  cos  (Z/j  —  Lo)  sin  (90<>—  Bo)  sin  (W  —  Äj), 
also, 

^     cos  1^1  :^  sin  iB'osin  ßi  -f  eos(£|  — Lq)  cosB^tosBi » 
und,  fotglixrh  n«cb  i^m  Obigen: 

£  2  (1  — ^ain(Li  -  Lo)  sini(Ä,  — Äq)  cos4(Äi  +Bo)caBB^omBi 

—  =  J;  / 7 gS  . 

Y  sinLoi*— (l-^8in(Li-Lo)*co8i?o*cosi%« 


Für  das  allgemeine  dreiaxige  EUip9oid  kann  man  bekanntlich 
in  &|uilieher  Weisf 

ik;=aco^irco88,    y  =  6sinfcos]9»    z  =  csinS 

setzen,  wo  dann  freilieb  die  Formeln  weitläufiger  ausfallen,  weit- 
halb  wir  der  Kürze  wcge»  ihui  darüber  jetzt  nicht  wekei  Terbrei- 
ten  wollen. 

Leicht  kann  man  nun  auch  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  der 
Punkte  der  kürzesten  Entfernung  finden,  die  wir,  wie  ia  dem 
Aufsatze  Tbl.  XXXV.  Nr.  I.,  auf  den  wir  uns  hier  überhaupt  be- 
ziehen, durch  AToi»  ^01»  ^i  ^^^  ^ioj  yio»  ^o  bezeichnen  wollen. 

Zunächst  findet  man  leicht: 

(aßi  —  ajo)  O^ö*  •ö  "^  co»«i  cos  Wqi  ) 
+  (yi  -.VoXcosi^o— cosA  cosIFoi) 
+  («i  —  h>) (cos/o  —  cosyi  co8  Woi) 
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eines  SUfpsoidt  pon  einander.  JtU 

*  (^a — «i)(co»ai  -^coBOoCoaWot) 
+  (afo— yi)(co«ft  —  co«/3ocoß  H^oi) 
+  fco  — «i)(«<«y^  -cosyoCOsIFoi) 

=— C,  J 1  -  ^^-^ + -^ir  + -^^H » + Go*^^-^r+isi- + -?ry  >• 

Die  Gleichungen  6et  BeP(ihrwn^seb«B«D  des  Ellipsoids  in  den 
Ponlcten  (^offato)  *"*<'  ('i9i*i)  *>nd  respective 

g  (^ -^„)  +  ^  (y-y„) + g  (*-*„)  =  0 

und 

bezeicbiien  wir  also  die  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoid»  oder 
dem  Anfange  der  Coordinaten  aaf  die  in  Rede  stehenden  Beröh- 
roogsebenen  geföllten  Perpendikel  durch  ^o  und  P|,  ho  ist  naeh 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

p '  A»—  ' 


also  nach  dem  Ohigen : 

Bezeichnen  wir  ferner  die  auf  die  Beröhrungsebenen  in  (^o^o'o) 
und  (a:i^|2|)  respective  von  (a:j^|Zi)  und  (Xfiyo^o)  gefüllten  Per- 
pendikel durch  Qo  und  Q| ;  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie: 
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ZBtkA 

{5i(^i-^o)+|ICyi-yo)-i-^fa-^»)f 


oderi 


nnd 


Nun  ist  aber: 


=  K?)'+(?)'+(t)"^K?)'*(?)"*©'^ 

folglich  diese  letztere  Grösse  positiv,   und  daher: 
.al.abs.(^  +  ^  +  ^)<l. 
also  ofenbar  auch  die  Grösse 

'""V   «*    +   6«   "^   c«/ 
positiv.    Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

und 
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Qo  = 


eines  ElHp$ofd»  tan  einamder.  2S7 


also  offenbar: 

1 


V(§)-+(s)'+(^)-' 


LaaaeD  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Winkel  Oo»  A»»  Xo 
and  «1,  Piy  yx  den  .von  den  Punkten  (^o5fo^)  v^  (^i^i^)  ^^^ 
nach  dem  iueseren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Tbeilen 
der  Normalen  entsprechen»  so  ist»  wie  ich  in  Tbl.  XXXVI.  8.83. 
Nr.  6)  gezeigt  habe : 

P ^* 


V(^"<i)'<3y'    v(BKs)*+ö)" 


abo  nach  dem  Obigeo: 

eosai  =  P,  ^  >     cos A  =  Pi|i ,     cosyg  =  Pt  ^J 

und  bezeichnet  nun  ir,,!  den  von  den  in  Rede  stehenden  Tbeilen 
der  beiden  Normalen  eingeschlossenen ,  J80^  nicht  übersteigenden 
Winkel,  so  ist 

cos  Wqx  =  com  «0  cos  a|  -f-  cos  /So  cos  A  +  cos  yo  cos  yx , 

also  nach  Vorstehendem: 

COS10     -PP  ^52£i  -yo^i  .  !o!l^ 
cosiooi  —  ''o^i  ^  ^    +  -54-  -r   ^  y 
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folglich : 

Hiernach  ist  nun  nach  dem  Obigen : 

(xi  — ^o)  (cos  0^— co8€^  cos  W^n) 
>  (yi  ^yo)  Cpo«  /^ü  -cos  ft  cos  IFoi> 
+  («^»  —  «q)(co8yo  —  cosylCosfF^^) 

=  -  Go  ^^Co  + '"l  COSiOo,) 

und 

(^a— *i)(c®««i  — cosa^cos  Woi) 
+  (yo— yi)  (cosft  —  COS/JoCOS  IFoi) 
+  (2^  —  ^i)  (cosyi  —  cos^ocos  IFoi) 

=  -öi:^('*i+'*o«»«'w«i)- 

Folglich  ist  nach  ThL  XXXV.  S.  4..  Nr.  8}  in  der  dqrt  gebrauchten 
Bekeichnung : 

^PoPi'         sintToi* 


Nach  Tbl.  XXXV.  8.  2.  und  8.  H  Nr.  5)  und  Nr.  9)  isl  aber: 

und 

^10  =  ^1  +  Giocosijfi ,    .Vio=yi  +  G,ocos ft  ,    rio=«i  +  Giocosyi ; 
alsoT: 

«Ol  =«0  +  öoi  Gq  -J  ,    jfoi  =  yo  +  Go,  Go ^,     Zoi  =  »o  +  G^,,  Co^ 
und 
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nod: 


tlJUM  BtUp$oi«l$  von  e/Honder.  SSV 

4«B  Vorher ffih»ni*m 

isi  _1  _  ^   _«!_  P.,-fP|COg».. 

!"  _  I      ^  J?»_   P|  4  /*,.cogto„, . 
«,    -'-  e»P^,  »in»»,*       ' 

J?oi  ^  I  _  P«Q|    P.>4P|  CWtO,, 

j;.,  a*    '     Pisintp«,« 

yoi  _  j      PqQi   Po  -t-  Pi  CO«».. . 
y«  A"    '     P|»in«o„,« 

»«i  _  j  _  PoQt    P,  +  P|COStC„  j 
«1»       1        P|<?e    P|-»-P.C08tO„ 

jPi  a*  sintOoi' 

Man  wdrde  aus  diesen  merkwürdigen  Ausdrücken  noch  ver- 
schiedene andere  Ausdrücke  ableiten  kennen ,  vrobei  ich  jetzt  aber 
nicht  länger  yer weilen  will. 

BeilSnfig  will  ich  nur  noch  auf  den  folgenden  Satz  aufmerk- 
tarn  machen.    Es  seien 


also: 


and : 
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(a^oSfo^o)*    (^tifih)»    (Ä?«»i*i) 

oder  Aq,  Ai,  A^  drei  Punkte  eines  Ellipsoide,  durch  welche  an 
dasselbe  Berührungsebenen  gelegt  sind.  Auf  diese  Berfibnuigs- 
ebenen  seien  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  die  Perpendi- 
kel Pq,  Pi,  P«  gefkllt.  Ferner  seien  auf  die  Berflhrungsebene 
in  Aq  von  Ai  und  A^  die  Perpendikel  Q^i  und  Q(^,  auf  die  Be- 
rührungsebeoe  in  Ai  von  A^  und  A^  die  Perpendikel  Qi«  and 
Q\o»  <^uf  die  Berflhrungsebene  in  A^  von  Aq  und  Ai  die  Perpen- 
dikel Q^  und  Qai  geftHt.    Dann  ist  nach  dem  Obigen: 

al«o  tat: 

QotQnQto  _  QioQäOn 

woraus  sich  die  bemerkenswertfae  Relation 

QoiQisQso=Q]oQnQo» 

erglebt. 

Eine  frühere  Untersuchung  von  mir  über   denselben  Gegen- 
stand s.  m.  Tbl.  XXI.  S.  314. 
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Yersdiiedene  arithmetische  Sätze. 

Von 

Herrn  Doctor  6.  F.  Meyer 
in   Hannover. 


L  Heissen  a,  6,  c, ....  /  diejenigen  Theiler  von  r,  flir  «reiche 
2a-|-l«  26-|-l,....2/-f-i  Primzahlen  werden,  so  drfickt,  dein  yon 
Staadt' sehen  Theoreme  znfolge»  die  He  Bernoalll*«ebe  Zahl 
=i?r  gesetxt» 

Br  +  (-i)-H4+ä5Vl+i5Ti  +  2Äi+    +57T11 

eine  ganse  Zahl  ans*).    Nnn  ist  aber,  wenn  wir  der  Kfirse  wegen 

^      m.wi— 1  ••••111— r -|- 1 
^=  1.2.3....r 

schreiben,  nach  der  bekannten  Molvre'scben  Formel: 


«•-1  2n  ^  1 


MHhin: 


*)  Crelle*«  Joornal  Bd.  21.  No.  IB.  S.  372  ff.  Vhr  diejenigen  der 
^hrten  Le«er  diene«  Archiva,  wclclie  die  Geschichte  den  erwähnten 
Lehnatxea  kennen,  bemerlie  ich  noch,  daes  ich  recht  gut  weit«,  dnas 
luch  Herr  Th.  Clansen  denselben  gefanden  hat  Ich  habe  indes«  da« 
Theerem  nach  Herrn  Ton  Stnndt  benannt,  weil  dieser  —  nach  «einer 
«gaea  Aussage  —  schon  lange  vor  Clansen  in  dem  Besitae  des  Sataes 
gewesen  ist. 
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+  •••.'• • 

+  *H?B\_I).[4  +  2jj-Lp, +  ....] -(-!)..*. 

Wie  leicht  ersichtlteh,  bedeuten  «biet  die  verschledeneit «,  jl,  y^  ^.  i 
die  Werthe  der  obigen  a,  6,  c, ....  /  in  Bezog  auf  »,  n-^l,.»..!. 
Da  nun  in  der  vorstehenden  Gleichung  der  Theil  links  vom  Gleieh 
heitsseicbeii  eine  ganne  ZaM  vorstellt»  co  nmss  notbwendlg  ancb 

*^"»»*  +  2^  +  2^+-+2lTT' 

3  I  1  1 

+ *H^»»U  +  äi^qp!  +  gftqpi  +  ••• + Si^  1 « 

+ 

+  »•+»*»*  14 +41 -i, 

uad  daher 

* 

mit  einer  ganzen  Zahl  identisch  sein. 


*  *)  Dutt  ftatt  <ler  iinj^erailen  Binom inl-Cnefflrieiitea  mnJi   rfb  gcn- 

d«i  in  Aawemlnng  |[om«ii«n  Itonnen.   erg-iebt  «ich    wegen  der  Besielimfr 


T         m—r 
■oforl. 
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Wi«  sofort  eiftlooehtet«  Iä0st  dieses  Ergeboiss  soch  dadurch 
sich  Terefaifachen ,  da^^s  man  von  den  Zahlen  2a -fl,  2/3^1,  ••^«; 
2«|-fl>  2/)|-f>l» ....  u.  s.  w.   diejenigen   ansscheidet,  welche  he- 

siehuogsweise  Primfactoren  von  *H-i)5,  •M-ijg  u.  s.  f.  darstellen. 


II.    Bedeutet  /^(O)  den  2nten  Dtfferentialquotieqten  der  Ponc- 
tioB  Arr  ■"'  ■  1,   so  Ist  bekanntlich: 

&=(-!)— 1/»-(0). 

Für  /^(O)  aber  crgiebt  «ich  nach  dem  bekannten  Laplace'schen 
Verfahren  *) : 

2n  Sn-l       9n— l       211-1  '    ln-l 


wo 


2ii.(2n  ~  l)  ....  (2«— p  +  2) 
*  1.2.3... (p-1) 

9a-*l    S«~l 

filr  psl,  2,  3,.... 2n  — I   jiresetzt.    Da  atso  hiemach  ifj,   A^, ..,. 
ganze  Zahlen  ansdrCicken ,  so  erhellt  sofort,  dass  aach 

2*1-1(2«»- 1)Ä„ 


eine  ganze  Zahl  bezeichnet**).  Hieraas  aber  ergieht  sich  mit 
Uflife  des  Fermat' sehen  Satzes  eine  nene  Folgerung.  Bedeutet 
nSralich  n  eine  ungerade  Primzahl,  so  hat  man: 

2«--«-lsO  (mod») 
lod 


*)  Lacroix,  TraiU.  T.  III.  p.  107  «qq    —  Siipplem.   zn  Klägers 
iBftthem.  Wörlerbnch«  von  A~D,  Art.  Bernofillt'ache  Kalilrn. 
**)  Dasselbe  fnl^t  x.  ß.  auch  auK  der  Relation : 

wo  die  ö  ilie  Secnnten  -  Coefficienten  «Ind. 


Digitized  by  VjOOQIC 


244  Miper :    fersehfedene  arMmettscAe  sat%e. 

Ist    demnach     n  >  3»     so    kann     nar    dadurch    die    Bedingung 

r^^ —  =  einer  Ganzzahl  erfüllt  werden,    dass  &  im 

Zähler  n  als  Factor  enthält. 

Wir  können  diesem  Satze  eine  allgemeinere  Fassung  geben, 
Indem  wir  die  Bedingung  aufsuchen,  welche  erfüllt  sein  nium, 
damit  ffir  ein  zusammengesetztes  n  irgend  ein^  (ungerader)  Prim- 
factor  desselben  einen  Theiler  von  2^ — 1=4«— 1  bilde.  Sei 
daher  n=rp,  wo  p  eine  ungerade  Primzahl  ausdrückt  Heisst 
d  der  kleinste  Exponent,   l^r  welchen  die  Congruenz  Statt  bat: 

4'^1  (mod.p), 

so  muss  nothwendig  p — \z=zmd  sein.    Weil  aber  aus 

4p-i  =  1  (mod.p) 
folgt: 

4»i»  =  4», 
so  muss  für 

ofenbar  o  =  m|i{  sein.  Findet  mithin  diese  Bedingung  nicht  Statt, 
so  kann  p  nur  in  dem  Zähler  von  Bn  ▼orkommen.  Die  Bedingung 
or=:fit|i{  aber  muss  jedesmal  eintreten,    wenn  auch  ^p-^-l  eine 

Primzahl  bedeutet.     Denn  ist  <=-   ein  solcher  Theiler  von  x, 

c 

f&r  welchen  21 -fl  ^su  einer  Primzahl  wird,  so  folgt: 

2«sl  (mod.2<  +  l) 
und  daher  auch : 

V^=\  (mod.2<+J). 

Hat  man  n=eip^,    so  entspringt  zunächst: 

4(P-»)P""*=1  (mod.p«)^    folglich  4»ip''~4»iP*"\ 

Und  nennen  wir  jetzt  di  den  kleinsten  Exponenten,  fär  welchen 
die  Congruenz 

4<<i  =  l  (mod.;»«) 

Gültigkeit  besitzt,  so  muss  für  den  Fall 

4«'ip""*  =  l 
txp^"^^  nothwendig  ein  Vielfaches  von  d^  vorstellen. 
So  ist  z.  B.  für  n  =  3.6: 
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4t =1  (niod.9)   and  4«^  ^4',  abo   3<=i08« 

-       '  _        8615841276005      5.1723168255201 

Bn^Bi^-         i4325r~  =^     2.3,7.1l.3J    ' 

Für  fi:s?5*  hat  man: 

4'^sl  (i»pd-Ö»).    4*«^4«; 

sonacb   dx  =  10  (=)  5.    Dem  Obigen  a ofoHee  lOfuis  aamit  d^  Uli«> 
ler  von 

^       49SQS720624lO7964881g477525 

^«=";  OTTT  ^ 

ein  Maltiplom  vo<n  25  b/9aeicbn0P>  ira«  'r^  «lie  oian  aiebt  ^^  ia^M* 
Tbat  der  Fall  iaft. 


111.  Elementarer  Beweis  eioea  8tern*0cben  Lehraatzea. 
Setzt  man  ilf  =1.2.3  ,,,.p — 1,  so  mu88,  falls  p  eine  Priro- 

MM         mm  -mm 

zahl  bedeutet,   itf-t- q--|- ^+...,4    .  darcb  p  theilbar  sein. 

Dieser  —  so  viel  ich  weiss  —  zuerst  Ton  Herrn  Professor 
Stern  In  der  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  Euler'schen 
Integrale.  Guttingen  1847.  S.  39.''  ausgesprochene  interes» 
sante  Lehrsatz  lässt  sich  nach  meinem  DafOrhalten  kurz  so  be* 
weisen. 

Da  nlimlicfa  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  wird«  so  erhellf  zu* 

TU  Ulf 

v5rderst,  dass  die  gaitzen  Zahlen  flfs  3-,>«»*,    ^|  zupprimsind. 

]§f  TU 

Und^eben  so  leicht  ergiebtsich,  daaajrgen^  «wel  Zahlen  ^  und  q^ 

der  obigen  Reihe,   durch  p  diVidIrt,   verschiedene  Reste  geben 
rofissen,  indem  sonst  die  Congruenz  Statt  haben  mflsste: 

Jj§     ^f     ü^  g. 

— -^  — =  — (r  — ö)^0  (mod.ö), 

was  unrnSglich.    Fahrt  man  daher  in  Bezug  auf  jede  der  Zahlen 

M 
My  -^«....  die  Division  mit  p  aaa»  <m>  musf  4ie. Reiht  rfi^r  Reste 

schliesslich  lauten: 

/>-!,    p-2,-...  I. 
Die  Summe 

Theil  XXXVIII.  16 
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aber  Ist  darch  p  thoUbar  und  sonach  auchs 

Eleganter  dflrfte  der  Beweis  sein,    wenn  man  erirfigt,  dasa 

mm  mm 

Immer  awei  Zahlen  —  und  —  der  vorgelegten  Reihe  sich  angeben 
lassen,  fi!r  welche  man  hat : 

^  +  ~=^(9+r)  =  0(mod.p),  d.h.  9  +  r=0. 

Zn  diesem  Behofe  braucht  man  offenbar  nur  jedesmal  zwei  solche 
Zählen  zu  einer  zu  vereinigen,  welche  von  den  Enden  gleich  weit 
entfernt  sind.    Man  erhält  auf  diese  Weise  sofort: 

-Äf+ö* +••••  +  :: — 5  + 


2T-T^p_2^p— 1 
=  ^(^-1  +  1)+ 2:^(^-2+2)  +  .... =0{mod.p). 


XXI. 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale    nebst   Summirung 
einiger  endlichen  Reihen. 

(Ans  den  Uebenichten  der  Verhandlungen  der  EOnigl.  Akad>emio  der  Wibms- 
schaften  sn  Stockholm.)  . 

Von 

Hen*n  Christian  Fr.  Lindman ^ 
Lector  der  Mathematik  am  G^mnasiam  sa  Strengü&s   in  Schweden. 


Die  leicht  zu  findende  Gleichung 


/ 


glebt  durch  nmalige  Differentiation  nach  Xy  i^od  wenn  man  aufhebt, 
was  sich  aufhebea  Ifisst: 
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*  Co»  [(n  + 1)  Arctg|]  Sin  (n  Arctg  \) 

-^ ^ji €i5f= ;^.    .    .    (1) 

weil  man  hat: 

Co8[(n  +  l)Arctg|] 

1                      X    1     \                      Sin  (n  Arctg-) 
/>-(Arctgi)  =  -  Z)-i (rT:^)=(-  1)«A») ^  • 

"Wenn  man  in  (1)  a;=Cota»  y=:  Cot  er  tg  9  setzt,  so  findet  man: 

/^  ^     l        ,v     ^         ,     .         Sin  ««Cos "a  ^^ 

Co8(n  +  l)g)Co8»-^9rf9= •.   .   .(2) 

o 
Das  Integral 

n 

I      Cos(n-f  ])9>Co8«"^9d9r=30, 
o  ^ 

welches  ein  besonderer  Fall  des  Integrals  (2)  ist,  ist  schon  früher 
von  Kummer  in  Crelle's  Journal  und  von  mir  in  den  Ver- 
handlungen der  Akademie  der  Wissenschaften  an 
Stockholm  gegeben  worden. 

Durch  nmalige  Differentiation  nach  x  und   Aufhebung  findet 
man  desgleichen  aus  der  Formel 

0 

das  Integral 


/ 


*  Sin [(»  +  1) Arctg |]  j        Co8(«Arctgi) 


n^x~dy=—, ~-n-'    (3) 


weil  man  bat: 


„     /     1      \    '(-DTCn-H)   SiD[(«-t-l)Arctg|] 


(««  +  yS)   « 
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/    X    \  .Co»(nirctg-) 

Ffibrt  ma»  auch   hier  Cola  iitatt  x  uod  Cotgo%^  statt  y 
ein,  80  bekonmt  raani 


/■ 


Sin  (»  + 1)  g>  Cos*-i9d<p  5= .      (4) 


Die  Integtale  (2)  und  (4)  Icann  man  auch  finden,  wenn  man 
Coa*'~'V  durch  Cosinus  vielfacher  Bogen  ausdruckt  und  die  Pro- 
ducte  in  Sinus  und  Cosinus  zerlegt  Dann  erhält  man  die  end- 
lichen Reihen! 


^.  Jfc=0 


Ä     («— l)p — Ti ,     5j      Ä     (n  — I), —    ^  .  I ' 


welche  der  rechten  Seite  der  Formeln  (2)  und  (4)  respective  gleich 
sind.   Diese  Reihen  kunoen  auch  blgendermaissen  summirt  werden. 


Wenn  man 


tf=   S     ^  ■  ,       (5) 


setst  und  diiFerentiirt,   so  bekommt  man: 

woraus  durch  Integration 

*-^+      m  +  1 
«rhslten  wird.    Weil  0  =  0  ist  ffir  «=0,  so  ist  C=-^r-rT  ""' 


Die  Formel  (6),   wenn  man   j:  =  e V  setzt,   gebt  in 
über.    Zufolge  der  bekannten  Formeln 
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6ndeD  wir  also: 

'ij^  [C««'^(/'  +  l)jf  +  tSiD2(p  +  l)y] 

_  2"H-iCo8"H-iy  [Cos(m  +  \)y  +  >SiD(m  +  l)yl  - 1 
m  +  J 

Durch  VerglQichuog   der  reelleq  imd   inagioären  Theile   ergiabt 
sich  eodlich: 

Führt  man  in  (2)  and  (4)  ^-^  und  | —  «  statt  9  und  a  ein, 
so  findet  man: 

/¥                      /«        \                         Sinnfs^  — «)Sin"a 
C«(ii  +  1)  (g---  9>}Sin-i^«p=t ^~~ , 

/T                   /-t        \                         1— Cosnfjr-— a)Sln"a 
Sin(ii+ 1)(^5^-^  vjSin«-Vd9>= ^ ^ 


a 

und»  0  =  0  gesetzt, 

n 


ö 

also  auch: 


J      Cos(«  +  1)(|  — 9)sin«-Vrf9=0, 
o 

TT 

y       Slii(il  +  I)(|— g>^Sin«-»9Mlyasl; 


Co.(ii+l)(g^-vjSin-»vdV« V^  ^ 

o 

/«  /«         \  Cosnf^^  — «)S 

Slh  (ft  +  1)  (I  -  <p)  Sin«- Vrf?»  =      ^    ^'  ^  ^ 


8in"o 
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Darob  bekannte  goniometrieche  Formeln  flnflen  wir  jetit: 
Sin  -^  #      Co8(n+l)9  Sln^^tpdip  -  Cos  y  /    Sin(n+l)g>Sin«- V^ 

'  O  0  ^ 

Sinnf  5" — a)Sin**o 

« 
Cos  Y  f  'Co8(ii+l)<pSin^»<pd9>+Sln Y /*"  Sin(ii+l)^Sln»-*^ 

0  o 

Cos  n  f  s- —  «  )  Sin  •« 

= n  • 

ond  durch  Elimination: 


**  Cos  fta  Si  n  *a 

Cos(ii  +  l)ySin«-^ydy=  — ,  .   .   .(9) 


fi 


<M.    r     .  IV     o.       «     «        Sin  na  Sin»«  ..^^ 

Sin(«  +  l)g)Sln«-V<'g)= .  .    .    .(10) 


Fahrt  man  hier  statt  Sin«-^^)  seinen  durch  Sinus  und  Cosinus 
vielfacher  Bogen  ausgedrGclcten  Werth  ein  und  verfahrt  wie  in 
Hinsicht  der  Formeln  (2)  und  (4),  so  erhfilt  man  gleichfalls  end> 
liebe  Reihen  wie  (7)  ond  (8) ,  aber  mit  abwechselnd  positiven  und 
negativen  Gliedern.  Auch  diese  Reihen  lassen  sieb»  wie  die 
vorigen 9  besonders  sumroiren.    Setzt  man  also: 

SO  erglebt  sich  wie  vorher: 

woraus,  wenn  man  «-*»*'  statt  x  setzt,  gerade  und  ungerade  n 
unterscheidet  und  die  reellen  und  imaginären  Theile  vergleicht, 
entsteht: 

(12) 

(13) 
'T(-l)>g^Sln2(p^l)y^^-^>-^^y;,^^>y^""^^^. 
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(14) 
(15) 


-r^  (_ ,),  (-gg^>sio>2(p^i)y=<-»)"^'^'-^"^'"y^'''^. 

Ohne  Schwierigkeit  findet  man,    wenn  man  in  (7)  t/  =  0  nnd 
jr=2^  macht  und  die  Resultate  addirt  und  subtrahirt,  die  Summen : 

(16) 

Dasselbe   Verfahren  mit '  (12)  und  (14)  giebt  neue  Summen, 
was  ich  aber  hier  nicht  weiter  aasfuhren  zu  diirfen  glaube. 


Beweis  der  Gleichung    . 
y* *  (II  +  *)H-aiiK=  (-  l)*y* *'  (u)k+^du, 

O  0 

(Siehe  dieses  Archiv  Tbl.  XX.  Seite  410—418.) 


Von 


Herrn  Christian  Fr.  Lindman^ 

Lcrtor  der  Malhematik  aui  Gj^miiRtiiitin  kii  Sirrngna«    in  Schweden« 


POhrt  man  in  das  bestimmte  Integral 

J'ä /**  tt(ii— l)....(tt— A)(te— A-^l)«/tt 

(k  =  einet-  gatizen  Zahl) 
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1 — X  statt  tf  ein,  so  wird  tff«= — dx  ood  die  Grenzen  tf=0,  tf=l 
geheoresp.  in  x^\,  d:  =  0  Gber.  Setzen  wir  hier  —  (:r — 1)  statt 
l  —  ap,  so  haben  alle  Pactoren  das  Vorzeichen  •— ;  %veil  sie  aber 
in  der  Anzahl  k  +  2  vorhanden  sind,  so  belcomnit  das  Product 
das  Vorzeichen  +  oder  — ,  jenachdem  die  ganze  Zahl  k-t-^ 
oder  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Demzufolge,  und  wenn  wir  die 
Grenzen  umtauschen,  finden  wir: 

J'=(-  1)*  r^(x^  \)x{x  -I-  \)....{x  +  *  -  \){x  +  k)dx 

0 

=  (-l)*y*  (a  +  A)(M  +  A-I)....«(«-l)rfi«. 

O 

wenn  man  «  statt  x  schreibt.    Multiplicirt  man  endlich  beiderseits 

(—  1)* 
mit   rr/ A  1  o\ »  «o  ergiebt  sich  ' 

y *  (1/  +  k)k+^du  =  (- 1)*/* *  (u)k^2du. 

II  u 

Q.  e.  d. 


XXIII. 

Uebungsaufgabcn   fiir  Schüler. 

Von  dem  Herauigebcr. 

Die    durch   die   folgende   Construction   der  Lfingo   der 

halben  Peripherie    eines   Kreises   gewährte    Annfthe- 

rung  zu   untersuchen. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  des  gegebenen 
Kreises  ziehe  man  die  auf  einander  senkrecht  stehenden  Durch- 
messer Aß  und  CD,  mache  die  Sehne  AE  dem  Halbmesser 
gleich  9  aiebe  durch  C  eine  Berührende  an  den  Kreis^  und  Fon  O 
nach  E  einen  Halbmesser ,^  welcher,  verlängert,  die  Berührende 
in  l'^  schneidet;  macht  mnn  dann  FG  dem  dreifachen  Halbmes» 
ser  gleich  und  zieht  DG,  so  ist  diese  Linie  nftherungsweise  der 
halben  Peripherie  des  Kreises  gleich. 


F  e  li  I  e  r 

Im  Texte  sn  Seltrön'«  siebenstelllffeii  IiOfarltliHaeB- 

tafeln.    1§60  und  1961. 

In  der  Einleitung  zu  Tafel  I*  und  IL 

a)  S.  8.,  linke  Spalte,  §.  50.,  Zeile  2,  statt  0,334238  lies  ,0334238. 

b)  S.  13.,  rechte  Spalte,  §.77.,  Z.  4,  statt  D=zD±  I  lies  D=:Dr±l. 
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Eine  Yerhältnissreihe  von  Korpern,  die  einem  bestimm- 
ten Paraboloidsegmente  ein-  and  umgeschrieben  sind. 

Zwei  Uebungsaufgaben  für  Primaner. 

Von 

Herrn  Hermann  Martus, 
Lehrer  der  Mathematik  an   dor  Konin^iftädtiächco   Realschule  in  Berlin« 


I.  In  welcher  Entfernung  vom  Scheitel  rooss  man  |ein  Ro- 
tationsparaboloid  durch  eine  zur  Axe  «eokreehte  Ebene  durch- 
schneiden, wenn  das  Octaeder,  welches  mit  einer  Ecke  im  Schei- 
telpunicte  dich  dem  Segmente  einschreiben  lässt,  ein  regelmfissiges 
sein  soll?  In  welchen  Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die 
Volumina  von  folgenden  acht  Korpern:  1)  der  um  das  Octaeder 
zu  beschreibende  Doppelkegel  D;  2)  die  dem  Octaeder  umge- 
schriebene Kugel  G;  3)  das  Paraboloidsegment  P  selbst;  4)  der 
mit  ihm  auf  demselben  Grondkreise  stehende,  ihm  umgeschrie- 
bene (das  Paraboloicl  mit  seinem  Mantel  tangirende)  Kegel  K; 
5)  das  Kngelsegment  S  und  6)  der  Cylinder  C,  welche  mit  ihm' 
auf  derselben  Grundfläche  stehen  und  dieselbe  Höhe  haben;  fer- 
ner 7)  das  Aber  das  Paraboloi^stfick  gedeckte  Segment  eines 
H3rperbololde8  H,  entstanden  durch  Umdrehung  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel,  deren  Axen  und  Parameter  gleich  dem  Parameter 
der  Parabel  sind  (azr:ö=:p);  und  endlich  8}  das  dem  Parabo- 
loide  umgeschriebene  Ellipsoid  E,  in  welchem  die  Hohe  des 
Segmentes  eine  Halbaxe  ist. 

Auflösung.     In   der  gegebenen  Parabel  BOR  (TafeP.VlII. 
Fig.  1)  ziehe  man  vom  Scheitel   aus  auf  beiden  Seiten  der  Axe 

TliBil  XXXVIII.  IT 
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anter  einem  Win||:el  von  45^  Sehnen,  und  vollende  aus  ihnen  du 
Quadrat  OJAL;  errichte  nun  in  der  dem  Scheitel  O  gegenüber- 
liegenden Ecke  auf  der  Axe  eine  senkrechte  Parabelsehne,  so 
schneidet  dieselbe  das  Segment  BOR  ab,  welches  bei  der  Dm- 
drehung  der  Figur  um  die  Aze  OA  das  su  betrachtende  Para- 
boloidsegment  liefert.  Denn  die  Ecken  des  Quadrates  OJAL 
bestimmen  in  dieser  Lage  und  wenn  es  bei  der  Umdrehung  in  die 
auf  der  Figur  in  OA  senkrechte  Ebene  gekommen  ist,  die  sechs 
Eckpunkte  eines  regelmitosigen  Octaeders. 

Man  hat  aus  x^s=MJ^=2px: 

OM=zx=2p; 
folglich 

OA=:ip. 

Demnach   ist  der   vom  Quadrate  OJAL  bei  der  Umdrehung 
beschriebene  Doppelkegel: 

1) Z>=:2.jra:*.  g  =  gjw:'  =  -g-jrp'. 

Femer  die  von  dem  Kreise  um  M  erzeugte  Kugel : 

2) G=:5»a?*  =  -grJrp*  =  l.-j«p'. 

Ffir  die  Bestimmung  des  Paraboloidsegmentes  weiss  man,  dass 
ein  K5rper,  welcher  in  jeder  HOhe  ac  einen  Querschnitt 

Q  =  ö  +  Äa?  +  CO?* 
besitzt,  den  Inhalt 

hat.  Hier  ist  jeder  Querschnitt  y^n^s^xn,  also  a=0,  6=2p», 
c  — 0;  mithin 

Iß 
3) P  =  pnx^  =  \6np*  =  8.  -«^  np^. 

Dann  giebt  das  von  den   Tangenten  BIS  und  RN  gebildete 
Dreieck  BNR  den  Kegel: 

4)    .   .   .    Ä  =  g.2i40.^Ä««=^np»==4.^«p». 
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* 

Der  durch  die  Punkte  B,  O  und  R  gehende  Kreis  hat  sum 
Radius  3p;  denn 

AB^z^OA.AQ 
giebt  AP=2p,  also  OQ  =  fip.    Darum 

Der  von  dem  Rechtecke  BTVR  beschriebene  Cylinder: 
6) C*==4;i.8/9%=327r/9>=:6.^n;p>. 

Zur  CoDstruction  der  gleichseitigen  Hyperbel  VO  Wg  in  welcher 
a=sA=p  sein  soll»  liat  man  aps  dem  ^rechtwinkligen  Dreiecke 
TOZ,  dessen  Katheten  =j9  sind»  den  Abstand  ihrer  Brennpunkte 
vom  Mittelpunkte  F  gleich  FZ.  Da  jeder  Querschnitt  des  Hy- 
perboloidsegmentes in  der  Entfernung  x  von  O 

y*n = 2npx  +  nx*i 
ist,  so  betrSgt  . 

J  :=s7tpx^ + inx^  =  i»a?*(3/>  +  an) , 
also  hier: 

EM  "2         ,  .      16         . 

7) £r  =  -j-«p«  =  ».  ynjp». 

Endlich  beschreibt  die  Ellipse,  deren  Halbaxen  ilO  und  JjB 
sind»  ein  Rotationsellipsoid»  dessen  Inhalt 

4  128  16 

8)  .   .   .   ,  Ez^^jtAB^.AO^-j-np^z^S.jitpK 

Also  verhält  sich 

D:«:P:K:8:€:H:S: 

=  1:S:8:4:5:6:7:8. 

Zuspitze.  1)  Der  raerkwfirdige  Platz  der  Zahl  7  in  dieser 
Reihe  würde  auch  durch  das  vierfache  kleinere  Kugelsegment» 
von  ABQR  beschrieben,  ausgefiillt  iverden. 

2)  Der  mit  seinem  Mantel  das  Paraboloid  tangirende  Kegel 
und  das  Kugelsegment,  von  ABOR  beschrieben»  haben  gleiche 
Oberflächen,  die  achtmal  so  gross  »ind,  als  der  dem  Quadrate 
AJOL  umgeschriebene  Kreis. 
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3)  Die  Oberfläche  des  Doppelkegels  D  ist  gleich  der  Ellipse 
XBOR. 

4)  Mit  Ausnahme  von  No^  5  und  No.  7  stehen  diese  Korper  hei 
einem  Paraholoidsegmente  von  beliebiger  Höhe,  auch  bei  einem 
elliptischen  Paraboloide,  in  den  angegeben  Verhältnissen. 

Anmerkung.  Soll  am  Scheitel  des  gegebenen  Rotations- 
paraboloides  ein  grades  Segment  von  solcher  Hohe  abgeschnitten 
werden,  dass  ein  Tetraeder,  welches  auf  einem  dem  Durchschnitts- 
kreise eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  steht  und  seine 
Spitze  im  Scheitelpunkte  des  Paraboloides  hat,  regelmässig  ist: 
so  muss  es  dieselbe  Höhe  Ap  wie  in  der  vorstehenden  Aufgabe 
haben;  und  darum  könnte  hier  jene  Verhältnissreihe  wieder  ein- 
treten. Allein  es  fehlt  hier  das  Glied  1 ;  und  die  Stelle  der  Zahl 
2  hat  der  um  das  T^etraeder  beschriebene  Kegel  oder  eine  Ku- 
gel von  gleicher  Höhe  (Durchmesser)  mit  dem  Segmente. 


II.  Durch  welchen  Punkt  der  Alce  eines  gegebenen  Rota- 
tionsparaboloides  muss  man  einen  geraden  Querschnitt  legen, 
damit  in  dem  erhaltenen  Segmente  ein  Würfel  so  construirt  werden 
könne,  dass  die  Höhe  des  Segmentes  eine  Diagonale  wird  und 
die  drei  Eckpunkte,  welche  der  im  Scheitel  ruhenden  Würfelecke 
zunächst  liegen,  in  den  Mantel  des  Paraboloides  fallen?  In  wel* 
chen  Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die  Volumina  von 
folgenden  Körpern:  1)  Die  um  den  Wiirfel  beschriebene  Kugel 
6r;  2)  der  jener  Im  Scheitel  ruhenden  Würfelecke  eingeschrie- 
bene Kegel  kj  von  gleicher  Höhe  mit  dem  Segmente;  derselbe 
wird  bei  der  Umdrehung  durch  eine  vom  Scheitel  auslaufende 
Diagonale  eines  Seitenquadrates  beschrieben;  3)  das  Paraboloid- 
Segment  P;  4}  von  der  um  das  Paraboloidsegment  beschriebenen 
Kugel  derjenige  Abschnitt  <$,  welcher  jenes  In  sich  einschliesst; 
5)  der  Cylinder  C,  welcher  mit  dem  Paraholoidsegmente  gleiche 
Grundfläche  und  Höhe  hat;  6)  der  auf  der  Ebene  des  Querschnit- 
tes stehende  Kegel  A',  welcher  dem  Würfel  umgeschrieben  ist, 
d.  h.  ihn  überdeckt,  indem  er  die  vom  Scheitel  des  Paraboloides 
«luslaufenden  Kanten  in  seinem  Mantel  enthält;  7)  ein  eben  so 
hohes  Segment  H  eines  Hyperboloides,  entstanden  durch  Um- 
drehung einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Axen  und  Parame- 
ter gleich  dem  Parameter  der  Parabel  {a=ib^=p)  sind. 

Auflösung.  Die  Coordinaten  des  Eckpunktes^  (Taf.  IX. 
Fig.  2.)  heissen  x  und  «/,  die  zu  findende  Kante  OA  des  Wür- 
fels z.  Dann  bat  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  OAT  und  OAD 
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folglich 

y  =  a:  V2  • 

und  daher  aus  y^  =  2px : 

x  =  p,    y=pV2    ond    z=/iV3; 

folgVioh  ist  die  Höhe  des  gesachten  Segmentes: 

0/>sr3|l. 

Demnach  ist  I)  der  Inhalt  der  um  den  Wfirfel  beschriebenen 
Kugel 

G=lnpK 

Die  Diagouale   OE  schneidet  die  Grundebene  in  V,  und.es 
i^erhält  sich 

DU.VEznODiOr. 
oder 

Z>C7:^  =  3p:2p, 
also 

/>l7  =  3pi/4; 

mithin    ist   2)  der   Inhalt   des   durch    Umdrehung    des    Dreiecks 
OUD  beschriebenen  Kegels 

also  gleich  der  umgeschriebenen  Kugel. 

3)  Das  Paraboloidsegment,  da  Z>Q*  =  6p*  ist , 

Der  Durchmesser  des  durch  die  Punkte  Q,  O  und  R  gehen- 
den Kreises  findet  sich  aus  DQ^  =  OD.(2R'- OD): 

iR  =  5p; 

daher  ist  4)  das  von  dem  Kreissegmente   DQOR  beschriebene 
Kugebegment .  S : 

5)  Der  das  Paraboloidsegment  einschli essende  gerade  Cylin- 
der  C: 

C=18»p8  =  4.;;rp». 

Verlängert  man  die  Kante  OA  bis  sie  die  Erweiterung  der  Grund- 
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ebene  echneidet,  so  beecbreibt  OA  W  bei  Umdrehung  des  Dreiecks 
WDO  einen  Kegelmantel,  welcher  den  Wflrfel  überdeckt  Es 
verhäit  sich 

tVDiATz^zSpip, 
also : 

daher  6) : 

Ä=I8»|i»  =  4:.i«p» 

.gleich  dem  Cylinder  C. 

Endlich  ist  7)  auch  das  Hyperboloidsegment : 

Ä  Ä I  (3p)^.  (3p + 3p)  =  IS^rp»  =  Jt.  |«p». 

Mithin  hat  man  für  diese  Körper  die  Verhältnisse: 

(«  oder  fc):P:8:(€  oder  K  oder  H) 

=  1:»:8:4. 

Zusatz.  Auch  verhfilt  sich  der  dem  Paraboloidsegmente  ein- 
geschriebene Kegel  >  welcher  durch  Umdrehung  des  Dreiecks 
QOD  entsteht,  zu  dem  ihm  umgeschriebenen  Kegel,  dessen  Man- 
tel Ton  der  durch  Q  an  die  Parabel  gelegten  Tangente  erhalten 
wird,  zu  einem  der  unter  No.5,  6  oder  7  genannten  Korper,  zu 
dem  Ellipsoide,  dessen  Mittelpunkt  D,  Scheitel  O  und  worin  die 
Grundfläche  QR  ein  Haupt- Azenschnitt  ist,  wie 

1:»:8:4. 

Dieses  Verbältniss  der  beiden  letztgenannten  Kegel,  des  Cy- 
linders  ^  No.  5  und  des  Ellipsoides  zeigt  sich  bei  jedem  geraden 
Segmente  eines  (auch  elliptischen)  Paraboloides. 

Anmerkung.  Ein  Paraboloidsegment,  welches  ein  mit  einer 
Ecke  im  Scheitel  ruhendes  regelmässiges  Dodekaeder  oder  Iko- 
saeder  einschliesst,  giebt  keine  Verbältuissreihe  in  ganzen  Zahlen. 
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XXV. 

Zar  Theorie  der  quadratischen  Formen. 

Von 

Herrn  Gustav  Skrivany 
Direktor  der  öffentlichon   Olierrciktschnle  a.  d.  Bauernmärkte  co  Wien. 


Folgende  zwei  Beweise  der  unter  art.  154.  und  art  166.  in 
den  Disquis.  arith.  enthaltenen  Sätze  unterscheiden  sich  von 
den  Gaus  «'sehen  darin,  dass  d^r  erste  auf  mehr  direkte  Weise 
und  der  zweite  auf  eine  selbstfindige  Art  gefuhrt  wird. 

Theorem  (ad  art.  154.  disq.  arlth.). 

Wenn  eine  quadratische  Form  für  spezielle  zo  einander  teil- 
fremde  Zahlenwerte  von  x^  y  eine  bestimmte  Zahl  M  reprfiseo- 
tirt»  80  ist  die  Determinante  D  ein  quadratischer  Rest  nach  M. 

Beweis.  Wenn  die  Zahl  M  vermöge  der  Substituzlon  xssin, 
y:=n  mittelst  der  quadratischen  Form 

am«  +  26iiiii  +  c««  ==  ü  (1) 

dargestellt  wird  und  m  zu  n  teil  fremd  ist,  so  ergeben  sich  aus 
(1)  ganz  einfach  die  Gleichungen: 

(am  +  6n)« — Z>w«  z=:alU,) 

f  (2) 

{C7i  +  bmy^-^Dm^  =  cM\  5 

wo  D  die  Determinante  =6* — ac  bedeutet.  Sind  nun  f(  und  v 
zwei  unbestimmte  Zahlen  und  multiplizirt  man  die  erste  Gleichung 
in  (2)  mit  y',  die  zweite  mit  fi^  und  addirt  sonach  diese  6lei-> 
chaogen,  so  folgt: 
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(am  +  bn)hf*  +  icn+  bm)^ii^—  D(rAf^  +  mV*)  =  M(av^  +  <?^*). 

Ergänzt  man  die   zwei  ersten   Teile  und  ebenso  den  Faktor  bei 
D  zu  vollständigen  Quadraten,  so  äbergeht  diese  Gleicbung  in: 

[(am  +  bn)v — (cn  +  bm)ft]* — D(nv  +  m^)* 

+  2fAv(awi  +  bn)(ch  +  öm)  +  ^nvm^D  =  M(av^  +  cfi*). 

Nun  ist 

2liv(am +bn)(cn  +  bm)  +  2mn(ivD 

=  2(iv[acmn  +  bcn^  +  fta/n*  +  6*nm  +  nmb^-^  mnac] 

=  26f*v(am*  +  2bmn  +  cn«)  =  2b(ivM, 

und  daher  bat  man»  wenn  ausserdem 

[(am  +  6n)v  ^(cn  +  6m)f*]*  =  z* 

gesetzt  wird, 

I«—  D(nv  +  mfi)*  =  ß§(av^ — 26ftv  +  Cft«). 

Da  nun  m  und  n  teil  fremd  sind,  so  giebt  es  unendlicb  viele  spe- 
zielle Werte  von  ft  und  v,  welcbe  die  Gleichung 

mfi-|-nv=l  (3) 

befriedigen,   und   hernach   Gbergeht  die  letzte  aufgestellte  Glei- 
chung in 

*«-/)  =  ilf«,  (4) 

wo  j=av* — 2Af*y-fcf**  bedeutet,  und  aus  welcher  die  Kongruenz 

23^Z>(mod.  Jü) 

resoltirt;  wie  behauptet  wurde. 

Hiezu  bemerke  ich,  dass  sich  s  nicht  nur  in  der  Abhängigkeit 
a,  b,  c,  fi>,  V  darstellen  iässt,  sondern  dass  man  ganz  einfach 
eine  lineare  Kongruenzform  bilden  kann,  worin  s  von  i/i,  n,  c, 
a  und  M  abhängig  ist.  Werden  nämlich  die  Gleichungen  in  (2) 
snbtrahirt  und  die  so  gewonnene  Gleichung  in  eine  Kongruenz 
nach  M  umgewandelt,  so  ist 

[(cw+Äiii)V  -  (om  +  6n)«i;«] s  (rnft— nv)/)(mod.  jtf), 

wobei  noch  der  Koeffizient  bei  D,  mit  Rücksicht  auf  (3),  verein- 
facht erscheint.    Multiplizirt  man  diese  Kongruenz  mit 

[(cn  +  bm)(i  +  (um + bn)v] 
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und  bringt  dieselbe  mit  der  aus  (4)  resaltireoden  Koograenz  in 
Verbindangy  so  folgt  nach  einer  einfachen  Redukxion,  wobei  man 
wieder  die  Gleichung  (3)  anwendet: 

inn(cfi* + av*) + 6(m*f4* + n*v*)  =  (jen^  -f-  am v  -f-  A)  (mod.  M) ; 

ood  setzt  man  statt  m^{ji^-{-n^  aus  (3)  den  Wert  (1 — 2iiiiifiv) 
ein  nnd  statt  c{ii^-{-av^=z$-\-^b{kv,  so  ergiebt  sich  leicht: 

mns  ^  CYtfi  ^  amv    (mod.  M) , 
oder 

9  =  aml  +  cn%  (mod.  M) ,  (5) 

welches  die  erwähnte  Darstellung  ist. 

Theorem  (art.  166.  Disq.  arith.). 

Wenn  die  Zahl  M  durch  zwei  aequivalente  Formen  F  und 
P  gleichzeitig  dargestellt  wird^  so  haben  die  speziellen  Substitu- 
zionen,  welche  JV  durch  Fdarstellen,  denselben  grusstenGemelnteiler, 
wie  die  speziellen  Substituzionen,  welche  ilf  mittelst  F'  reprSsentir^n. 

Beweis.    Sind 

ax^^Uxy^rcy^    und     «i  J^i*  +  26|a:iyi  +C|yi« 

xwei  aequivalente  Formen,  für  welche  also  die  respekt.  Deter- 
minanten einander  gleich  sind  und  das  reziproke  enthalten  sein  der 
einen  Form  in  die  andere  bedingt  ist«  und  repräsentirt  M  gemftss 
der  Substituzion  a'  =  m,  y  =  n  die  Form  F,  also 

anfi  +  ^bmn  +  cn^  =  M, 

ferner  M  die  Form  F',  wenn  man  ans  F  die  Form  F'  vermöge 

der  Snbstitnzion  lo   ^)  ableitet,  so  ergiebt  sich  aus  dem  SIsteme 

{qV\  ganx  einfach  das  Wertenpaar: 

dm — ßn  an — y^ 

welches,  zufolge  ad  — /Jy  =  l,  in  jr,  =  dm— ßn,  yi  =  «n— ym 
öbergeht. 

Setzt  man  nun 

dm — ßn:::zfAy    an — ym^^^fB, 

worin  f  den  grdssten  Gemeinteiler  von  m  und  n  bedeat«t»  omd 
sonach  A  va  B  teilfremd  ist,  ferner: 

IT* 
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wobei  g  der  grOsste  Gemeinteiler  von  m  uod  n  ist  und  il'  prim 
SU  B',  so  folgt: 

und  hieraus: 

dA'-ßB'  =  ^,    aß'-y^'  =  ^.  (I) 

Nun  kommt  es  darauf  an,    unter  welchen  Modalitäten  — »   — 

A  f 

ganzzahlige  Darstellungen  zulassen.     Wäre  —   ganzzahlig,  so  ist 

aus  der  Betrachtung  der  Gleichung  öm-^ßn:=fA  ersichtlich,  dass, 
wenn  g  den  grOssten  Gemeinteiler  von  m  und  n  bedeutet,  derselbe 
in  /,  als  Stammfaktor,  nicht  mehr  enthalten  sein  kann.  Demzu- 
folge wäre  in  der  Gleichung  an — ym^fB  der  grösste  Gemein- 
teiler von  fit  und  n  ebenfalls  nicht  in  /*,  sondern  in  B  enthalten, 
was  jedoch  nicht  stattfinden  kann,  weil  sonst  A  und  B  teilver- 

/i  J? 

wandt  wären.     Daher  sind  —  und  —  keine  ganzzahligen  Formen, 

9  9 

und  es  muss  also  In  (I)  die  Quozientenform  ^  eine  ganzzah- 
lige Darstellung  zulassen. 

Sei  nun  -  =fi»  und  wäre  17>1,  so  bat  man 
9 

^A  =  »A'^ßB',     fiB  =  aB^yA'; 
and  hieraus: 

7iiaA+ßB)=:(a5''ßy)A'=:z±\.A', 

und  auf  dieselbe  Weise : 

^(yA  +  dB)=z±B'; 
also: 

^  =  aA-KßBs    ^r=yA  +  tB. 

Da  jedoch  A'  teilfremd  zu  B'  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  klar, 
dass  fj  keinen  anderen  Zahlenwert  als  die  Einheit  bedeuten  kann, 
welchem  gemäss  f^^'g  folgt»  was  eben  zu  beweisen  war. 
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Weitere  Aasfuhrang   der  politischen  Arithmetik» 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettingerj 

GroMhersoglich    Badi«chem   Hofrathe  und   ordentlichem   Profeeeor  der 

Mathematik  an  der  Univertität  zii  Freibarg  i.  B. 

CFortsetnmg  tind  ScUubs  yoii  Nr.  XVII.  Thl.  iAJLVU.) 


SechstesKapitei. 
Ueber  üebeiMveraicliemiiffeii. 

§.  77. 

Einrichtang  und  Zweck  der  LebeosTereichemngs- 
Anstalten. 

Unter  den  verschiedenen  Wohlthäfigkeits- Anstalten,  deren 
Zweck  Sparsamkeit  und  Hebung  des  Wohlstandes  einzelner  Per- 
sonen und  Familien  ist,  haben  die  Lebensversicherungs- Bänken 
eine  weite  Verbreitung  und  erfreuen  sich  grosser  Theilnahme. 

Unter  Lebensversicherung  wird  nämlich  ein  Vertrag  ver- 
standen, wornach  eine  Anstalt  oder  ein  Verein  mehrerer  Personen 
jährlich  bestimmte  Beiträge  empftngt  und  dafiir  die  Verpflichtung 
abernimmt,  bei  dem  eintretenden  Tode  einer  bezeichneten  Person 
eine  im  Voraus  festgesetzte  Summe  auszuzahlen.  Derjenige,  mit 
welchem  dieser  Vertrag  abgeschlossen  wird,  heisst  der  Ver- 
sicherte, die  hieräber  ausgestellte  Urkunde  Police  und  die 
jährliche  Beitragssumme  Prämie. 

Die  Anstalt,  welche  die  hiefür  nuthigen  Geschäfte  besorgt, 
fGhrt  gewohnlich  den  Namen  Bank  (Versicherungsbank),  ist  als 
eine  moralische  Person  vom  Staate  anerkannt  und  beruht  zur 
Hebung  des  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  OefTentlichkeit, 
denn  die  Theilnehmer  an  dieser  Anstalt  leisten  jedem  einzelnen 
Versicherten,  also  sich  gegenseitig,  fSr  die  Erfüllung  der  fiber- 
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nommeDen  Verbindlichkeiten  Gewähr  und  Sicherheit,  und  die  An- 
stalt legt  jährlich  uffentliche  Rechenschaft  über  den  Bestand  ihrer 
Mittel  ab. 

Die  Bank  übernimmt  Versicherungen  auf  das  Leben  einzel- 
ner Personen  und  zwar  auf  ihre  Lebensdauer»  lebenslängliche 
Versicherungen,  oder  auf  eine  bestimmte  abgegrenzte  Zeit 
von  einem  oder  mehreren  Jahren,  kurze  Versicherungen, 
ferner  auf  zwei  verbundene  Leben,  so  dass  die  versicherte 
Summe  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  von  den  beiden  verbun- 
denen Personen  die  im  Voraus  bezeichnete  (B)  die  andere  (A) 
fiberlebt,  Deberlebens-Versicherungen.  Sie  werden  nur 
auf  Lebensdauer  abgeschlossen.  Endlich  ist  gestattet,  ausser  der 
Versicherung  auf  das  eigene  Leben  auch  Versicherungen  auf  das 
Leben  Anderer  abzuschliessen. 

Diejenigen  Personen,  welche  lebenslängliche  Versicherungen 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  Ueberlebens Versicherun- 
gen mit  der  Bank  abgeschlossen  haben,  sind  Eigenthümer  der 
Anstalt  oder  Banktheilhaber.  Sie  leisten  «ich  gegenseitig 
Sicherheit  und  nehmen  an  den  Ceberschussen  der  Bank  Theil. 

Die  Einnahmen,  wodurch  die  Bank  in  Stand  gesetzt  wird, 
ihren  Verpflichtungen  nachzukommen,  bestehen  hauptsächlich  in 
den  laufenden  Beiträgen  oder  Präroiengeldern,  dann  in  den  Zin- 
sen von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  sich  ergeben- 
den Agiogewinn. 

Da  die  Versicherungen  zu  jeder  Zelt  eines  Jahres  abgeschlos- 
sen werden  können  und  die  Prämiengelder  auf  Jahresfrist  gesahlt 
werden,  also  in  das  nächste  Jahr  hinüberlaufen  können,  so  wer- 
den die  Beiträge  jeweils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  beiden 
Jahre  vertheilt  (Uefo ertrage). 

Die  Ausgaben  der  Bank  bestehen  .in  den  auszuzahlenden  Ver- 
sicherungssummen, in  den  Dividenden,  einzelnen  besondern  Ver- 
gütungen aus  der  Reserve  und  in  den  Verwaltungskosten^  deren 
Betrag  mit  Rücksicht  auf  möglichste  Crsparniss  normal  bestimmt 
ist  und  für  besondere  Fälle  bestimmt  wird,  femer  in  zufalligen 
Verlusten,  welche  die  Bank  ohne  Schuld  ihrer  Beamten  treflfen. 

Der  Geberschuss  der  Einnahmen  über  die  Ausgaben  bildet 
den  Fonds  der  Bank,  der  alle  vorräthigen  Zahlungsmittel  in 
sich  begreift.  Ein  Theil  des  Bankfonds  dient  als  Reserve  zur 
Deckung  für  künftig  fallig  werdende  Versicherungssummen,  ein 
Theil  als  Sicherheitsfonds,  um  Deckungsmittel  für  ausserordent- 
liche Fälle  zu  haben« 
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Die  Reserfe  besteht  in  dem.  was  von  des  Primieogeldetii 
znrfickgelegt  wird.  Die  jähHieben  Beitrige  des  einaelneD  Mitglie- 
des  bleiben  oSmIich  ffir  das  ganze  Leben  der  Versicherten  gleich* 
In  den  ersten  Jahren  werden  dieselben  eine  grossere  Summe  lie- 
fern, in  den  spätem  aber  eine  kleinere »  als  sich  nach  dem  Sterb- 
licbkeitsgesetz  für  die  Auszahlungen  ergeben  wird.  Der  Ueber- 
schuss  aus  den  früheren  Jahren  rouss  daher  dazu  dienen,  den 
Ausfall  in  den  späteren  zu  decken.  Der  jedesmalige  Betrag  der 
Reserve  wird  jährlich  berechnet  und  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Be- 
rechnung nach  den  in  der  Anstalt  sich  ergebenden  Abweichun- 
gen von  dem  angenommenen  Sterblichkeitsgesetze  berichtigt. 

Der  Sicherheitsfonds  besteht  in  den  jährlich  angesam- 
melten Deberscbussen.  Der  r^ine  Ueberschuss  ist  die  Summe, 
welche  nach  Abzug  aller  Ausgaben  und  der  Reserve  eines  Jah- 
res, sowie  der  oben  genannten.  Ueberträge  von  der  Einnahme 
übrig  bleibt.  Er  ist  Eigenthum  der  Banktheilhaber  nach  dem 
Maassstabe  der  eingezahlten  Prämiengelder  und  macht  die  Divi- 
dende des  betreflfenden  Jahres  aus. 

Nicht  jede  Summe  kann  versichert  werden.  Die  Gothaer 
Lebensversicherungs-Bank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
zwischen  300  und  JöOOO  Thaler  (das  Maximum  wird  jeweils  vom 
Vorstande  bestimmt)  an ;  die  Lübecker  zwischen  300  und  30000 
Mark,  die  Wiener  zwischen  10  und  20000  Gulden  u.  s.  w. 

Auch  die  Eintrittszeit  ist  beschränkt.  Die  Gothaer  Bank  ge- 
stattet den  Eintritt  fär  Personen  zwischen  dem  15ten  und  OOsten 
Lebensjahre.  Der  Eintritt  der  Personen  hohem  Alters  kann  mir 
ausnahmsweise  und  mit  Genehmigung  des  Bankbureaas  geschehen. 
Die  Lübecker  Bank  gestattet  ihn  für  Personen  zwischen  dem 
lOten  und  67sten;  die  Wiener  zwischen  dem  ISten  und  70sten; 
die  Frankfurter  zwischen  dem  Isten  und  70sten  Lebensjahre  u.s.w. 
Die  zu.  versichernden  Summen  mOssen  durch  100  theilbar»  also 
runde  Zahlen  von  100  sein. 

Ausserdem  kennen  Summen  so  auf  bestimmte  Jahre,  jedoch 
nicht  viitcr  einem  bestimmten  Minimum  versichert  werden,  dass 
die  Auszahlung  der  versicherten  Summe  wie  gewohnlich  erfolgt, 
wenn  die  versicherte  Person  innerhalb  des  bezeichneten  Zeitraums 
stirbt,  dass  sie  aber  spätestens  am  Schlüsse  des  letzten  Jahres 
erfolgt,  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Die  Prämiengelder  für  lebenslängliche  und  Ueberlebens  -  Ver. 
Sieberangen  werden  bis  auf  ein  bestimmtes  Jahr  (das  85ste  oder 
90ste»   letzteres  bei   der  Gothaer*  Bank)   berechnet  und  bexaUt. 
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Die  PrSmienzahlang  hört  auf,  wenn  die  versielierte  Persoü  das 
genannte  Alter  erreicht  hat»  und  es  erfolgt  sofort  die  Aussahlang 
der  Versicherangssumnie. 

Das  Aufhuren  oder  der  Verlust  einer  Versicherung  Ist  an  be- 
stimmte Bedingungen  geknfipft  und  erfolgt  unter  den  durch  die 
Statuten  festgestellten  Verhältnissen  in  gewissen  Fällen  von  selbst. 
Es  ist  jedoch  auch  der  freiwillige  Austritt  aus  der  Gesellschaft 
erlaubt.  In  diesem  Falle  und  in  bestimmt  vorhergesehenen  wird 
bei  lebenslänglichen  Versicherungen  dem  Inhaber  einer  Police 
gegen  deren  Rückgabe  eine  besondere,  nach  festgestellten  Grund- 
sätzen zu  berechnende  Vergütung  aus  dem  Reservefonds  der  An- 
stalt >  unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  filr  Versicherungen 
vorhandenen  Dividenden -Antbeile«  gewährt 


§.  78. 

Werthbestimmung    einer    Leibrente    für    eine    Person 
von    bestimmtem    Alter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Prämissen  sind 
die  hierher  gehurigen  Berechnungen  zu  gründen.  Sie  beruhen, 
wie  sich  diess  später  zeigen  wird,  vorzüglich  auf  der  Werthbe- 
stimmung der  Leibrenten. 

Unter  Leibrente  versteht  man  nämlich  eine  bestimmte  Summe 
(Al)>  w'elche  so  lange  jährlich  ausgezahlt  wird»  als  eine  Person 
von  bestimmtem  Alter  lebt  und  deren  Auszahlung  aufhOrt»  wenn 
dieselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  man  den  Werth  einer  Leibrente  bestim- 
men^ wenn  man  von  dem  zu  deckenden  Bedürfnisse  einer  Anstalt 
ausgeht,  welche  es  unternimmt,  irgend  einer  Anzahl  von  Perso- 
nen, welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jahre  angeboren,  eine 
derartige  Rente  zu  gewähren. 

Bezeichnet  man  die  Zahl  der  demselben  Jahre  angehorigen 
Personen  durch  Aa  (aJährigen  Personen),  und  legt  hiebel  eine 
bestimmte  Sterblicbkeitstafel  zu  Grunde,  so  dass  die  Zahl 
der  Personen,  welche  am  Endendes  Isten,  2ten,  3ten....  Jahres 
u.  s.  w.  bis  zur  äussersten  Lebensgrenze  noch  am  Leben  sind,  der 
Reihe  nach  durch 

1)  Aai-l ,      A 0-^-2 ,      ^a4-s  »  •  •  •  •  ^a-f  u 

ZU  bezeichnen  sind,  so  hat  die  Anstalt  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  auszuzahlen,  wenn  jede  noch  lebende 
•Person  die  Rente  K  jährlich  gieniessen  will: 
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Aa^VmKf     Am^»^»     Aa'\-^*ML,  •.».  Aii^.K, 

Ral>attirt  man  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zinsfuss  Pi  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  zur  Deckung  des 
Bedürfnisses  erforderlichen  Summe: 

^^         "—    IJdp     '^    Ifip^    ^    l,Qp»   "^^  •   l,t)!p»  ' 

Diesen  Werth  haben  die  sich  betheiligenden  Personen  in  die  Casse 
zu  zahlen.  Nennt  man  nun  die  Summe,  welche  jeder  einzulegen 
hat»  Ett,  so  betrfigt  ihre  Gesammt- Ein  läge ,  da  jeder  sich  fflr  die 
gleiche  Summe  betheiligt,  Ea.Aa^  *  Hieraus  und  aus  2)  ergibt  sich 
die  Gleichung: 

also : 

^^  ^-  -  .1« V  1,0p  +  l,üp«  +  1,0/1»  +  •  •  1,0/1«/ 

Setzt  man,  was  gewöhnlich  geschieht,  £=1^  so  stellt  sieh  der 
Werth  einer  Leibrente  von  dem  jährlichen  Betrage  1  für  eine 
üjährige  Person,  die  durch  La  bezeichnet  werden  soll,  auf  fol- 
gende Weise  dar: 

wenn  nach  dem  Sammelzeichen  (2)  allmälig  »=1,  2,  3....tf  gesetzt 
wird. 

Aus  4)  kann  man  auf  jeden  beliebigen  Werth  der  Leibrente 
(K)  öbergehen,  wenn  der  Ausdruck  mit  K  multiplicirt  wird.  Auch 
kann  in  No.  4)  statt  a  jeder  andere  Werth  a  +  n  gesetzt  werden. 
Es  ändert  sich  nur  die  Form  und  es  entsteht  fiir  den  Werth  1: 

§.  79. 

Verschiedene  Arten  von  Leibrenten. 

Man  unterscheidet  zwischen  aufhörenden,  aufgescho- 
benen und  temporären  Leibrenten,  und  versteht  unter  einer 
aufhörenden  Leibrente  eine  solche,  welche  mit  dem  Ende  des 
ersten  Jahres  fär  eine  ajährlge  Person  beginnt  «und  n  Jahre  dauert; 
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unter  einer  aufgeschobenen  eine  solche ,  welche  erst  nach  Um- 
fluss  von  Ol  Jahren  beginnt  und  bis  cur  Lebensgrenze  dauert; 
unter  einer  temporären  eine  solche,  welche  nach  Umfluss  voo 
m  Jahren  beginnt  und  n  Jahre  dauert. 

Die  Werthe  dieser  Leibrenten  lassen  sich  nach  dem  Inhalt 
des  §.  78.  leicht  bestimmen. 

Beginnt  eine  Leibrente  mit  dem  Ende  des  ersten  Jahres  und 
dauert  n  Jahre,  so  kommen  die  n  ersten  Glieder  der  Reibe 
No.  2)§.  78.  In  Betrachtung,  und  der  gegenwärtige  Werth  des 
Beddrfnisses,  welches  die  Casse  zu  decken  bat,  ist  bei  einer 
Leibrente  von  1: 

'  IX  n  —  ^*^*  ■  ^°-l-*  1  ^H-s  1        -^g-f« 

*>  ^-"l,Op  "'^l,()p«'*"l,V  i,()p«' 

Bezeichnet  man  den  Werth  einer  aufborenden  Leibrente  flir  eine 
ajährige  Person  durch  La;\,n\  so  ist  der  einmalige  Beitrag  einer 
Person,  wenn  sich  J«  Personen  betheiligen: 

2) 

^-'  ''*  -  ^«  V  \jüp  ^  1,0p«  ^  1,0p»  +  -•  l,()p«>/  -  Aa  ^*  1,0^« 

Dieser  Werth  kann  durch  den  Werth  einer  lebenslänglichen  Leib- 
rente nach  §.  78.  ausgedrückt  werden.  Ergänzt  man  nämlich  den 
Werth«  der  Reihe  in  No.  2)  bis  zur  Lebensgrenze  und  zieht  die 
zugezählten  Glieder  wieder  ab,   so  erhält  man: 

3) 

^^•l,Op«+* -Ma.W/)» 
^  A.l,Qp-+l  "~  A.l,Op»+«  ""•  ••  ""  i<a.l.^p«' 

Die  erste  Reibe  drückt  nach  No.  4)  §.  78.  den  Werth  einer  lebeos- 
länglichen  Leifctrente  La  aus.  Multiplicirt  und  dividirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aa^  und  zieht  den  allen  Gliedern 
gemeinschaftlichen  Factor  im  Nenner  ila.l,Qp"  aus  der  Reihe,  so 
geht  No.  3)  über  in : 

4) 

r  r  ^g-Ht  1      fAa\m^\      Am^m^  4st±t\ 
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Die  ReiiM  ift  diwet  Darstelinng  drückt  nach  5}  f  78.  gleithfafb 
den  Werth  einer  lebenslftngtichen  Leibrente  ans.  Fährt  nan  dto- 
sen  Werth  ein»  so  ergibt  sieh  aus  No.  4)  der  gesachte  Werth  fOr 
eine  aofhOrende  Leibrente  auf  folgende  Weise : 


5) 


I*iM  =  i»-3;n^^"- 


Soll  der  Werth  einer  aufgeschobenen,  nach  Umfluse  von  m  Jah« 
ren  beginnenden  und  bis  zur  Lebensgrense  dauernden  Leibrente 
bestimmt  werden,  so  Icoramen  die  Glieder  der  Reihe  in  No.  2)  oder 
No.  4)§.  78.  vom  (m-|-l)ten  an  in  Betrachtung. 

Der  gegenwärtige  Werth  des  BedOrfnisses  der  Casse  i^t  daher: 

Da  dieser  Betrag  durch  Aa  Theilnehmer  gedeckt  werden  muss, 
80  ergibt  sich  sofort  der  Beitrag  des  einzelnen,  wenn  der  Werth 
der  aufgeschobenen  Leibrente  durch  La,m  bezeichnet  wird,  durc$ 

7) 

^"•-^.,l.Qp-V  hQp    +   J,Op»  +    l,üp»  +  '  •.  l/^p«  / 

Durch  Multiplilcation  und  Division  mit  Aa-^m  kann  auch  diese 
Reihe  durch  eine  iebensfftngliche  Leibrente  nach  No.  5)  §.  78.  aus- 
gedrückt werden.    No.  7)  erhält  dann .  folgende  Fonu: 

•   8) 

^•'--^.•i,o!p«i<f«v  1,0^   +T7V  ^-nrv^y 

Die  Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  ergibt  sich 
auf  gleiche  Weise,  denn  es  werden  hiezu  n  aufeinander  folgende 
Glieder  vom  (m  +  l)ten  Gliede  an  in  der  Reihe  No.  2)  oder  No,  4) 
$.  78.  nothig.  Der  gegenwärtige  Werth  des  von  der  Casse  zu 
deckenden  Bedürfnisses  ist  daher: 

""^        ^— 1,C!p-+i  +  lfipm\^  +  l,Ojt»^»  +  •  •  1,(]^i-Hhi- 


Thell  XXXVIII.  ,  18 


Digitized  by  LjOOQIC 


OTB  0 e Mnpir :    Waure  Au»nhrung 

Der  Beitrag  flSr  den  einzelneii  Theilnebsl^r;  dte#  dereh  DL;»,» 
4>ezeldni^  Werden  eoU,  ist:    '  >- 

D\ac\L  l^lnltiplilcation  und  Dlvj/sipD  mit  Aa^m^  Icann  n^n  dieee  Dar^ 
stelluBi^  Dach  No.  >t)  auf  deo  Werth.  einer  aufliörenden.  Leibrente 
für  eine  (a':|-fi})jährige.  Person  zprfic|(.bjringenA  denn  e9  entsteht: 

•'•••••   ''11)  ' 

r  _      A^m  1      /Ag^m^l  '      Ag^m^t     '     '  A'a^^n-^\ 

—       Aa-\.m       Y 

Man  Icknn  nun  auch  hier  verfahren  vpie  in  No.  I)— ^)  geschah, 
die  fehlenden  Glieder  der  Reihe  ergänzen  und  dann  ^ieder  ab- 
ziehen. Einfacher  ergibt  sich  die  $ache«  wenn  man  deo  Werth 
¥on  X/a4-m;i>si  nach  No.  5)  behandelt  und  a-^m  statt  a  schreibt. 
Ißs  entsteht: 

Wird  dfetoer  Werth  in  No.  11)  eingefahrt,  so  ergibt  sich  zur 
Werthbestimmiing  einer  t^roporäjpen  Leibrente  falgc^fide  Gleichung : 


12) 


Ag^m        j  ilg-t-m-H»        r 

-Ag.  l,0p«^«^""^«.l,()!p«4«i^«+"H^- 

Hietnach  sind  die  Werihe  d^  ve^schi^eneii  Art^n  von  Leib- 
renten sämmtlich  auf  die  Werthe  lebenslänglicher  Leibrenten  za- 
rückgebracht,  und  man  hat  es.  nur  .mit  den  letztern  zu  thun. 


§•80. 

Methoden  für  die  Wertbbereehnung  der  Leibrenten. 

Bei  Auswerthung  der  Leibrenten  tur  Personen  der  verschie- 
denen Lebensalter  hat  man  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafel  zu 
Grunde  zu  legen,  hieraus  nach  den  in  g.  TS.  ubd  j«  79.  gefun- 
denen Gleiehttsgen  zu  verfahren,  und  die  fragitoben  Werthe  ßir 
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die  HSmmtltch^i}  Jmbre  einer  .SterMiehkeiteterel  xu  ^berechnen,  um 
sie  weiter  beofitseD  zm  kunnen. 

Lieeee  sich  die  Zahl  der  Lebenden  aus  einem  bestimmten 
Gesetze  ableiten,  so  urfirde  diees  die  Werthbereehnung  der  Leib- 
renten sehr  erMcbtern«  Diess  Ut  aber  nicht  der  Fall ,  daher  wird 
die  Ermittelung  dieser  Werthe  für  eine  grosse  Giiederanzabl  der 
fraglichen  Reihe  sehr  mGhevoll.  Man  kann  jedoch  bei  Ausf&h* 
rung  der  nuthlg  werdfeAden  RabaitiruDgen  manche  Erleichterung 
anbringen. 

Es  *ibt  jedoch  «tchon  gefertigte  Leibrententafefn,  'wodurch' man' 
der  Mühe  der  )R,eebnuDg  überhoben  ist 

Zu  d^i^  bekannteren  Altern  Tafeln  gehören  die>  welche  auf 
der  zu  North ampton  beobachteten  Sterblichkeits  ••  Ordnung  beruhen 
und  von  allen  Lebensversicherüngs- Anstalten  in  London  betiutzi 
werden,  dann  die  von  Deparcieux.  Zu  den  neuern  gehören  die 
von  Bruno,  berechnet  von  Hattendorf  (Leibrenten  und 
Lebensversicherutigeo  von  D.  Jo^ed.  Deutsch  bearbei- 
tet von  K.  Hattendorf.  Hannover  1859)>  dann  erneVon  Herrn 
M.  Kasten  in  Frankfurt  berechnete  und  mir  mitgetheilte»  die 
sich  auf  die  von  Finlaison  angegeben^  Sterblichkeits -Ordnung 
gründet. 

Von  den  Metboden ,  deren  man  sieb  .zur  fiereehnung  der  Leib- 
reaten  bedienen  kann>  werden  hier  folgende  angeführt: 

Erste  Methode.  Sie  Besteht  in  der  direkten  Berechnung 
der  in  No.  4)  9.  78.  angegebenen  Gleichung.  Zu  dem  Ende  hat 
man  in  die  Formel 

'^  ^--  Aa\  1,0p  +  i,(b*  "*■  1. V     ""  1>QPV 

bei  einem  bestimmten  Zinsfuss  die  Werthe  der  A  nach  «Iner  ge- 
wählten Sterblichkeits- Ordnung  und  för  l^Op  einzuführen,  jedes 
einzelne  Glied  zu  berechnen  und  sie  in  eine  Summe  zu  vereinigen. 

Hiei»ach  ist  der  Wertb  einer  Leibrente  für  einen  86jährigeo 
Mann  nach  Fialai«.ou  bei  3  Proceot: 

f L  fd^  ±.  ^t  A.  ^tt  i  ^^  •  ^^  \ 

^»»-^8gU»(»+  1/»*+  1.03'  ^  1,03*^  t;o3v 


V"   ^    7    ^    4    ^    3     .     1    \ 

=17  vt;o3 + 17J35 + 1753* + T^op"^  i:ög»y 


Es  ist: 


18* 
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11 . 1,03-1  =  11 .0.970BrJ7s=:  10,6796116 

7.1,03-»=   7.0,9425959=  6.5981714 

4.1,03-»=  4.0,9151417=  3,6606666 

3.1,03-«=   3.0,8884870=  2,6654611 

l.lX)3-«=    1.0,8626068=  0,8626088 

24,4664195 

_,                        ,   .    24,4664195     ,  ,».«-»,„ 
2)  Ln'=  —^17 =  1,43920115. 

Diese  Methode  ist  sdir  mGlievoll  ond  xeitr«aii«od,  wie  msii  sieht. 

Zweite  Methode.     Eine  surflciclaufende  Berechnungsweise 

erhSlt  man  dsdnrch ,  daes  man  ans  No.  1)  das  erste  Glied  -r^ 
innerhalb  der  Klammer  scheidet.    Es  entsteht; 

3> 

wie  sich  dies«  aus  No.  5)  $.  78.  ergibt»  wenn  tnan  n  =  1  setst. 

Ist  nan  der  Werth  einer  Leibrente  für  eine  (a-|-I)jShrige  Per- 
son gefunden  y  so  kann  man  daraus  den  ffir  dne  um  ein  Jabr 
jüngere  Person  durch  Aosfübrueg  der  in  No.  3)  angezeigten  Ge- 
scbfifte  finden.  So  ist  der  Werth  einer  Leibrente  Rir  einen  88jlb- 
rigen  Mann  nach  Finiaison: 

4) 

=  1,67744416. 

Ein  eioroai  begangener  Fehler  schleppt  sich  in  den  darzustetien- 
den  Werthen  weiter.  Es  wird  daher  sweckmfissig  sein»  nach  einer 
andern  Methode  von  Zeit  zu  Zeit  eine  Controle  Torzunehmen. 

Dritte  Methode.  Man  beginne  mit  dem  letzten  Gliede 
Aa\M9  rabattire  mit  l»Op,  zfthle  hinzu  die  Zahl  der  im  vorher- 
gehenden Jahre  lebenden  Personen  (il«4^.i),  rab&ttire  die  erhal- 
tene Summe  mit  1,0p,  fahre  so  fort  und  theile  schiiesslich  mit 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  Aa*  Diess  Verfahren  stellt 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 
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5) 

Diese  Methode  ha«  den  Vortheii,  dMs  mae  mit  jedem  Gliede  ab- 
brechen, die  ecboD  erhaltenen  Werthe  beoutzen  nod  der  Reihe 
oach  albnälig  die  Werthe  der  Leibrenten  f&r  jedes  Alter  einer 
SterUiehlEeits-Ordnnng  bereehoeo  liann.  So  ist  anter  der  oben 
angegebenen  Veranssetsung : 

6) 

^=13» '3= 3 =ft3236945, 

7    ^(  '   4.1>     ^     _ 3.97087378     3^21726    n^animi 
^^\Sm^V\MJr    4.1,03    = 4 =0.«Ö80431, 

3,88521726 
7.1.03        - 

=  1.08848021. 
^"((ot  +VI;ö3  +VRB+V  ÜSni  =      li.1.03 

=?i^^= 1.2909466«. 
I^= (14,20041216  + 11)  j-^;j7  =  ^^^'""^  =  1,43920116 

n.  s.  w.  Fohrt  man,  wie  hier  geschehen,  die  Rechnung  mit  der 
DiTision  durch  1,03  aus,  so  hat  man  eine  grosse  Zahl  von  Deci- 
maUtellen  uuthig,  um  die  früheren  Werthe  richtig  zu  erhalten. 
Es  wird  daher  die  Rechnung  mit  Logarithmen  hier  vorzuziehen 
sein,  was  eine  Erleichterung  gewährt,  da  man  ausser  den  Zahlen 
der  Lebenden  nur  den  Logarithmen  von  1,03*^  bedarf.  Um  sicher 
zu  gehen,  kann  man  gleichzeitig  die  «weite  Methode  benutzen* 

Vierte  Methode.    Wird  die  Reihe  No.  1)  mit  1,(^«  multi- 
plicirt  und  dividirt,    oder,    was  dasselbe  ist,    wird  der  Divisor 

j-Q-^  aus  der  Klammer  geschieden,  so  entsteht: 

.    7) 
^•=  j^  I  A^,(^^4^^1^<V^*~Hi^a+2J,0;?«-^f  ....4g-Ht~i.l,(^p-f^«^f»)> 

Vergleicht  man  hiermit  den  Werth  der  Leibrente  für  eine 
(a-f  l)]&hrige  Person,    so  entsteht: 
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8)  JLh-i 

In  beidta  Retheo  Bind.4le  («— J)  leteUn  Glieder  «ineoder  sietcfa. 
Min  kasi  daher  ren  8)  iluf  7)  übergebet»  '  Za  dem  Ende  bat  aaa 
aa  der  Sdmme»  %velch«.  die  Glieder  de»  eiageaeblosaeoen.  Reibe 
in  No.  8)  bilden ,.  ^»f i .  l,Op»r^  a«  sftblea  ood  daui  fait  dem  Ymge- 
scbriebenen  Divisor  zu  theileo. 

Um  die  Leibrenteo   für  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafel  zu 
erhalten,  hat  man  also  die  verschiedeneQ  Summen  der  Reibe 

zu  bilden  und  die  angezeigte  Division  bei  jeder  ^nzelnen  iSumme 
zu  machen.  Da  diese  Methode  haupts&cblicb  auf  Multiplikationen 
beruht^  se  läsat  sie  sich  leicht  durchßihren^  wenn  man  im  Be- 
sitze, von  Mnitiplikationstafeln  ist.  Die  Werthe  von  1,9/^*  und 
IfQp'"  eind  den  bekannten  Tafeln  zu  entnehmen.  Zudem  gewährt 
die  Methode  den  Vortheil,  dass  sich  ein  bei  der  Division  began- 
gener Fehler  nicht  fortschleppt  und  die  Summirung  der  Reibe 
sich  leicht  controiiren  lässt,  man  4U0  bei  einiger  Aufmerksam* 
keit  gegen  die  Gefahr  des  Fehlens  geschützt  ist.  Man  kann  für 
die  nuthig  werdenden  Geschäfte  etoe  besondere  l'abelle  entwer- 
fen in  nachstehender  Weise,  wozu  die  Sterblichkeitstafel  von 
Kinlaison  benutzt  ist: 


Alter 

Zahl  der 
Lebenden 

1,03— 

1,03" 

5 

Werth  der 
Lieibieate 

94 

I 

• 

93 

3 

0,970873786 

1,Ö3 

1 

0,3236246 

92 

4 

0.942595909 

1.0609 

4.09 

0.9638043 

91 

7 

0,916141669 

1,092727 

8,3336 

1,0604802 

90 

11 

0.888487048 

1.12550881 

15.982669 

1.2909466 

89 

17 

0.862608784 

1.159274074 

28,36328691 

1,43920115 

88 

24 

0.837484257 

1,194052297 

48,070946168 

1,6774441 

87 

34 

0.813091511 

1.229873865 

76,728200296 

1.6349132 

86 

44 

0.789409234 

1,266770081 

118,543911706 

2,1268108 

85 

56 

0.76641673-2 

1,304773184 

174,281795270 

2,3662228 

84 

68 

0,744093915 

1,343916379 

247,349093574 

2,7066317 

Die  Werthe  der  fünften  Reibe  (5)  indet  mafi'i?  wenn  man  die 
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Werthe  ^er  ?w#fen  (4«)  nojd  d«r  yiettm  ()»03")  .vothffgMenden 
Horizontalreib^  mpitipiiciit  qpd  zu  der  Z^f^l  in  dereeUwo  f&nften 
Horizontalreihe  addirt.  So  ist  die  Zahl  {S)  in  der  yierten  Hori- 
zontalreihe:  -    ' 

Die  Wertbe'der  Leiibrenten  findet  man»  wenn  man  den  Werth  iir 
der  fCnften 'beihe  milt  dem  Werthe  in  der  dritten  gleichen  Hori- 
zontalreihe multipticiri  lind  durch  die  Zahl  der  z^v^ei^en  .  gleichen 
Horizonlalrefhe  theiit.,    So  Ist:'         '        . 

i:^i=M,03-»(4.1,03«  +  3.|,03+l)=M,03-».8,333» 

P,915l4iq59. 8,3336  7>626424529   ,  ^^^ 

T^y ^  V  '• '  ■'* A3' — '  'X    .  -f'.gg i,08M892. 


1  '"''    .  «~y 


.  Die  eben  mitgetheilte  Bfethode  empfiehlt  sich,  wie  man  ^lebt- 
als  eine  bequeme,  sehr  fordernde,  und  sichere  Methode  üfid  ver- 
dient vor  den.  übrigen  wohl  den  Vorzug^ 

Sind  die.l^ertbe  d,er.{febens|&nglicben  lieibreoten  f fir -eine 
bestiviinte  $.t§rti|lichkeita[tafel  .bebaiNit^,  30  erj^ehen  ficb  difi  ffif . 
aufhureode»  aufgeschobene  und  temporäre  nach  §.  79.  ohne  ScbwUi> 
rigkeit. 


§.81. 

Werthbestimmung  einer  Leibrente,  welche  so  lange 
gezpibM' wird»  als  zwei  P^fsonep  top  bestimmtem  AUer 
^  sich  am' Lebein  befinden.  ' 


V 


Soll  der  Wertb..eiiiep,  JUcibren^e  bestimmt '«werden,  welche  so 
lange  jährlich  mit  der  Summe  1  ausgezahlt  wird ,  als  zwei  Per- 
sonen« «rovon  die  eise  n,  dae  aodet^e  ^  Jahre,  alt  ist,  zesammen 
leben,  so  wird  folgende  Methode  zum  Ziele  ßihrenw 

Da  die  Leibrente  nur  ausgezahlt  wird,  wenn  beide  Personen 
sich  noch  am  Leben  befinden,  so  bat  man  die  Fälle  zu  bestim- 
men, ip  welchen  dies  Ereigniss  eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  fraglichen  Personen  am 
Eiidedes  ersten,  zweiten,  dritten,....  Jahres  bis  zur  Lebensgrenze 
zusammen  leben,  beruht  auf  der  Verbindung  der  Wahrscheinlich- 
keit, dass  jede  einzelne  Person. am  Ende  der  genannten  Jahre  noch 
lebt  Die  Wahrscheinlichkeiten  fiir  das  fragliche  Zusammenleben 
stellen  sich  dfr  He\h^  vitch  durch  iblgende  Ausdrücke  dar: 
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At^i.Ah4.i      Aa^,Ai^^      Aa^.AhJ^n         Am^UßA^^ 

A^.Ah     *  Am^Al     *  Aa>Ah     '  *"*      Aa»Ak 

In  jedem  dieser  Fälle  muss  die  Summe  1  gezahlt  werdeo.  Da 
aber  diese  Wertbe  erst  im  Laufe  der  Zeit  gezahlt  werden  müs- 
sen^ so  hat  Tdan  zur  Bestimronng  des  gegenwärtigen  Wertbes 
dieser  Summen  sämmtRche  Glieder  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zin^fuss  p  zu  rabattiren.  Bezeichnet  man  nun  den  Werth  einer 
Leibrente  für  zwei  verbundene  Leben  nach  dem  Vorgänge  des 
frGhern  durch  Lab»  so  erhält  man.  biefflr  folgende  Bestimmung, 
wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Divisor  Am- Ah  ausscheidet: 

1) 

^^^Aa^AhK     1,0p      ■*■      1,0p«  "■*■      l,©/!»""    ••      Ifi^    l 

Das  hier  gefundene  Gesetz  tritt  deutlich  hervor  und  charakteri- 
sirt  sich  ganz  in  derselben  Weise,  wie  dasjenige,  welches  nach 
§.  78.  No.  4)  zur  Wertbbestimmung  fär  eine  einzige  Person  gilt 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  auch  die  Wertfae  flir  zwei 
verbundene  Leben  für  die  in  §.  79.  anfgefllhrten  besondem  Leib- 
renten. 

Der  Werth  einer  aufborenden  Leibrente  für  das  Zusammen- 
leben zweier  Personen  von  dem  Alter  a  und  b  ist  dann  nach 
$.  79.  No.2)undNo.6): 

2) 

^•»'*'"-^..AV    \Sip    ■*■    1.0/»«    ■•"•••    tv  / 

Der  Werth  einer   aufgeschobenen  Leibrente   ist  nach  §.  79. 

No.7)  und  No.8): 

j 1  fAa^,w^\.Ah\^\\   ^Aa^n^\%.Ab\m\%  . 

^  A.A.l,Op-^^-^-"^^*+"'^' 
der  einer  temporären  (st  nach  $.  79.  No.  11)  und  No.  12)  : 


A^m\^^Ah\m^\ 
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Die  Wertbberecfanniig.  dieser  Leibrenten'  kann  nach  den  in  §.  80. 
angegebenen  Methoden  geschehen.  Sie  iet  aber  viel  mfiheToller 
uod  weit  ausgedehnter  wegen  der  vielen  möglichen  Gombinatio- 
neo,  als  die  der  Leibrenten  för  einzelne  Leben. 


$.82. 

WerthbestimiliQng   lebenslänglichoT   Versicherungen. 

Aach  hier  gelangt  man  am  Einfachsten  zam  Ziele»  wenn  man 
voD  dem  Bedfirfnisse  der  Gasse  ausgeht.  Bezeichnet  man  die  Zahl 
der  Personen»  welche  nach  einer  bestimmten  Sterblichkeitstafel 
im  aten»  (ii-|-l)ten,  (a-|-2}ten  Jahre  u.  s.  f.  sterben»  der  Reihe 
Dich  durch 

und  nimmt  man  an»  dass  sämmtitche  ojährige  Personen  (Am)  su- 
sammentreten»  um  fiSr  den  Fall  des  Todes  mit  der  Summe  K  ihr 
Leben  au  versichern»  so  hat  die  Casse  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  zu  zahlen: 

Ma^Kf     Jlfa-|-1.£»     Jlfa-|.S«£»     <tfa-|-9 •£••••  Jlf»f« .  AT. 

Der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Summen  ist  bei  p  Procent: 

Da  sich  Ju  Personen  hiebei  betheiligen»  so  muss  .jede  den 
gleichen  Betrag  hieran  zahlen.  Bezeichnet  man  denselben  mit  £a» 
so  haben  die  Theilnehmer  die  Stimme  Ea.A^  zu  hinterlegen. 
Diese  Summe  muss  dem  in  No.  1)  angegebenen  Werthe  gleich 
«ein.  Hiernach  ist  der  einmalige  Beitrag  für  den  einzelnen  Theil- 
nehmer : 

9\  y  _  g  /Mm        M^i       Ma^%  *a+«  \ 
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DieseD  Werth  kann  man  nach  #iner  der  In  §.  80.  angegebeneD 
Methoden  berechnen,  wenn  man  die  Zahl  der  in  den  einselnm 
Jahren  gfelrhendeh  Peraonen  einführt  'Ma^  kann  jedoch  den  Werth 
der  vorstehenden  Reihe  auch  dilfch  Leibrenten  darstellen.  Die 
Zahlder  in  >  einem  bestimmten  Jahre  Sterbenden  findet  man,  wenn 
^an  die  Zahl  der  am  Ende  des  Jahres  noch  Lebenden  tod  der 
Zahl  der  am  Anfang  desselben  Jahres  Lebend,en  abzieht  Hier- 
nach ist: 

Setzt  man  , nun  der  Reihe,  nach  0,  1»  2,  3,...,  ^tatt  n  in  3)  ond 
führt  die  hiedurch  eptstehenden  Werthe  in  idie,  Reihe  No.  2)  ein, 
so  gewinnt  man  folgende  zwei  Reilhen: 


AaKTJSp 


Otfenbar  druckt  die  negative  Reihe  liach  g.  78.  den  W^rth  einer 
lebenslänglichen  Leibrente  au^.  Die  Glieder  der  positiven  Beibe 
lasseq  sich  gleichfalls  auf  eine  solche  zurückbringei^,    wenn  man 

|-^  ausscheidet.    Geschieht  diess,  so  geht  die  vorstehende  Dar* 

stellang  in  folgende  4b^ ;  ' 

Der  ;«ipinalige.  Beitrag  bestimmt  sich  nacli.dfin  ndtt^igen  IMo<^ 
tionen  hieraus  durch  folgende  Gleichung: 

^)  *^-=*^"loo+]r=*~i:o7""*- 

Nimmt  maa  auch  hier  die  Versicherungssumme  zur  Elinbait  an» 
£ss  1,  von  der  man  auf  jeden  beliebigen  Betrag  «thergeh^oktoos 
ao  ist: 

^'  ^        100^p>Xa  _  1>-O,0^£a 

7)  ^»-"loo+p   "^~T^ 

Die  Vorschrift,  welche,  diese  FormAl  enthält,  Ist  leicht  zu  er- 
kennen.   S<4I  hiernach  der  Werth  einer  VersidberangssumiDe  1 
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für  eine  SQjUkrige  Per«oto  Daf:b  Fljilaidon  bei  3  Procent  bestimmt 
werden^  s%  Ut  die  efottioli^e  Jüi^iMbsamtie: .,    * 

Nach  der  Sterblichkeitotafel  von  Northanpton  ist  sie: 

100 -3'.  16,922    '49,234  ;^ 

**>     Z,       Pß~~~       1^  =U,478ÜÜ. 

Nach  der  SterblicblceUsfafel  von  Deparcieuxr  ' 

100-3.19,492     41jt24 

^°'      108       =-i^^o,4ms. 

Nach  der  Ton  Brnoe:    . 

-,       100-3.19,1778     42,4666     ^.,^r^ 
'®~ IÖ3 "  "i^~  "^  0,412296. 

Man  sieht  wie  nahe  die  Werthe  Ton  Brone  und  Finlaison  zii- 
sammenkommen.  Ihnen  nähert  sich  der  nach  Deparcieux, 
wihreod  die  Tafel  von  Northaqapton  einen  viel  grussern  Werth 
giebt»  was  von  der  grossem  Sterblichkeit  herrührt. 


S.  83. 

Werthbestimmun.g   fQr  VersicherungssitmmeD  auf  be- 
stimmte Zeit  (kurze  Versicherungen). 

Die  hier  sn  beantwortende  Frage  stellt  sich  auf  folgende 
Weise  dar:  Eine  ärjähtlge  Person  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
Summe  (K)  unter  der  Bedingung  auf  irgend  eine  Anzahl  (n)  auf 
einander  folgender  Jahre  versichern »  dass  diese  Summe  ausgezahlt 
fvird,  wenn  sie  im  Laufe  dieser  Jahre  stirbt.  Wie  grosa  ist  die 
hiefQr  einzuzahlende  Summe? 

Die  vorliegende  Frage,  beantwortet  sich  auf  die  in  §,  82.  an- 
gegebene Weise,  wenn  man  die  in  No.  1)  und  Mo.  2)  §.  82.  gege- 
bene Darstellung  auf  n  GUeder  beschränkt.  Hiernach  bestimmt 
sich  der  Werth  der  Kaufsurame,  die  mit  £«;i,n  bezeichnet  wer- 
den soilj  wenn  die  Versicherungssumme  1  ist,  durch 

Zerlegt  man  iMin  die  Glieder  in  der  Klammer  nach  No.  4}^  5)  Vkü4  6) 
§.  82.  in  zwei  Reiben»  «0  entsteht  aus  der  v<Hnsteben4«n  GUicbipng; 
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deoD  beide  Reiheo  in  No.  2)  liezeichnen  nach  {.  79.  No.  2)  aaf- 
hurende  Leibrenten.    Man  ist  nach  No.  5)  (.  79.: 

Werden  diese  Werthe  in  2)  eingefiibrt>  so  erhält  man : 

3) 

und  hieraus  nach  den  nSthigen  Reductionen; 

-.      ^              1— 0,0/1.  L«     ila4.»-i  .Xg-Hi-i  —  i<H-« '  ^g-f« 
4)     £•,.!,.=       ^^5 ^«.I^Op«* 

oder 

KS        X»  __  100— pLg       Ag\M^\ .  Lm^^l  —  Jo-f.« .  La^ 

5)       ^a.1,1.-     iQQ^^  AahOp^ 

Hiedurch  ist  auch  die  Werthbestimmung  von  kurzen  Versiche- 
rungen auf  den  Werth  der  lebenslänglichen  Leibrenten  surückge- 
führt.  Umfasst  die  Zeitdauer  für  eine  kurze  Versicherung  nur 
wenige  Jahre  (etwa  6  oder  weniger),  so  %i^ird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die  Gleichung  No.  I)  benutzt  und 
die  Werthe  ftir  die  M  aus  den  Tafeln  bestimmt  und  einführt. 
Diese  bleiben  nämlich  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich,  oder  diffe- 
rlren  nur  wenig,  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gewöhnlichen 
Zinstafeln  benutzen  kann. 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kaufsumme  einer  VersicheruDg 
f&r  eine  30jährige  Person  nach  Finlaison  bei  3  Procent  berech- 
net werden,  die  20  Jahre  düiuert,  so  erhält  man  aus  Ne.5): 
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6) 

A»o*i,io—        i(g  ^,0.1,03«» 

_  100— 3. 19.0473525      670.14,1392877  —  561 .13,7971049 
—  103  732.1,03» 

=  0,41609652-^2  ,Q3i5 

=0,41609662-0,1917929=0,2243036; 
flir  eine  Tersichening  von  100  mOssen  daher  38,430  erleg;!  werden. 

Sollte  aber  die  Versieberang  nnr  5  Jahre  danern,  so  ergibe 
sich  aas  No.  1): 

_l/9  9  9  9  9    \ 

_  9     1- 1,03-»  _  9.4,8707072 
—^ PS~    "~        732 

=0.05630787 

nnd  man  hStte  fOr  eine  SjXbrige  Versicfaernng  von  100  nnr  5,630.... 
an  erlegen. 

Fflr  eine  Versicherung,  die  vom  30sten  bis  aam  90sten  Jahre 
dauert,  ist  die  Kaufeumme: 

p  100 — 3.I«go     J^.Lff — A^.LfQ 

n^iMiMKQ     17.1y«9201l6-ll,12909466 
=0,41609652 732.J,o3«> 

=0,41609652-^^^=0,4160952-0,002380447 


=0^41371606. 


$.84. 


Werthbestimmung  einer  Versicherung,  welche  wie  ge« 
wShnlich  ausgezahlt  wird,  wenn  die  versicherte  Person 
innerhalb  n  Jahren  stirbt  und  spStestens  am  Schlüsse 
des  Uten  Jahres  ausgezahlt  wird,  wenn  die  versicherte 
Person  den  festgesetzten  Zeitraum  fiherlebt. 

Da  die  Versiebenmgsbanken  aaeh  VemicbernDgeo  auf  eine  be* 
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schränkte  Zeit  io  der  Weise  zuiüssen»  dass  die  Versichemoga- 
samme  jedenfalls  ausgezahlt  wird,  und  zwar  innerhalb  derselben, 
wenn  der  Versicherte  stirbt«  oder  am  ScMuss  derselben,  wenn  er 
die  festgesetzte  Zeit  überlebt,  so  liegt  die  Aufgabe  vor»  die 
Grösse  der  Einkauf^summe  fd'r  eine'  solche  Versicherung  zu  be- 
stimmen. F^  die  Dauer  dieser  Art  von  Versicherungen  ist  ge- 
wöhnlich ein  Minimum  (bei  der  Gothaer  Bank  11  Jahre)  bedingt. 

Erste  Methode.  Nimmt  man  an»  dass  eine  Anzahl  i^äh- 
riger  Personen  {Aa)  ibr  Leben  auf  die  genannte  Art  zu  versichern 
wünsche«,  so  i«t-das  Bediirfniss,  welches  die  Gesellschaflskasse 
inqerhalb  n  Jahren  bei  der  Versicherungssumme  1  wegen  der 
eintretenden  Todesflllle  zu  decken  hat: 

Ausserdem  hat  di^  Gasse  noch  am  Schlüsse  des  nten  Jahres  an 
sämmtliche  Personen,  welche  am  Ende  des  nten  Jahres  noch 
leben  (Aa^n)  gleichfalls  die  Versicherungssumme  auszuzahlen. 
Zählt  man  daher  zu  der  Reihe  No.  I)  noch  das  Glied  Aa^n  und 
rabattirt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  ZSnsfuss  p,  so  ergibt  sich 
der  von  den  Am  theilnehmeqden  Personen  zu  deckende  gegenwär- 
tige Werth  des  Cassenbedurfnisses  durch   folgende  Darstellupg: 

Nennt  man  nun  die  Einkau fssurome,  welche  jeder  Theilnehmer 
sogleich  einzulegen  hat«  Ea^n,  so  zahlen  sämmtliche  TbeUpebmer 
die  Summe  Ea,n*Aa>  Diese  Summe  muss  dem  Werthe  In  No.  2) 
gleichkommen«  Hiernach  bestimmt  sich  die  GrOsse  der  einmali- 
gen Einkaufssnmme  durch : 

Lost  man  nun  die  Reihe  in  der  Klammer  nach  Ne*  1)  und  No.  2) 
$.  83.  auf,  so  ergibt  sich  folgende  Darstellung : 

oder  ) 

^-''*  -  1:0^  +  ^a.  1,0p  VT^P  "*^  llP '*"••••  ^ 

"  As\lfip^lfi^^"hOpn-^J 
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Nun  ist  nach  No.  5)  §.  79-:    ,  / 

Durch  Einfilhrnng  dies««- Werthe»  in  No»  4)  entsteht: 

-       iTOp      '*■         ^«.l,Qp^      ^ 
oder 

^  .  100+/? 

Bit  der  AntvemHiilg  geit^hrt  ibaM  db  eine, .  bald  die  «ndere 
▼OD  deo  in  No.  3),  6)  und  6)  gegebenen  Formeln  beaondem  Vortheli. 

Zweite  Methode.  Zu  demselben  Resultate  gekingt  man 
auf  folgende  Weisel  Will' eine  *ojfihrige  Person  unter  den  ge- 
nannten Bedingungen  eine  auf  n  Jahre  dauernde  Versicherung 
kaufen,  so  können  folgende  Fälle  eintreten:  die  ajShrige  Person 
stirbt  Im  Laufe  des  Isten»  2ten,  ^ten , . . . .  nten  Jahres  oder  sie 
lebt  noch  am  l^chlusse  des  letzten.  Die  Wahrscheinlichkeiten  für 
das  Eintreffen  der  angedeuteten  Ereignisse  sind  der  Reihe  nach: 

Mg  ilf«H-l  Mg^^  I^a^-'X  AgJ^-n 

Aa   *        Aa'  Aa  Ag  '  Ag 

Einer. dies^  Fäll^  moss.. eintreten.  In  jedem  decsel^eQ  wird  die 
Versicl^ungssuinme.  1  ausgezaUt.;  Werden,  nun  diese  Glieder 
d«r  JZpeit  entsprechend  bei;  dem  ;  Zinsfuss  p  rabatfirt»  so  isM^r- 
Werth  der  sofort  su  «ahlesden  Kaufsumme: 

r*     JC        _   1    /JUg         IVIg^l       J^afg  ^a+n-l   ,   Ag^n\ 

Diese  Reihe  Kilt  mit  No.  3}  zui/atbmen. 
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Nach  diMen  6leichang«n  ciod  die  Werthe  dar  eie— ligca 
Einkaafssmnniefi  fOr  Versicheniogeii  in  Gesellschaften,  yob  wi- 
chen jene  am  Schlüsse  eines  bestimmten  Jahres,  (von  der  Gotheer 
Bank  am  Schiasse  des  90sten)  ausgezahlt  werden »  va  berechnen. 

So  ist  die  einmalige  Kanfsnmme  für  eine  Versichemngssamme 
1  fBr  einen  SOjXhrigen  Mann,  die  spätestens  am  Schlüsse  des 
90sten  Jahres  gezahlt  wird^  nach  No.  6>: 


^•0.60-         103     -+  ^,o.l,ü3«> 
=0,410096524 


so* 
0,03.17.1,43920115 


732.1,03« 

=  0,41609652  +  ^^^^J^^-— =0,4160965 

=  0,4162667. 

Hiernach  hat  ein  30jähriger  Mann  IlSr  eine  Versicherang  von 
100  bei  lebenslänglicher  Dauer  nach  Finlaison  ($.82.): 

100.  jE^o  =  41,609652, 

wenn  sie  spätestens  im  OOsfen  Jahre  ausgezahlt  wird: 

100.  £,0^0  =  41,62667, 

ond  wenn  sie  nur  vom  SOsten  bis  9Qsten  Jahre  danert  ($.  S3) : 

100.£,o;uoo=41,371608 

zu  zahlen.    Diese  Werthe  differlren  sehr  unbedeutend. 


$.  85. 

Werthbestimmung  jährlicher   Beiträge    (Prämien)    für 
lebenslängliche  Versicherungen. 

Die  einmaligen  Einkanfssammen,  welche  znr  Erwerbung  einer 
nur  einigermaassen  bedeutenderen  Versicherungssumme  erfordert 
werden,  sind,  wie  man  sieht,  und  namentlich  im  Falle  des  Ein- 
tritts in  einem  vorgerOckteren  Lebensalter,  nicht  ohne  Belang,  und 
•  wfirden  aus  diesem  Grunde  Personen,  welche  nicht  Ober  die  nothi- 
gen  Mittel  hiezu  verf&gen,  dagegen  jährlich  kleinere  Ersparnisse 
machen  können,  von  dem  Eintritt  in  die  Geselisebaft  abhalten. 

Um  nun  die  Theilnahme  zu  erleichtem,  haben  die  Banken  die 
sachgemässe  Einrichtung  getroffen,  gleiche  jährliche,  am  Anfange 
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de«  Jftbres  zu  zahl^Dde  Beiträge  etatt  eintnatiger  Bhilageo'  an  g^ 
statten* 

Soll  nun  das  Bedfirfoiss  der  Caese  durch  jfihrliche  gleiche 
ßeitrSge  statt  der  Auszahlung  einer  einmaligen  Einkanfssumme 
gedeckt  werden,  und  bezeichnet  man  die  Grösse  dieser  Beiträge 
für  eine  ajShrige  Person  durch  Ba»  so  hat  jede  von  den  am  An- 
fange des  aten  Jahres  lebenden  Personen  (Ja)  diesen  Beitrag, 
eben  so  die  am  Anfange  des  (a-|-l)ten  lebenden  {Aa^i)^  die  am 
Anfange  des  (a  -|-  2)ten  Jahres  Lebenden  (J»ft)  den  gleichen 
Beitrag  zu  zahlen  u.  s.  f.  Die  Gesellschaftscasse  erhält  daher  zu 
Anfang  der  nachfolgenden  Jahre  folgende  Summen: 

I)    '  Ba^Aa,     Ba'Aa^i,     Ba,Aa-{-^9  •-->  Ba»Aa^u» 

Werden  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zins- 
fuss  p  rabattirt^  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  in  die  Ge- 
sellschaftscasse fliessenden  Summen: 

Dieser  Werth  kommt  dem  in  §.  82.  No.  1)  angegebenen ,  welcher 
das  Bedfirfniss  der  Casse  bezeichnet ,  gleich ,  wenn  dort  K  =  l 
gesetzt  wird.  Er  ist  von  den  Ao  jetzt  lebenden  Personen  zu 
decken.  Daher  hat  jede  Person  den  sie  treffenden  Antheil  hier- 
von zu  tragen,  der  aich  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

3) 

«='»-('+i(n^+^+^+-^.))=*«+^-). 

nach  $.  78.  No.  4).  Diese  Summe  fällt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
maligen Einkaufspreise  ffir  eine  lebenslängliche  Versicherung  £a 
§.  82.  No.  4) — 7)  (flir  Ül  =  1)  zusammen,  denn  die  einmalige  Ein- 
kaufssumroe  soll  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  ersetzt  werden. 
Daher  ist: 

4)  Ea  =  Ba(l  +  Lg). 

Hieraus  bestimmt  sich  nun  der  jährliche  Beitrag  fi!r  eine  lebens- 
längliche Versicherungssumme  l  durch: 

oder  wenn  der  Wertb  aus  No.  7)  §.  82.  fflr  Ea  gesetzt  wird : 
"'  ^•- (100+p) (l+La)  "  1.0;)(1  +  La) 

Theil  XXXVIII.  19 
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HiernftcK  ist  der  jttbrKebe  Beitrag  eines  30flt^rlgen  Mannes  Afr 
eine  lebenslfingliche  Versichernngssumroe  1  nach  EInlalson: 

^        100^3.19,047382  _  0,4160965      ^,,™^ 
^•0=103(1  +  19,047^  -  "2Ö;0473y  =  ^^^^ > 

für.  eine  Versich erungss um me  ven  100  rnüsste  daher  ein  jähr- 
licher Beitrag  von  2,075  gezahlt  w^rdeja.  Pie^  Banken  fordern 
höhere  Beiträge.  ,      .  / 

§.  86.       . 

Werthbestimmung    des   jährliehen    Beitrags   fflr    knrse 
Versicherungen. 

Soll  die  Versicherung  nur  eine  (geschränkte  Zahl  von  Jahren 
(n)  uu^assen^  so  bestimmt  sich  der  jährliche  Beitrag  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §.  85.,  und  man  hat  nur  n  Glieder  in  den  Reihen 
No.  1)— 3)  in  Caicul  zu  nehmen.  Bezeichnet  man  den  jährlichen 
Beitrag  in  Uebereinstiroroung  mit  dem  frdhern  durch  £»,1,%,  so 
ergibt  sich  aus  No.  3)  §.  85.  hiefiir : 

1) 

nach  No.  5)  §.  79. 

^  Dieser  Werth  fällt  mit'  dem  einer  einmaligen  Einkaufssumine 
für  eine  kurze  Versicherung  £a;i,n  nach  §.  83.  No.  I)  und  2),  der 
in  jährliche  Beiträge  umgewandelt  werden  soll ,  zusammen.  Es 
ist  daher: 

2)  £«;i,«  =  .>ßa;.i,fi(l+i'aii,«~i), 

also: 

-j.  »  .    Ea;l,n       _  Ea;l,r 

3)  ßa;l, 


*  +  *• %.1.0p'-^ 

Wird  nun  der  Werth  aus  No.  4)  oder  5)  §.83.  fflr  £'o.i,.  eingefährt. 
80  entsteht: 

100 — pLa ^o+n-l  •  Ln\m-l  —  Am^^.Lg^ 

,x       »  _    iOO+p  AaA.Qp^ 

4)    Ba;  1.» -         —    A-t.„-i.x.+;:=i 
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Ist  die  Zahl  der  Jahre  fSr  eine  Icarse  Versicheraog'  nicht  gross, 
80  kann  man  mit  Vortheil  die  urspruni^licben  Reihen,  woraus  die 
vorstehenden  Formeln  abgeieitejt  wurden,  statt  letzterer  setzen. 
Dann  ist:  ,. 

5) 

Soll  hiernach  för  einen  SOjSbrigen  Mann  der  Werth  einer  Ver- 
sicherung aof  5  Jahre  nach  Finlaison  befitimmt  werden,  so  ist 

ans  No.  3)  und  aus  No.  7)  §.  S^i. : 

Äwii..-,^2.,o;i.4~    4,60481    -0.0»2228. 

und  aus  No.  5) :  ' 

_  9.1.03->  +  9.1.03-»  +  9.1,O3-»+9.!.03-*  +  9.1.03-» 

*»'»'*~732  + 723. 1,03-» +  714. l,O3-«+705.l.p3-»+696.1,O3-* 
41,217364 
=  3370,^26  ^^'•ö*^^**- 

Für  die  Versicherungssumme  von  100  bei  9jlhriger  Dauer  ist  da- 
her jährlich  1^2228  statt  der  einmaligen  Kaufsumme  5,630  zu  zah- 
len.    In  der  Gotbaer  Bank  beträgt  dieser  Beitrag  1,45. 


§.  87. 

Werthbestimmung    des    jährlichen    Beitrags    für    eine 

Versicherung  von  beschränkter  Dauer  (auf  n  Jahre), 

wenn  die  Versicherungssumme  spätestens  am  Schlüsse 

des  nten  Jahres  ausgezahlt  wird. 

Wie  in  (J.  86.  wird  auch  her  dieser  Art  von  Versicherungen 
der  Beitrag  nur  während  n  Jahre  erhoben.  Nennt  man  den  jähr- 
lichen Beitrag  i^a,«,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher 
Beiträge  fdr  einen  Theilnehmer  nach  No.  1)  §.  86. : 

Dieser  Werth   fällt  mit  der  in  §.  84.  ermittelten  einmaligen  Ein- 
kaufssumme  Ea,  n  zusammen.    Es  ist  daher : 

2) 

£a,ii  =  Äo.ii(l  +  I'a;l,ii-l)=Äa,iif  1  +  Lo ''a'^I  Q««-"       )  * 

19* 
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also 

und  hieraus,  wenn  der  Werth  fQr  Ea,n  aus  §.84.  eingeführt  wird: 
100  — ■  pLa        Oftp .  Ag^^l .  Lg^^ 

4)  Äa,«  =    JOO  +  y    "^  JaAfip- 


*  +  ^- /l..l.Op-i 


oder 


I00-p('x.-%^^fet2=i) 
6)  Ä...= lA ^.LOp--!    ; 

(100  +  p)(l  +  £.-^ä-^) 

Die  beiden  Formeln  in  4)  und  5)  eignen  sich  zur  bequemen 
Berechnung.  Die  zweite  hat  den  Vortheil  vor  der  ersten,  dass 
zwei  gleiche  Glieder  im  Zähler  und  Nenner  vorkommen  and  da- 
her nur  eine  Rechnung  erfordern. 

Nach  diesen  Gleichungen  sind  die  BeitrSge  (PrSmien)  derje- 
nigen Gesellschaften  zu  berechnen,  welche  ihre  Mitglieder  von 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zahlung  derselben  befreien 
und  spätestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versicherungssumme 
auszahlen.  För  die  Gothaer  Bank  findet  diess  im  OOsten  Jahre 
statt.    Daher  findet  folgende  Formel  ihre  Anwendung: 

100--pL^    -   0>0p.^89.X80 

6)  &,n==  ^^+p  ^  A.iyzi, 


oder: 


7)  ßa,n 


1  j.  r  —      ^w^ 


Hierin  bleibt  A^^.L^^  unverändert  für  jedes  a.     Für  die  8terb* 
lichkeitstafel  von  Finlaison  ist: 

Jj^.ij^  =  17. 1,4320115  =  24,46641955. 

Hiernach  ist  der  jährliche  Beitrag  ffir  eine  Versicherung  vom  Werthe 
1  für  einen  30jährigen  Mann : 
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_  100-3  (l9>0473628-^g^) 

103(1  +  19.0473628-^5^^) 

_  100-3(19,0473628— a006843388) 
~   103(20,0473628-0,006843398)   ' 

_  100-67,1246282_    42.8764718    _0,41626671    ^..»„^^ 

^*~'~- 103.20.0415096  ~l(Ö.20,0416Ö96~äÖ,d416096  ="•'"''"**• 

Es  ist  also  fSr  eine  Veraicheraogssumme  von  lOD  statt  einer 
einmaligen  Einlage  von  41,62667  ein  jfibriicher  Bdtrag  von  %0771 
zu  zablen.  Die  j&hrliche  Primie  der  Gotbaer  Bank  betrigt  2,033...., 
die  der  Lfibecker  2,36,  die  der  Wiener  2.3833.... 

'      Dmfasst  n  keinen  grossen  Zeitraum,  so  kann  man  auch  fol- 
gende Formel  benutzen : 

Mg  if>fl         Jf«4-«  Jfa+«-S  ,  ^i»f||-l 

die  sich  aas  der  VerbinduDg  von  No.  2)  $•  84.  und  den  n  ersten 
Gliedern  in  No.  2)  $.  86.  ergibt,  wenn  man  beachtet,  dassl 

ist 

Da  hieven  später  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 
mag,  um  sichere  Zahlen  zu  erhalten,  hiernach  der  jährliche  Bei* 
trag  für  einen  80jährigen  Mann  nach  der  Tafel  von  Northampton 
bestimmt  werden,  wenn  die  Versicherung  spätestens  im  OOsten 
Jahre  ausgezahlt  wird.  Durch  Einführung  der  angezeigten  Werthe 
entsteht: 


^80>  10 

5,    S.S.    8,    443226 
iyi,03«^l,03»^l,03*"^l,03'*"*^l.03«^1.0y^l,03«'*"1.03»^1.03w 

~  iftj.iLx  30    .    -»    ,  '^    ,    16    .J2    .9.7.5     ' 
*"  +  1,Ö3 '  l,03»+1.03« '  l,te« '  J,03»+l,03i«'*TÖ^'*'Ii55*+p3* 

Es  ist: 
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5. 1,03-ia  4,8643690  40            =40 

5.1,03-»=:4.7129796  36. 1,03- »=33,9805830 

5. 1,03-» =4,575  7085  30.1,03-«=28,2778770 

5 . 1,03-4  _  4,442  4350  26 .1,03-»  -■=  22,878  5425 

4. 1.03-»= 3,4504352  20. 1,03-*= 17,7697400 

4.1.03-«=3,3499372  16. 1.03-»= 13,801 7408 

3.1,03-'=2,4392745  12. 1.03-«=  10,0498116 

2.1,03-»=  1,5788184  9.1,03-^=  7,3i78235 

2. 1,05-«= 1,5328334  7.1,05-«=  5,5258644 

5.1.03-">=3,720469S  5.1,03-»=  3.8320835 

34,6572602  183,4340663 
und  hieraus: 

m  B  34,6572602 

10)  ^so»io- 183,4340663  -  0.*ö89359. 

Das  nämliche  Resultat  ergibt  sich  auch  aas  der  Gleichung  No.  5). 
Für  eine  Versicherung  von  100  ist  daher  der  jährliche  ß'eitrag 
18,8935. 

Bei  dieser  Rechnung  habe  ich,  der  bequemern  Rechoang 
wegen«  die  Zahlen  der  Sterblichkeitstafel  von  Northampton  eot- 
nommen,  wenn  die  Zahl  der  Geborenen  auf  1000  reducirt  wird. 
(8.  Baily,  Theorie  der  Leibrenten,  pag. 298. u. fT.) 


§.  88. 

Bestimmung  des   VVerthes  einer  Zusatzprämie. 

Die  Gesellschaften  gestatten ,  dass  der  Besitzer  einer  iebens- 
änglicben  Versieherang  nach  §.  84.  sein  Leben  auf  eine  be- 
schränkte Zeit  versichere,  so  dass  die  von  ihm  versicherte  Sorome 
spätestens  am  Schlosse  des  festgesetsten  Zeitraums  ausgezahlt 
wird.  Will  nun  Jemand  eine  lebenslängliche  Versicherung  unter 
den  in  §.  84.  angegebenen  Bedingungen  in  eine  solche  nrnwandelD, 
die  nur  n  Jahre  dauert,  8o  ist  klar,  dass  in  Folge  dieser  Dm- 
Wandlung  jährlich  ein  grosserer  Beitrag  (Zusatz  -  Prämie,  genannt) 
gezahlt  werden  muss.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  bestimmt 
sich  nach  den  bisherigen  Mittheilungen  sehr  leicht. 

Versichert  Jemand  auf  diese  Art  sein  Leben  auf  n  Jahre,  ($o 
hat  er  nach  No.  4)  od^r  5)  §.  87.  n  Jahre  lang  jährlich  Ba,n  za 
zahlen.  Er  bezahlt  bis  jetzt  für  eine  lebenslängliche  Versiche- 
rung jährlich  Ba  nach  §.  85.  No.  5)  oder  6),   oder  richtiger  Bujm-^ 


Digitized  by 


Google 


der  fiQUtt$chen  ArUkmeUk.  291 

nach  §.87.,  wenn  n  die  Zeit  ausdrückt,  wo  der  jährliche  Beitrag 
aufhört.  \  Er  bat  daher  n  Jahre  lang  ausser  der  gewöhnlichen 
Prämie  den  Ueberschuas  beider  jährlich  zu  zahlen.  Nennt  man 
nun  die  Zusatz -»Prämie  fiir  eine  ajährige  Person  auf  eine  Dauer 
von  n  Jahren  Z«,«,  so  erhält  man  folgende  Bestimmung  : 

oder 

2)  Za,  n  =  Ba,  n — Bay  «— a- 

Werden  die  entsprechenden  Werthe  aus  §.  87.  uiid  §.  86.  ein- 
g^f&hrt,  so  erhält  iban  ans  No.  1)  und  2): 

3) 
rinn  ■  n^(\  i  J       ^-^-^^^^^^^  ~  (ltIO+p)(l  +  l^a)' 


4)  Za,«  = 


Pur  die  Bestimmungen  der  Gothaer  Bank  hat  man  tt=:^  in'No.  4} 
zu  setzen. 

Will  ein  3(ljäbrjger  Mann  eine  Versicherung  kaufen,  die  spä- 
testens am  Ende  des  60sten  Jahres  ausgezahlt  wird^  so  ist  der 
Werth  der  Zusatz -Prämie  nach  Finlaison  für  a  =  30,  n=30, 
M  =  90  nach  No.  4): 

5)  ... 

Der  Werth  des  zweiten  negativen  Gliedes  ist  naqh  No.  7)  und 
No..8)§.87. :  0^02077126.  Der  des  ersten  ist,  wenn  die  ange^ 
zeigten  Werth^  eingefubri  werden: 
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*S0>  80  — 


l(B(.  +  ,,,04735i«-«^^^r) 


_  100—3(19,0473528  ~  2,86167034)  100-48,SS7029S__0,49fli4663l 
""     103(20,0473528—2,86167634)   ""  103.18,1856765  ""18,1856764 

=  0,02746482. 

Die  Zusatz -Prämie  ist  bieroach  aus  No.  5): 

6)  Zso,so  =  0,02746482— 0,02077126=0,00660364. 

Für  eine  30jährige  Versicbernng  von  100  Ist  daher  von  eioem 
30jährigen  Mann  jährlich  0,66935,  oder  in  Thalern  ausgedrflckt 
20  Sgr.  1  Pf.  zu  zahlen.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  ist  von 
der  Gothaer  Bank  in  diesem  Falle  zu  25  Sgr-  7  Pf.  bestimmt 
Die  einmalige  EInkaufssumroe  im  fraglichen  Falle  ist  49,94663 
und  der  dieser  Summe  entsprechende  30jäbrige  Beitrag  2,74648. 

§.  89. 

Werthhestimmung   der   einmaligen    Kaufsummen    oder 
jährlichen    Beiträge    ffir    Leibrenten    und    Lebensver- 
sicherungen mit  Rücksicht  auf  Verwaltungskosten. 

Die  Frage,  in  welchem  Verbältnisse  die  Verwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  zu  dem  von  ihr  verwalteten  Vermögen  stehen, 
kann  nicht  wohl  zum  Voraus  festgestellt  werden.  Die  von  den 
betreffenden  Geselkchaften  gemachten  oder  zu  machenden  Erfab* 
rungen  kennen  allein  die  Vorbedingungen  zu  Beantwortung  dieser 
Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft ohne  Rücksicht  darauf  ausgeführt  werden  müssen,  ob 
eine  grossere  oder  kleinere  Summe  Geldes  ihrer  Verwaltung  an- 
vertraut Ist  Im  Allgemeinen  wird  aber  wohl  die  Voraussetzung 
nicht  unrichtig  sein,  dass  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  bei  gleicher  Sparsamkeit  und  Sorglichkeit, 
theuerer  verwaltet .  als  wenn  ihr  grossere  Summen  anvertraut  sind ; 
gerade  weil  in  beiden  Fällen  dieselben  Geschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennoch  wird  es  zulässig  sein,  die  Verwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  in  einem  Procentsatze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Summen  auszudrucken.  Nur  die  Grosse  die- 
ses Procentsatzes  wird  ein  Ergebniss  der  Erfahrung  sein. 

Diese  Bemerkungen  finden  ihre  Bestätigung  durch  die  folgernde 
Tabelle  über  Einnahme  und  Verwaltungs- Aufwand  der  Gothaer 
Lebensversichernngs-Bank,  in  deren  Besitz  ich  durch  die  Geßil- 
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ligkeit  d«8  VerwiiitiiBgsrallies  der  badiacben  allgemeiDeD  Versor- 
gung«* ABstalt  eret  kam,  als  das  Gesagte  läogst  niedergesobrie- 
ben  war  9  und  die  leli  deswegen  naebtrfiglich  mittb^ile.  Es  zeigt 
sich  hieraus  d«allich,  dass  sich  der  Verwaltungs- Aufwand  mit 
dem  Wachsen  der  Einnahmen  wahrscheinlich  innerhalb  bestimm- 
ter Grenae  vermindert. 


Jährlicher 

Verwal- 

Betrag  der 

Jahr. 

Jahres - 

Terwal- 

tongi -Auf- 

Dividende 

Kinnahme. 

tungs- Auf- 

wand in 

in 

wand. 

Procenten. 

Proocntep. 

1829 

116061 

8418 

7,2531 

1830 

144584 

11843 

8,1913 

1831 

223484 

13835 

6,0564 

1832 

276396 

18293 

6,6338 

1833 

331745 

25567 

7,7069 

1834 

378821 

23288 

6,1475 

22 

1835 

429153 

27622 

6,4364 

17 

1836 

488691 

29954 

6,1294 

21 

1837 

544884 

31291 

5,7427 

22 

1838 

601452 

35102 

5,8362 

23 

1839 

661081 

36410 

5,5001 

23 

1840 

702919 

38079 

5,4173 

18 

1841 

750434 

39705 

5,2909 

20 

1842 

795495 

41563 

5,2251 

:2o 

1843 

835157 

40843 

4,8905 

25 

1844 

881393 

42756 

4,8509 

25 

1845 

929396 

42780 

4,6030 

24 

1846 

974876 

44983 

4,6142« 

25 

1847 

1033177 

46231 

4,4749 

25 

1848 

1063463 

45212 

4,2498 

26 

1849 

1108589 

47235 

4,2609 

,  26 

.  1850 

1139238 

47444 

4,1646 

28 

1851 

1203144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1263507 

50579 

4,0031 

23 

1853 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

54714 

3,8771 

30 

1856 

1468448 

60154 

4,0964 

33 

Summe 

22432031 

1058539 

147,6327 

553 

Mittel 

801144 

37805 

5,27259 

24,043 
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'  Passt  man  die  Ausgaben^  welche  eine  Geseikdiaft  «ir  DnrdH 
falu^uii^  ihrer  VerwaJhing  und  ihre«  Bestehens  nOthig  hat,  in 
dvesem  Sinne  auf,  so  werden  ihre  Ausgaben  einerseits  in  Au* 
sahlang  der  an  ihre  Mitglieder  abzugebenden  Summen  und  ande- 
rerseits in :  den  Kosten  bestehen,  wekhe  sie  zur  V^ervraltung  des 
ihr  anvertrauten  Vermögens  bedarf.  Diese  Ausgaben  mfissen  von 
ihren  Mitgliedern  durch  Einzahlung  einmaliger  Summen  oder  jähr- 
licher Beiträge  erhoben  werden,  wenn  zwischen  Einnahmen  and 
Ausgaben  der  Gesellschaft  Gleichgewicht  bestehen  soll. 

Bisher  wurde  bei  Wertb bestimmun g  der  Einkaufssummen  und 
Prämien  auf  die  Verwaltuogsko^ten  keine  Rucksicht  genommen. 
Geschieht  diess  und  drückt  man  die  Grosse  der  Verwaltungs- 
kosten dprch  einen  Procentsatz  des  von  der  Gesellschaft  zu  ver- 
waltenden Vermögens  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ihr  zufliessen- 
den  Einnahmen  aus,  so  kann  man  hiebei  folgende  Methoden  dem 
Calcnl  zu  Grunde  legen. 

Erste  Methode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einkaafs- 
summe  oder  jährlichen  Prämie  ohne  Rücksicht  auf  Verwaltaiigs- 
kosten  festgestellt,  so  ergibt  sich  derselbe  mit  Rücksicht  aaf 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  Werth  um  den  ange- 
nommenen Procentsatz  q  erhöht,  also  niit  1,0^  muitiplicirt,  deon 
die  einlaufenden  Kaofsummen  und  Prämien  bilden  das  zu  verwal- 
tende Vermögen  der  Gesellschaft. 

Deutet  man  die  hiedurch  bedingte  Wertbäodening  dadurch 
an,  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  eioeo 
Strich  beisetzt,  so  ergibt  sich  aus  den  in  §§.  78. — 88.  aufgefunde- 
nen Gleichungen  zur  Werthbestimmung  der  Leibrenten  und  Ver- 
sicherungen Folgendes,  und  zwar  aus  §.  78«  und  §.81.: 

1)  LJ  =  \fiq,La, 

2)  Lab'  =  \,QqLok. 

Dasselbe  gilt  von  aufhörenden,  aufgeschobenen   und  temporären 
Leibrenten,  §.  79. 

Aus  §.  82.  und  §.  85.  ergibt  sich  zur  Werthbestimmung  einer 
einmaligen  Einkaufssunmie  oder  jährlichen  Prämie  mit  Rucksicht 
auf  Verwaltungskosten : 

3)  £a'  =  l,0,r.£.=  \fi^}^Sh, 

AS  »in        ^        in  m-pLa 

4)       ßa  =  i.o»-nirE;=  ''"*(iöö+p)(i+x;)- 
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Auf  gleiche  Weise  ergeben  sieb  aus  den  §§.  83. ,  84. ,  86.  >  87.  und 
88.  die  fraglichen  Werthe  für  kurze  und  beschränkte  Versicherun- 
gen und  Znsatzpräroien. 

Zweite  Methode.  Erhebt  eine  Gesellschaft  die  einmalige 
Kaüfsumme  mit  Rücksicht  auf  Verwaltungskosten  für  eine  lebens- 
läßglicbe  Versieberung.  (£a')  von  einer  ajährigen  Person^  .so  be- 
tragen ihre  Einnahmen  im.  Ganzen: 

5)  S^Ea'Aa-      • 

Die  Au8f2;aben  bestehen  theils  in  den  an  die  Tbellnehnier  auszu- 
zahlenden Versicherungen,  deren  gegenwärtiger  Werth 

ist,  theils  in  g  Procent  bestehenden  Verwaltungskosten: 

7)  W=Ea'.Aa.Ofiq. 

Aus  No.  5) — 7)  folgt  die  Gleichung 

oder 

E..(l-0^,=  i;(^4^+....^.). 

und  hieraus  in  Rücksicht  auf  No.  5)  und  No.  7)  §.  82. : 

0;  iSra  -  ,  _^^  —  (!00  +  p)(l  -0,0?)' 

Eben  so  bestimmt  sich  die  Grosse  •  des  jährlichen '  Beitrags  (Ba) 
mit  Rücksicht  auf  Verwaltungskosten  nach  §.  85. : 

o>  g.-         ^- m-pLa 

^    ^«  "(l+Xa)(l-0,07)-(100+p)(l-0,07)(l  +  La) 

Auf  gleiche  Welse  ergeben  sich  die  Werthe  der  einmaligen 
Einkaufssummen  und  Prämien  für  kurze  und  beschränkte  Ver- 
Sicherungen  ans  §§.  83.  und  84.,  §§.  86.  und  87.;  für  Zusatzprä- 
mien  §.  88.;  f^r  Leibrenten  §§.  78  ,  79.  und  81.,  wenn  man  die  dort 
aufgestellten  Gleichungen  mit  (1  —0,0^)  theilt. 

Die  hier  angegebenen  Werthbestimmungen  gehen  von  der 
Voraussetzung  aus,  djass  die  Verwaltungskosten  zu  Anfang  der 
Jahre  fiillig  sind. 
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$.  90. 

Fortsetzaog. 

Dritte  Methode.  Geht  man  aber  von  der  Voraassetzang 
aus,  dasa  die  Verwaltuogskosteo  am  Ende  des  Jahres  fällig  sind, 
so  fOhrt  dieselbe  Schlnssreihe  zum  Ziele.  Die  Eioeahmen  der 
Gesellschaft  bestehen  wie  Torher  mit  Rficksicht  auf  Verwaltongs- 
kosten  in  der  Summe: 

Die  Ausgaben  der  Gesellschaft  begreifen  dann  in  sich  die  auszu- 
zahlenden Versicherungen  im  gegenivärtigen  Werth: 

ferner  die  am  Ende  des  Jahres  falligen  Verwaltungskosten,  deren 
gegenwärtiger  Werth 

ist.     Aus  No.  1)— 3)  folgt  die  Gleichung: 

oder: 

_,      E.'.0,Oy_  1  /Jf.    .  M^t  .        _»tt.\ 

und  bieraas  nach  No.  5)  $.  82. : 

also: 

nx  p/        E-ifip     _Ea(lOO+p) 

^'  *"  =  1,0^-0^  -  IOO+p-9 

Wird  der  Werth  ffir  £.  aus  No.  7)  $.  82.  eingef&hrt,  so  ergibt  sich: 

«,  V  ,      iOO--pL.  _  l-OfipL. 

*>  ^'  =m+p-q  -  ijbp-6,0q' 

Der  jährliche  Beitri^i;  bestimmt  sich  auf  gleiche  Weise  mit  Rfldc- 
sieht  auf  V«rwaltnogsko8ten  ans  $.  86. : 
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7) 

*• -l +  £,"=  (lOO+p— y)  (1+L.)- (lOO+p-9)  (I +i„)- 

Eben  so  ei^ibt  sieb  für  beschränkte  Versichernng  die  einmalige 
Einkaufssumme  aus  §.84.; 

^'  *^"'--  m  +  p-g 

Der  jährliche  Beitrag  wird  dann  aus  §.  87. : 

no-,(t.--'X7j^) 


»)    «■«.= 


a«o+,-,)(n.x.-^^^4j^') 


In.  gleicher  Weise  findet  man  die  fraglieben  Werthe  für  kurze 
Versicherungen,  Zusatz- Prämien  und  Leibrenten ,  wenn  man  die 
bief&r  aufgestellten  Gleichungen  mit 

lfip—0,Oq  _  100 -»p—y 
hOp       ""     100 +  p 

dlvldirt. 

Sind  die  einmaligen  Kaufsuromen  oder  jährlichen  Beiträge  schon 
bekannt,  so  wird  die  Berechnung  der  entsprechenden  Werthe  mit 
Rficksicht  auf  Verwaltungskosten  sehr  leicht,  denn  es  kommen 
dann  folgende  Formeln  in  Anwendung: 

10)    £«'  =  1,09.1?«,  13)    Ä«'=l,Ov.Ä«, 

12)    £a-jo(,^^_^,  15)     ^«  -),oü  +  p  J^- 

Da  die  Entwickelung  der  gefundenen  Formeln  auf  verschiedenen 
Ansichten  beruht,  so  werden  sie  nicht  auf  gleiche  Resultate  Äh- 
ren.   Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass 

und  dass 

Ea{m+p) 

J7)  lW  +  p-9^^^'^' 
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ist,   wenn  9  >  f?»  und  dagegen 
^  £a(100  +  ;;) 

ist,  w«nn  }9>9  ist.     Die  Resultate  der  Formeln  werden  aber  nnr 
um  Weniges  differiren. 

Wendet  maA  diese  Gleichungen  auf  Bestimmung  des  jährli- 
chen Beitrags  eines  äO^fäbrigen  Mannes  bei  4  Procent  für  eine 
Versicherungssumme  von  100,  und  nimmt  die  Verwaltungskosten 
zu  dem  sehr  hohen  Procentsatze  von  10  an,  so  erhält  man  aas 
den  Gleichungen  Na.  13) —16)  die  Werthe: 

Ä8o'  =  l.lL8265  ^2,00805, 

Diese  Gleichungen  geben  auch  bei  dem  hohen  Procentsatz  nocb 
einen  niederem  Werth  als  der  jährliche  Beitrag  2,0433  bei  3  Pro- 
cent ohne  Verwaltungskosten  nach  Brune  besagt.  Der  jäbriicbe 
Beitrag  in  der  Gothaer  Bank  ist  nach  §.  87.  zu  2,633,  'in  der 
Lübecker  zu  2,36,  in  der  Wiener  zu  2,3833  normirt.  Dieser 
hebere  Beitrag  wird  allerdings  durch  spätere  Dividendenzablons 
wieder  ausgeglichen.  Es  fragt  sich  atier,  ob  bei  einer  schon 
consolidirten  Bank  nicht  die  Geschäfte  einfacher  würden,  wenn 
niedere  Prämien  gefordert  und  dadurch  der  Eintritt  erleichtert 
würde,  da  auf  dem  bezeichneten  Wege  das  Bestehen  der  Gesell- 
schaft in  keiner  Weise  geföhrdet  würde. 


§.  91. 

W  erthbestimmung    einer    Ueberlebens  •  Versicherung. 

Die  Versicheningsbanken  gestatten  auch  ausser  den  genann- 
ten Versicherungen  noch^  solche  auf  zwei  verbundene  Leben  nnfer 
der  Bedingung,  dass  die  versicherte  Summe  nur  dann  ausgezahlt 
wird,  wenn  von  den  beiden  fraglichen  Personen  die  zum  Voraus 
bezeichnete  (6jährige)  die  andere  (ojäbrige)  Person  überlebt. 
Man  nennt  diese  Art  von  Versicherung  „Ueberlebens- Ver- 
sicherung.*' Sie  werden  nur  auf  das  ganze  Leben  abgeschlofi- 
sen.  Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  versicherte  (6jäbrige) 
Person  vor  der  andern  (/ijährigen)  stirbt.     In  diesem  Falle  wird 
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keine  Vergjitdng  auggezahlt  und  di«  eingezahlteD  Prftmiefigelder 
sind  zum  Vortheil  der  Bank  verfallen.  Nur  die  noch  rückatändi» 
gen  Dividenden  werden  an  die  bc^ziigliche  Person  zurück  gezahlt. 

Da  die  Versicherungssumme,  die  hier  als  die  Einheit  ange- 
nommen wird,  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  die  ajShrige  Per- 
son von  der  6jährigen  überlebt  wird,  so  hängt  die  Auszahlung 
davon  ab,  dass  in  irgend  einem  Jahre  .  (dem  (r-t-])ten)  dieses 
Ereigniss  eintritt.     Es  sind  nun  folgende  Fälle  möglich: 

a)  Die  ajährige  Person  stirbt  während  desselben  und  die 
^jährige  lebt  noch  am  Schlüsse  desselben.  Die  Wahrscheinlich- 
keit biefiir  ist! 

b)  Beide  Personen,  die  a-  und  6jährige,  starben  i^i  Laufe 
dieses  Jahren,  die  ajährige  aber  vor  der  6jährigen«^  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  beide  Personen  gerade  im  Laufe  dieses  Jah- 
res sterben,  ist  im  Allgemeinen: 

^*-      Au.  Ab' 

und  In  diesem  Falle  kann  die  ajährige  zuerst,  die  6jäbrige  spä- 
ter sterben.  Eben  so  umgekehrt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Eintreffen  beider  Ereignisse  gleich  möglich  ist,  lasst  sich  das 
Eintreffen  des  hier  in  Frage  stehenden  Ereignisses  durch 

^*^:2.Aa.Ar  •        — 

bezeichnen.  Das  Eintreffen  des  einen  oder  andern  in  a)  und  b) 
genannten  Falls  bedingt  die  Auszahlung  der  Versicherungssumme 
am  Ende  des  genannten  Jahres.  Der .  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summe  ist  bei  dem  Zinsfuss  p: 

I)  Är+1  ^  Ag,AbAfipr^^  "*■  2.  Aa.Ab.\fip^^^  ' 

Jedes  dieser  Ereignisse  kann  in  jeden»  Jahre  eintreten;  setzt 
man  daher  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  3....  bis  zur 
Lebensgrene  statt  r,  so  erhält  man  zur  Wertbh^stimmung  •  der 
einmaligen  Einkaufssumme  Egb  für  eine  Ueberlebens- Versieberang 

^    _  l        /ültf .  Abj-X  ,  iHg-f  1 .  Ab^2  ,         Mg^w--l.Ab^u\ 

1  fMg.MbMg^X.Mb^X  Mg^^t-l .  Mb-\^u-l\ 

^2AgAb\  hOp    +       1,V   ^^'  1,QP"         / 
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Setit  man  nun  Ma^^^Am^-^A^^r^x,  M^r^^A^^^-^Ah^f^i 
uDd  siebt  von  dem  Divisor  Aa^Ah  ab,  so  ist: 

=  (Au^r  —  -^Ä+r+l)  -^H-»'+l  +  ü^^r  —  ^a+r+l)  (i<»+r—  -^H-*"+») 

Ftibrt  man  diese  Wertbe  in  No.  2)  ein,  indem  man  aiimälig 
0,  1»  2,....  statt  r  setzt,  so  erbält  man  eine  Darstellung,  die  vier 
Reiben  umfasst: 

3) 

tr     -      ^      /Ag.Ak        ,  Aa^i.Ahi-i .  Aa^i,Ah^^       J»f«.  J»f«\ 

^•*-2i<..AV  hOp      ^  1,0p«    '    1,0^«   +•"  i,(^p-+»  y 

^^AZA\    l,Qp       "^     1,0p«  ^"^     1.1^»     "•■••       1,(^«     / 

"^AaAhK   \fip     "•■    i,(]!p*    ^     i,Qp»    "*■••      1,V    / 

Diese  Reiben  lassen  sieb  auf  versebiedene  Weise  auf  Leibrenten 
von  zwei  zusammenlebenden  Personen  nacb  §.  81.  zuriiekffibren. 
Die  zweite  Reibe  iMIt  mit  einer  solchen  nacb  Mo.  l)  §.  81.  zusam- 
men. Die  erste  Reibe  ändert  sieb  auf  folgende  Weise  in  eine 
soicbe  um: 

2.1,(^1  ■*"  2. 1,0^.  4a.  M      l.QP  l'V  "      J'fl^'    / 


*   :(l  +  i.»). 


und  vereinigt  sieb  mit  der  zweiten  in  folgenden  Aasdmck: 

4)       271^^*  +^«*^  ■"*^'*^ 27^ ^'  +Lgk-\MpLuk) 
_1— 0,Qp.jLa» 
""       2.1,0^ 

Scheidet  man  das' Glied  Aa-Ah^^i  aus  der  dritten  Reihe  ans,  so 
entsteht: 

Ag.Ab^i     /|  ,         1        /Aa^i.Ab^2  .  2<a4.g.^»4.g  ,       ^^ 
2Aa.A^.TjS^V^  Aa.A^A      hOp      "•■      1,V       ^"'J/ 
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Die  vierte  Reihe  ftibrt  auf  folgenden  Aaedmck,  wenn  /l(a\-\.Ahs 
ausgeschieden  wird: 

Durch  Einfähriing  dieser  Werthe  geht  No.  3)  Cber  in : 

ß) 

£.»=21^  [(l-0,()p.I<a»+^(l  +lia(6  +  1)  -^(1+Z(H-I)*)]. 

Man  kann  aber  auch  die  dritte  Reihe  dadurch  umformen,    das« 
man  mit  Aan-x.Ah  multiplicirt  und  dividirt.    Dann  ist: 

Für  die  vierte  erhSit  man  durch  Multiplikation  und  Division  mit 


.i4a.AM«.A-iv  1,0p    ^     i,()p     ^"      1,0p»     y 


=  ^.2.(6.-1). 


Dorch  Einführung  von  No.  4)  und  der  eben  angegebenen  Werthe 
in  No.3)  entsteht: 

fi\      V      _1  — 0>Op«^a»   .   ^a-l    T  A       -^*-l    r    /A       l\ 

^)    ^«*  =  -  2.1,0p       +^j^.I^(«-J)^-2Ä"-^"^*^*^' 

Man  kann  noch  verschiedene  Combinationen  zur  Werthbestiro- 
roung  von  Eab  aufstellen.  Die  in  5)  und  6)  gegebenen  sind  jeden- 
falls sehr  praktisch. 

Ist  die  ajährige  Person  der  Versicherer  und  soll  der  jährliche 
Beitrag  aus  der  einmaligen  Kaufsumme  abgeleitet  werden,  so  er- 
gibt sich    derselbe  einfach  aus  der  Gleichung  No.  5)  §.  85  ,  und . 
es  ist : 

Eah 


Baz 


l+La 


=o;Qi^kr^^ 


Iheil  XXXVin.  20 
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Oder  man  kann  zu  dar  Werthbestlnimoog  ton  Bti  auch  den  Wertb 
aus  No.  6)  tta  Eah  einfahren. 

Soll  nan  amgekelirt  die  einmidige  Einkanraenmoie  oder  der 
j&brliche  Beitrag  bestimmt  werden«  wenn  die  ^jährige  Peraon  von 
der  ojfthrigen  überlebt  wird,  so  ergibt  sich  der  Wertb  hiefQr»  wenn 
in  No.  6)  oder  in  No.  6)  b  statt  a  und  a  statt  b  gesetzt  wird. 
Man  erhält: 

7)  E^ 

Auf  gleiche  Weise  erbUt  maa  den  jihrlieben  Beitrag  Ar  diesen 
Fall  aus  der  Gleichung: 

wenn  bierin  der  Wertb  aus  No.  7)  ffir  Eu  eingefOhrt  wird* 

Soll  nun  .der  Wertb  einer  Ceberlebensversichemog  fBr  zwei 
Personen  von  dem  Alter  a  und  b  bestimmt  werden,  die^  ausge- 
zahlt wird,  wenn  überhaupt  eine  von  beiden  Personen  stirbt,  so 
ergibt  sich  derselbe  leicht,  wenn  man  die  entsprechenden  Wertbe 
aus  No.  6),  6)  und  7)  zusammenifthlt.    Man  erhält  dann : 


E.J.=^^. 


Da  der  jährliche  Beitrag  nur  so  lange  geleistet  wird,  als  die  a- 
und  6jährige  Person  zusammen  leben,  so  ergibt  sich  nach  $.85. 
der  jährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise : 

10^  Eak  l--0,Qp.X^ 

10)  ^•*~l+L«»-l,Op(J+iÄ 

Eben  so  kennen  nun  nach  dem  Vorgange  von  §.  89.  und  {.  90. 
die  Verwaltungskosten  in  Rechnung  genommen  werden. 

Man  besitzt  Tafeln,  worin  die  bierhergebdrigen  Werthe  be- 
stimmt sind.  Da  die  möglichen  Fälle  des  Verbondenseins  zweier 
Personen  sehr  mannigfaltig  sind,  so  haben  die  betreffenden  Tafebi 
eine  grosse  Ausdehnung.  Es  mag  genügen,  die  Methode  f3r  ihre 
Berechnung  gezeigt  zu  haben. 
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§.  92. 
Die    Reserve. 

Die  Reserve  besteht  io  dem  Betrage»  der  von  den  Prämien 
oder  Beitragsgeldern  zurückgelegt  werden  rnnss»  weil  alle  für  das 
Leben  oder  auf  mebrere  Jahre  versicherte  Personen,  deren  Pr&- 
miengelder  gleich  bleiben,  in  den  ersten  Jahren  mehr,  in  den 
spätem  weniger  zahlen,  als  die  Aasgaben  betragen,  welche  nach 
dem  Sterblichkeitsgesetz  erfordert  werden.  Der  Ceberschnss  in 
den  frOhern  Jahren  dient  dazn,  den '  Minderertrag  der  spätem 
Jahre  auszugleichen  und  wird  als  Reserve  fSr  die  folgenden  Jahre 
zur  Disposition  angesammelt. 

Nach  den  Statuten  der  einzelnen  Gesellschaften  wird  der 
jedesmalige  wahre  Betrag  der  Reserve  nach  den  Grundsätzen  der 
Prämienberechnung  ermittelt  Auch  wird  derselbe  von  Zeit  zu 
Zeit  durch  besondere  Berechnung  nach  den  bei  den  einzelnen 
Gesellschaften  dber  die  Sterblichkeit  gemachten  Erfahrungen  und 
Abweichungen  von  derselben  berichtigt. 

Zur  Bestimmung  der  Reserve  eines  Jahres  wäre  eigentlich 
keine  besondere  Berechnung  notbig,  wenn  die  eingehenden  Gel- 
der zu  dem  nämlichen  Zinsfuss  angelegt  würden,  in  welchem  die 
Prämiensätze  bestimmt  sind,  die  Auszahlung  der  Versicherungs- 
summen genau  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Sterblichkeitsgesetz 
erfolgte  und  die  Verwaltungskosten  des  Gesellscbafls- Vermögens 
zum  Voraus  bestimmt  und  erlegt  wären,  denn  die  Reserve  bestände 
denn  einfach  aus  dem  jeweiligen  Cassenbestand  der  Gesellschaft. 

Da  aber  die  Prämiensätze  gewöhnlich  zu  einem  niederem 
Zinsfuss  (3  Procent)  berechnet  sind,  die  eingehenden  Gelder  aber 
von  der  Gesellschaft  zu  einem  hubern  Zinsfuss  (4  bis  4,5)  ange- 
legt werden,  die  Sterbeßille  aber  nicht  mit  Sicherheit  nach  dem 
angenommenen  Sterblichkeitsgesetz  erfolgen,  so  werden  sich  hier- 
aus andere  Resultate  ergeben,  als  diejenigen  sind,  worauf  der 
Caicul  fährt,  und  die  voraus  gesetzt  werden,  wenn  die  Zahlungen 
von  der  Bank  eingehalten  werden  sollen. 

Die  Gesellschaft  muss  daher  darauf  bedacht  sein,  rechtzeitig 
fiber  die  nOthigen  Mittel  verfQgen  und  ihre  Verbindlichkeiten  ohne 
Schwierigkeit  erfSilen  zu  können.  Diess  ist  nur  muglich,  wenn 
sie  far  den  richtigen  Bestand  der  Reserve  Vorsorge  trifft.  Erfolgt 
der  Abgang  der  versicherten  Mitglieder  in  geringerem  Grade,  als 
die  angenommene  Sterblichkeits-Ordnung  es  verlangt,  so  mSssen 
die  hiedurcb  fiberschüssigen  Summen  in  Reserve  gebalten  werden, 

20' 
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damit  seiner  Zeit  die  erforderlichen  Zahlungen  gemacht  werden 
können.  Es  wird  daher  gut  sein,  wenn  von  Zeit  zu  Zeit  die  nothi- 
gen  Berichtigungen  gemacht  werden,  wie  diess  auch  in  den  Sta- 
tuten der  bezjiglichen  GeseilschafteD  vorgetsehen  ist. 

§.  93. 

Berechnung  der  Reserve. 

Da  die  richtige  Berechnung  der  Reserve  für  das  Bestehen 
einer  (lesellschaft  vor  Allem  von  Wichtigkeil  ist,  so  soiien  hie- 
für  verschiedene  Methoden  angegeben  werden. 

Erste  Methode.  Bezeichnet  man  wio  früher  die  Zahl  der 
am  Anfange  der  folgenden  Jahre  lebenden  Personen  vem  ateo 
Jahre  au  durch  Aa^  Aa^i$  ^a-f2»*-*.  und  die  der  mit  Tode  ab« 
gehenden  durch  Ma,  J^a-^i,  ^ia-f2,....,  die  Grosse  des  jährlicheo 
Beitrags  fSr  die  Versicherungssumme  1  oder  100  durch  Ba$  so 
bestimmt  sich  der  Bestand  der  Reserve  für  ein  bestimmtes  Jahr 
(nte)  für  sich  sehr  einfach,  wenn  man  die  Summe  der  aai  An- 
fange dieses  Jahres  fälligen  Beiträge  bestimmt,  hiezu  den  ein- 
jährigen Zins  bei  p  Procent  zählt  und  davon  die  am  Ende  des 
Jahres  fälligen  Versicherungssummen  für  die  gestorbenen  Mit- 
glieder abzieht.  Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve 
tur  das  nte  Jahr  (ß«)  durch 

oder  für  die  Versicherungssumme  K: 

wenn  der  VVerth  von  Ba  im  Verhältnisse  von  K  bestimmt  ist 

Diess  lässt  sich  auch  so  ausdrücken,  wenn  die  Summe  sfimmt- 
licher  zu  Anfange  des  yiteu  Jahres  flSHiger  Beiträge  darch 
£n=:£a.^a+ii~i  Und  die  Summe  der  Versicherungen  dorch  F« 
bezeichnet  wird: 

3)  Bn  =  BnA,Op-Pn. 

Hieraus  ergibt  sich  für  den  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des 
ersten,  zweiten,  dritten  Jahres  u.  s.  w.: 

Ä,=/?i.l,0;>-F,, 

4)  {    R^:=B^.}flp^V^, 
Äa==Ä8.1»0p-F8, 
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n.  9.  w. ,  woriD  auch  die  Wertbe  an»  No.  1)  oder  No.  2)  Hobsti- 
tnirt  werden  können. 

Sämmtliche  Werthe  in  No.  4)  bleiben  als  Vorrath  in  der  Caese 
zur  Deckung  später  fällig  werdender  Bedürfnisse  und  sind  in  die 
spätem  Jahre  überzutragen. 

Soll  nun  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres 
für  sämmtliche  Jahre  bestimmt  werden ,  so  wird  er  sich  leicht 
ergehen,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Reserve  des  ersten  Jahres 
(n — 1)  Jahre  lang  Zins  trägt,  die  des  zweiten  (n — 2),  die  des 
dritten  Yfi  — 3)  Jahre  lang  n.  s.  w.  Werden  non  die  Beträge  in 
No.  4)  der  Reihe  nach  mit  1,0p«-*,  1,0;?«-*,....  1,0;?,  1  verviel- 
facht, so  ergibt  sich  der  Bestand  der  Gesammtreserve  für  n  Jahre, 
der  mit  SRn  bezeichnet  werden  soll : 

5)   . 

SÄ,=  Ä,.l.O/*»-»+Ä2.1,0>>«-a+Ä,.l,qp^«+....Ä.-i.l,0i»+Ä». 

oder  Tveno  die  Wertbe  für  die  R  aus  No.  4)  eingeffibrt  and  ge- 
ordnet vrerden: 

6) 

SRn  —  By.  1,0/1»  +  jB«.  I.OJ»»-^  +  ••••  &-!•  l,0p*+-B«.1.Qp 

-[Fi.i.op»-*+  Fa.i.v-''+  •  y*x^^^  V„], 

oder  aus  No.  2) : 

7) 

-  Af  [;!#a.l,(JiJ»-l+  illa+l.l,Op'*-«+....illa^^.-a.l,Op  + Jllfa4^-l]. 

Zweite  Methode.  Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt 
man,  wenn  man  die  Werthe  sämmtlicher,  zu  Anfang  der  Jahre 
fälliger  Beiträge  Bi,  B^y^^ßn,  ebenso  die  am  Ende  der  Jahre 
auszuzahlenden  Versicherungssummen  F^,  V^y-^Vn  auf  den 
Schluss  des  nten  Jahres  zurückbringt  und  letztere  von  ersteren 
abzieht.     Es  iüt  dann  wie  vorhin: 

8) 

SRn  =  Bi .  1,0;?»  +  B^ .  1,0p«-*  + ....  Bn-i .  1,0;?«  +  Bn.hOp 

~[F,.l,Op"-i+  Fa.l,Op-«+  ....F„-i.1,0p+  F«]. 

§.  94. 
Portsetzung. 
Dritte  Methode.    Diese  ergibt  sich,   wenn  man  mit  dem 
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Bude  eines  jeden  Jahres  die  Rechnung  der  GesellechaR  »bschlieMt 
und  den  Cassenvorrath  des  Vorjahrs  för  die  Reserve  in  dae  nach- 
folgende überträgt. 

Der  Bestand  der  Reserve  des  ersten  Jahres  ist  hiernach: 

1)  B,=B,.lflp-Vv 

Zu  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beiträge  des  «weiten  Jah- 
res und  erwachsen  am  Ende  des  zweiten  Jahres  sammt  Zins  so 
der  Summe  (Ri  +  B^lfip*  Hieven  gehen  die  VersiciiennigssuBH 
men  des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  daher 
am  Ende  des  zweiten  Jahres: 

2)  Ä.  =  («i+Ä«)l,Qp~F,. 

Zu  diesem  Cassenvorrath  Icommen  die  Beiträge  des  dritten  Jah- 
res und  erheben  sich  sammt  Zins  am  Schlüsse  des  dritten  an  der 
Summe  iR9  +  B^)l,Op,  von  welcher  die  VersicherungssummeD  des 
dritten  Jahres  abgehen.    Hiernach  ist: 

3)  Ä,  =  (/?«  + Äs)  1,0^- F,. 

Werden  diese  Schlösse  fortgesetzt,  so  ergibt  sich  der  Bestand 
der  ganzen  Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres,  der  wie  in  {.  93. 
durch  SRn  liezeichnet  werden  soll,  in  folgender  Weise: 

4)  SRn  =  (SÄ.-1  +  Bn)  l.Qp-  F«. 

Diese  Methode  ist  eine  zurficklaufende.  Werden  nun  die  Werthe 
für  die  R  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  eingeführt,  so  ent- 
steht, wenn  gehörig  geordnet  wird,  im  Anschluss  an  No.  1): 

SÄ, = (SÄ^  +  Äa)  l»Op  —  Fa 

==Äi .  l,0;>«  +  Ä«.l,Qp-.  F,  .1,C!p- F„ 

=Bi.l,V  +  Ät  ^Op«+^.l,Op-F,-l,Op*-F,.l,(V>-F„ 

.SÄ4=(SÄ3  +  B^hOp—  F4 

=:Äi.l,0p*  +  fii.l,0/>»  +  B,.l,()p«  +  Ä4.1,0p 
-[Fi.l,Op»  +  F,.l,()p*+Fs.l,()p+FJ 

u.  s.  w.  Das  Ableitungsgesetz  tritt  deutlich  4iervor  und  es  Ist 
allgemein : 

5)  SÄ«  =  Bi .  l,Op«+Ä, .  1,0/1—»  + ....  Bm-i  .  I,C!p^+Ä  .  l,Qp 

-[Fi.l,Op— »  +  F,.l,()p— »-h....F— i.l,(^-hFJ. 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  No.  6)  §.  93.  flberein. 
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Oh  MtlMf  0iKlfvickelt«n  GUiobiuigeo  gebeo  vop  der  Vorau«- 
setxnng  ans,  dass  jährliche  Beiträge  eiogezubH  vrerdeo.  Werden 
aber  einmalige  Elnkanfasunimen  angenommen,  so  ergibt  sich  hie- 
für  folgende 

Vierte  Methode.  Man  bringe  den  Betrag  sämmtlicher  Ein* 
kaoTssamnien»  welche  durch  E  =  Aa.£a  bezeichnet  werden  sol- 
len, auf  den  Schluss  des  nten  Jahres  und  ebenso  eämmtliche 
Versicherungssummen  Vi,  V^,  V^,....  Fu  auf  den  gleichen  Zeit* 
pnnkt  znräck.  Geschieht  diess,  so  ergibt  sich  ffir  den  Bestand 
der  Gesammtreserve  am  Ende  des  nten  Jsbres  folgende  Bestim- 
mung: 

6) 


S.  96. 

Berechnung   der   Reserve    bei   vierteljährlichen    Aus- 
zahlungen. 

Die  Statuten  der  verschiedenen  Gesellschaften  enthalten  ge- 
wuhniich  die  Bestimmung,  dass  die  Versicherungssummen  drei 
Monate  nach  Einlauf  der  gfiltig  anerkannten  Sterbepapiere  aus- 
gezahlt werden. 

Hiernach  müssen  vierteljährliche  Auszahlungen  in  Rechnung 
gebracht  werden.  Geht  man  von  der  Voraussetzung  des  gleichen 
Absterbens  binnen  Jahresfrist  aus,  so  ist  in  den  verschiedenen 
Vierteljahren  der  einzelnen  Jahre 

auszuzahlen.  Diese  Art  der  Auszahlung  setzt  vierteljährliche  Ver- 
siQsqng  voraus,  und  diese  ist  dann  der  Harmonie  wegen  auf  Ein- 
nahmen und  Ausgaben  anzuwenden.  In  diesem  Falle  stellt  sich 
der  Calcul  anders  und  in  folgender  Weise  fest,   wenn  man  der 


Kürze  wegen  den  vierteljährlichen  Zins  durch  ¥*|^=/'i  bezeichnet. 

Die  Beiträge  des  rten  Jahres  ertraobsen  bei  vierteljähriger 
Verzinsung  zu  der  Summe  BrAjOpi*.  Die  vierteljährige  Auszab- 
lang  der  Versicherungssummen  desselben  Jahres  fahrt  dann  auf 
folgenden  Werth: 

JFr.  IM*  +  i  Fr.  1.0p,« +  1  Fr.  1.0p,  +  Fr  =  i  Fr.^J^^  . 
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Der  Bestand  der  Reserve  des  rten  Jahres  ffir  äick  Ist  daher  nach 
§.  93.  erste  Methode : 

1)  Ä,=Ä,.i,qp.*_>p,.L^^. 

Mar^  kann  nun  nach  einer  der  in  §.  93.  and  §.  94.  angegebeoen 
Methoden  verfahren  und  wird  dann  den  Bestand  der  GeAammt- 
reserve  fflr  die  verschiedenen  Jahre  durch  folijende  Formeln  er- 
halten : 

2)  Ä,=B,.1.0p,*-iF,.li^|^. 

3) 
«i2,=(Ä,  +  l?,).l,0p,*-iF,.^2^p=ff,  .l,Op,*+  Ä,.1.0p,« 

4)  SÄ,  =  (SÄa  +  Ä3)1.0p,*-iF,.i^^=^ 

=  ßi.1,0p,»4+  ßa.l.Opi«  +  Äj.  1,0;»,« 

-  *-%p7^  t  ^'i  .1.0a»,» + F.-  IM*  +  ^tA  • 

Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  nteo 
Jahres  auf  folgende  Weise: 

=  B^A.Qpi^n^B^.  l,0/?i*"-*+...J8n-i.l,0/?i«+Ä«.l,0pi* 
-  ^-"O^ t  ^.  •  UQpi*-^  +  Fa. iM*»-^.  •.  F„-i  IM*  +  F.]. 


§.96. 

Vergfitang   aas  dem  'Reservefonds. 

Die  Versicherungsbanken,  und  namentlich  die  Gothaer,  gestat- 
ten ihren  Mitgliedern  den  freiwiliigeo  Austritt  aus  der  Gesellschaft 
Bei  kurzen  Versicherungen  hört  in  diesem  Falle  der  Anspruch 
auf  Vergütung  auf.  Bei  Versicherungen  auf  die  Lebensdauer 
aber  wird  dem  Inhaber  einer  Police  gegen  Rückgabe  derselbeo 
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eine  besoodere^  nach  feetgestellten  GnindsHtzen  zn  berechnende 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  unbeschadet  seines  Anspruchs 
auf  die  ihm  noch  gebührenden  Dividenden -Antheile,  gewährt. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  wie  gross  der  Betrag  dieser 
Vergdtong  for  die  von  einem  austretenden  Mltgliede  geleisteten 
Beiträge  zu  bemessen  ist.  Diese  Frage  wird  sich  in  folgender 
Weise  beantworten  lassen. 

Eine  Anzahl  aalteriger  Personen  {At^  vereinigen  sich^  nm  sich 
gegenseiticj;  eine  Summe  K  zu  versichern,  welche  hei  dem  eintre- 
tenden Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird.  Sie  bestreiten 
die  biezu  nuthigen  Auslagen  durch  jährliche  gleiche  BeitrSge  und 
lassen  da.<<  Vermögen  der  Geseflschafl  auf  ihre  Kosten  verwalten. 
Nach  Umfluss  von  n  Jahren,  Innerhalb  welcher  die  Beiträge  und 
Versicherungssummen  ordnungsmässig  ein-  und  ausgezahlt  wur- 
den, beschliessen  die  noch  übrigen  Mitglieder,  die  Gesellsciiaft 
aufzulösen.  Es  fragt  sich:  welche  Summe  hat  jedes  der  vor- 
handenen Mitglieder  anzusprechen? 

Offenbar  wird  jeder  über  die  Entscheidung  Befragte  antwor- 
ten: die  in  der  Casse  vorhandene  Summe  ist  Eigenthum  der  noch 
vorhandenen  Mitglieder  und  im  Auflüsungsfalle  muss  die  vorräthige 
Summe  unter  sämmtliche  noch  lebende  Mitglieder  im  Verhältniss 
ihrer  bisher  geleisteten  Beiträge  vertheilt  werden.  Der  in  der  Casse 
vorhandene  Vorrath  ist  aber  in  der  Tbat  nichts  anderes,  als  die 
Reserve. 

^ 

Da  nun  jedem  Mitgliede  der  Austritt  aus  der  Versicherung«* 
Gesellschaft  zu  jeder  Zeit  Ireisteht  und  ihm  in  diesem  Falle  eine 
Vergütung  zugesagt  ist,  so  fällt  diese  Frage  mit  der  obigen  zu- 
sammen. Sie  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  dadurch,  dass  -die 
Ivesellschatt  nach  dem  Austritt  des  Einzelnen  noch  fortbesteht 
und  der  Rest  der  Reserve  Eigenthum  der  (■esellschaft  bleibt. 

Bezeichnet  man  nun  das  Verhältniss  des  Beitrags  eines  ein- 
zelnen Mitgliedes  zu  der  Summe  der  Beiträge  der  vorhandenen 
Mitglieder  oder,  was  dasselbe  ist,  der  versicherten  Summe  zu  der 

Gesammt-Versichernngssamme  durch  >^,  so  bestimmt  sich  die 
fragliche  Rückvergütungssumme  durch: 


1)  •         G=,*l:4^j? 


oder,  wenn  der  Werth  für   SRn  aus  §.  93.  oder  §.  94.  eingeführt 
wird : 
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-^[Fi. 1,0^-1+ Ft.l,(Vi»-*+....  Vn^i.lfip+V.]. 

Die  Statateo  der  Gothaer  Lebensversicherongsbank  eothalteo 
Ober  die  Berechnung  der  fraglicben  Vergfitoog  folgende  Bestim- 
mang: 

99 Die  Hübe  dieser  Vei^Otung  wird  bedingt  durch  das  Verbfilt- 
oies  der  nach  den  Berechnungen  der  Banlc  auf  die  Versicherung 
treffenden  Reserve  cur  Versicherungssumme.  Beträgt  die  Reserve 
nicht  mehr  als  20  Procent  der  Versicherungssumme»  so  wird  der- 
malen die  Hälfte  der  Reserve  als  Abgangs-Entschädigung  gewährt. 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Procent»  so  findet  bis  auf  Weiteres  eine 
progressive  Rflckvergfituog  Statt,  und  zwar  dergestalt,  dass 

wenn  die  Reserve  2&— 22  der  Versicherungssumme^  ausmacht»  eine 

Rückvergütung  von  61  Proc. 
„       ,.       „       22—24  .,  ^    82     „ 

f»       99       >»       24 — 26  „  „53      „ 

u.  8.  f.  dieser  Reserve  geleistet  wird ,  so  dass  sich  mit  dem  ab- 
soluten Werthe  der  Police  auch  das  Verhältniss  ihres  Rückkaufs- 
preises erbuht  und  ein  allmäliger  Uebergang  zu  dem  Punkte  Statt 
findet«  wo  bei  dem  Anwachsen  der  Reserve  zur  vollen  Versiehe- 
rungssumme  letztere  nach  §.  63.  schon  bei  Lebzeiten  ausbezahlt 
wird  (Vorstands-Beschluss  vom  15.  Mai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versicherung  ist  auf  ungeßhr  die  Hälfte  der  für  dieselben  einge- 
zabiteD  Prämien  anzuschlagen.'' 

Die  Grundsätze»  woraus  die  von  der  Gothaer  Lebensverstche« 
nings*Bank  gewählte  Berechnungsweise  abgeleitet  ist»  sind  wie 
mir  scheint  nicht  deutlich  erkennbar.  Sie  enthält  nach  meiner 
Ansieht  eine  ziemlich  willkührltche  Bestimmung,  wenn  auch  ihre 
Resultate  mit  denen  der  oben  angegebenen»  was  aber  kaum  vor- 
auszusetzen ist»  zusammentreffen  sollten.  Au6h  die  im  letzten 
Satze  aufgestellte  Behauptung  scheint  nicht  zutreffend  zu  sein. 
Jede  in  der  Mathematik  aufzustellende  Methode  muss  eine  durch- 
sichtige»  allgemein  verständliche  und  eben  deswegen  bindende 
Gfundlage  haben.  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  von  der  Gothaer 
Bank  angegebenen  Berechnungsweise  schwer  zu  erkennen. 

§.  97. 
Berechnung    des   Sicherheitsfonds. 
Der  Sicherheitsfonds  wird  von  den  angesammelten  jährliebeo 
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reinen  Uebenicbtteeen  gebildet  Der  reine  Oehereclnuie  elnee  Jahres 
ist  die  Summe,  welche  nach  Abzog  der  Aasgaben  sammt  Ver* 
waitungskofiten  nnd  der  Reserve,  so  wie  der  sogenannten  Ueber- 
trSge  von  der  Einnahme  fibrig  bleibt  und  bildet  den  Vorrath  fil 
die  Dividende*. 

Bei  dieser  Rechnung  muss  daher  noch  ein  weiterer  Bestand* 
theil,  die  Verwaltungskosten,  aufgenommen  werden.  Bezeichnet 
man  die  Verwaltungskosten  der  verschiedenen  Jahre  durch  Wi, 
W^,  VFs,....,  den  Sicherheitsronds  durch  Si,  5^,  S^,...,,  nnd  be- 
hält die  friihere  Bezeichnungsweise  bei,  so  bestimmt  sich  der 
Sicherheitsfonds  am  Ende  des  ersten  Jahres  durch 

1)  S^  =  B^.KOg^(Ri  +  Vt  +  Wi)::sßi.hOg-Qif 
des  zweiten  Jahres: 

2)  St  =  (S,+B^hOg-Q^ 

=  Bi.lfiq^  +  B^.hOg^Q^AJOq—Q^ 

u.  8.  w. ;  nnd  hieraus  allgemein  nach  Analogie  der  Gleichungen  in 
j.  93.  und  (.  94. : 

3)  Sn^(S^l+Bn)hOq-Qu 

wenn  Qm^^Rn+Vn-i- Wu  die  Summe  sämmtlicher  Ausgaben  und 
Bm  sftmmtlicbe  Einnahmen  eines  Jahres,  g  aber  den  Zinsfuss, 
worin  dic/Kapitalwerthe  der  Bank  angelegt  sind,  bezeichnet  Die 
Reserve  (Rn)  ist  im  Zinsfuss  p  zu  bestimmen«  Die  Auswerthung 
von  No.  3)  unterliegt  keiner  weitern  Schwierigkeit.  B^  viertel- 
jlbrlichen  Auszahlungen  kommen  die  Bestimmungen  des  9«  95. 
zur  Auwradunj;. 


§.  98. 

Methoden  für  die  Berechnongsweise  der  Reserve. 

Da  die  Bereclmnng  der  Reserve  ffir  die  Versicherungsbanken 
von  Wichtigkeit  ist»  so  m9gen  hiefiSr  folgende  Methoden  angege* 
ben  werden. 
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Erste  Metbode.  Ste  ergibt  »ich  aner  der  Gletchang  No.6) 
§.93.: 

1)  SRn=^  ßj  .l,()p"-*+  Ä«.  1,0p"-«  + ....  «1,-1. 1,0;>  +  /?. 

and  bestellt  darin,  dass  man  den  Bestand  der  Reserve  eines  jeden 
Jahres  für  sich  nach  der  Formel 

2)  l?r  =  Ä.^a+r-l.l,Pp  — üffl+r-l.* 

für  den  Werth  K  oder  /i^=]  berechnet  and  dann  jeden  einzelnen 
Werth  mit  der  zugehörigen  Potenz  von  1,0/7  verbindet  und  säromt- 
liehe  Glieder  summirt. 

Soll  der  Bestand  der  Reserve  am  Schlüsse  des  vierten  Jah- 
res nach  der  Tafel  von  Northaropton  bei  3  Proeent  and  Ar=100, 
wenn  man  von  dem  SOsten  Jahre  ausgeht ,  berechnet  werden,  so 
ist  aus  No.  I): 

SÄ4r=Äj.l,03»+Ä«.l,03«+Äa. 1,03  +  ^4. 

Aus  No.  10)  §:  87.  bat  man  £90=  I8>^3....  =  18,9,  und  aus  No.2}: 
«4=40.18,9.1,03—5.100=778,68  —500=278,68, 
/2a=  35. 18,9. 1,03^6.100=  681,345—500  =  181,346, 
«3  =  30.18,9.1,03—5.100=584,01  —500=  84,01, 
Ä4  =  25.18,9.1,03-5.100=486,676~50()  =  >13|325, 

und  hieraus  nach  No.  1): 

3)  SÄ4=287,68. 1,038+181,345. 1,03« +84,01 . 1,03-13,326 

=304,521  +  192,388  +  86,530— 13,325 

=583,439—13,325  =  570,114. 

Zweite  Methode.  Sie  beruht  aof  der  DurchfOhrung  der 
Gleichung  No.7)§.93.: 

4) 

-  K[Ma^  l,0/?»-l  +  ilfa+i.l,Qp— *....  ^a+«-.a.  1 ,0p  +  il/a+«-l]/ 

Man-  bat  sofort  der  Reibe  nach  die  Zahl  der  Lebenden  mit 
den  zugehörigen  Potenzen  von  1,0p  zu  verbinden,  die  hieraus 
entstehenden  Producte  zu  summiren  und  die  erhaltene  Summe 
mit  dem.  Jahresbeitrag  zu  multipliciren.  Dasselbe,  bat  mit  .der 
Zahl  der  Sterbenden  zu  geschehen ;    die  entstehende  SQmmer.-ist 
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mit  der  VeratchernngHsaniiue  K  zti  maltipllciren  arid  das  snletzt 
erhaltene  R^allat  von  dem  ersten  abzuziehen. 

Wird  das  oben  gegebene  Beispiel  hiernach  behandelt,  so 
entc^teht : 

5) 

ÄÄ4=  18,9  (40. 1,03*  +  35 . 1,03»  \  30 . 1,03«  +  25 .1.03) 
-  100(5. 1,03»+ 5.1,03«  +  5.1,03 +  5) 
=18,9(45,020352  +  38,245445  +  31,827-1-25^5) 

—5.100.4,1836270 
=  2661,9288  -- 2091,8135  =  570,1153. 

Ist  nach  dieser  Methode  der  Stand  der  Reserve  für  das  nte 
Jahr  fest  «restellt,  so  kaoii  man  hieraus  leicht  auf  den  des  (n+l)ten 
Jahres  übergehen.  Hierzu  dient  folgende,  aus  No.  7)  §.  93.  abge- 
leitete Formel: 

6)  S/?«+i 

=Ä[(J«.  l,Qp»+  ^.fi .  l,0/i«-i ....  ^«+«-1.1,0/;). 1.0p+2l«+..l,(]!p] 

Hiernach  hat  man  den  nach  No.  4)  für  die  beiden  Reihen  erhal- 
tenen VVertb  mit  1,0p  zu  multipliciren ,  dann  Ba^Aa^nAfip  zu- 
und  K,Ma-{M  abzuzäbleo. 

Hat  road  es  in  den  zwei  angegebenen  Methoden  nicht  mit 
ungleichen  Beiträgen  und  Versicherungssummen  von  einzelnen 
Mitgliedern  zu  thon,  so  wird  es  am  besten  sein,  die  Gleichungen 
No.  5)  und  No.6)§.  93.  dem  Caicul  zu  Grunde  zu  legen.  Man  kann 
aber  auch,  da  alle  Beiträge  und  Versicherungssummen  auf  Viel- 
fachen von  100  beruhen,  den  Bestand  der  Reserve  auf  100  redu- 
ciren  und  von  dem  so  erhaltenen  Werthe  auf  die  Gesammt- Ver- 
sicherungssumme übergehen. 

Dritte  Methode.  Sie  gründet  sich  darauf,  dass  man  die 
Glieder  der  negativen  Reihe  in  Mo.  4)  naeh  der  Forme) 

in  zwei  zerlegt.    Dadurch  entsteht: 

SRn-  BaiAa .  1  fipn  +  Aa^l .  l,()p«"'- "+  ^«+«-a.  l,0p«+2l«+„..i.  1,0p) 
—  if(2la.l,0p«-l  +  2<a+l.l,0p»-«.-..^a+n-2.I,0p  +  ^a+„-l) 
+  K(Aa^i.  l,Op»-l  +  ^a+a.  1,0p«-*....  A+n-1 .1,0p +  2<fl+n). 

in  der  driften  Reihe  fehlt  das  erste  Glied  K.Aä.lflp^.  ZsUt 
man  dieses  der  Vervollständigung  wegen  zu  und  ab  nnd  scheidet 
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das  ScbloMglied  der  dritten,  K.Aa-^Uf  aus,  so  kano  man  die 
dritte  and  erste  Reihe  In  eine  Tereinigen  ond  man  erkUt: 

SÄ. 

-  K[Au .  Ifip*"^  +  Jf X .  hOp—* ....  J^+ü- jr.  Ifip  +  ^»f — a] 

^K.Aa.h(ifi^+  £.^H« 

Scheidet  man  non  den  Factor  1,0^  ans  der  ersten  Reihe,  so 
▼ereinigen  sich  beide  Reiben  und  es  entsteht: 

SRn  =  [(Bai-K)hOp-K] 
X  [Au.  hOp^^  +  i<»f  1-  hOp^^  +....  A^^^m^.lfip  +  A^^^{\ 

-.*r(j«.i,0!p"-j»4^). 

Da  nun 

ist,  so  ergibt  sich  hieraas  flir  die  Berechnung  des  Standes  der 
Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres  folgende  sehr  praktiscke  Formel: 

TV  op        Ba(m  +  p)^pK 

7)  SMtn- iQQ 

><[AaAfip^^  +  A^iAfif^^+....A^^^.lfip  +  A^^^i] 

Zugleich  hat  man  hieraus  ffir  den  Stand  der  Resenre  am  Ende 
des  (fi-fl)ten  Jahres: 

ft.  ^ß  (Ba(m+p)+pK) 

8)  SRu^i^ JÖQ 

X[(Aa.hOp^^  +  A^i.hOp^-^....  +  A^+^).hOp  +  A^^] 

and  man  kann,  wie  aus  der  Vergleicbung  von  No.  8)  hervorgeht, 
den  in  der  Reibe  von  No.  7)  gefundenen  Werth  benutzen,  ihn 
mit  I,0!p  mnitipliciren,  hiezu  A»^  zahlen,  dann  mit  dem  vorge- 
schriebenen Factor  verbinden  und  leicht  durch  Anschluss  des 
negativen  Gliedes  in  No.  8)  von  der  Reserve  des '  Vorjahres  auf 
die  des  feigenden  flbergeben. 

Benutzt  man  nun  die  Gleichung  zur  Berechnung  des  oben  an- 
gegebenen Falles,  so  ist  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des 
vierten  Jahres  flIr  ein  Alter  von  80  Jahren  nach  der  Sterblich- 
keitstafel  von  Northampton: 


Digitized  by  LjOOQIC 


der  p&tiüMeken  AriOmBiiM.  81& 

9)    ^«4=  '^^^'^y^— (40.1,()3H3S J,03H300.1,(>3+25) 

-100(40. 1,03* -20) 

=22y467  (43,70906  4^  37,1315+30,9+25)- 100(45,020362-20) 

=3072,16061—2502,0352=570,1164. 

Man  kann  übrigens  auch  dme  Methode  ganz  allgemein  benntz^n» 
wenn  man  die  oben  anr  aweiten  Methode  gemachte  Bemerkung 
berickaichtigt. 

§.  99. 
Fortsetaung. 

Vierte  Methode.  Diese  Methode  beruht  auf  der  Gleickong 
No.  1)  §.  94.  und  dient  zugleich  dazu,  die  Richtigkeit  der  bisher 
aufgefundenen  Methoden,  so  wie  das  über  die  Berechnung  der 
TergQtung  aus  dem  Reservefonds,  §.  96.,  Gesagte  zu  bestätigen. 

Sie  besteht  darin,  dass  man  yoo  dem  Bestand  der  Reserve  des 
Vorjahrs  alimälig  auf  die  der  folgenden  Jahre  übergeht»  wie  die  Formel 

1)  SÄ,  =  (ÄÄ— 1  +  Bn)  1,(V»—  Vn 

verlangt,  und  ist  der  Anlage  nach  ganz  allgemein,  wie  aua  dem 
Inhall  dieser  Gleichung  hervorgebt.  Mao  erhält  durch  ihr^  An- 
wendung die  Bestände  der  Reserve  auf  mehrere  Jahre. 

Soll  hiemach  die  Reserve  fDr  das  Alter  von  80  Jahren  nach  der 
Tafel  von  Northampton  auf  die  folgenden  zehn  Jahre,  also  bis  zum 
90sten  Jahre,  wo  die  Versicherung  von  100  spätestens  gezahlt  wird, 
berechnet  werden,  so  ergibt  sieh  hieraus  folgende  Zusammenstellung : 

SOstes  Jahr.    Summe  der  Beiträge:  40.18,9 766 

Zins  zu  3  Procent  hinzu 22,68 

ffSJI» 

5  Versicherungen  zu  100  ab 500 

81  „      „        Reserve  des  ersten  Jahres 278,06 

Summe  der  Beiträge:   35.18,9 661,5 

940,18 

Zins  hinzu 28,21 

96p9 

6  Versicherungen  ab 500 

82  »,       .,        Reserve  des  aweiten  Jahres 468,39 

Summe  der  Beiträge:  30.18,9 567 

1036,39 

Zins  hinzu 31,06 

1066,45 

6  Versicherungen  ab 500 

83  „       ,        Reserve  des  dritten  Jahres 66646 
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SSstes  Jabr.    Reserve  des  dritten  Jahres 566^45 

Summe  der  Beitrüge:   26.18,9 472,5 

1038,95 

Zins  hinzu 31,16 

1070,11 

6  Versicherungen  ab 500 

84,,       „        Reserve  des  vierten  Jahres 570,11 

Summe  der  Beiträge:  20.18,9 878 

948,11 

Zins  hinzu 28,44 

976,50 

4  Versicherungen  ab 400 

88|   M      n       Reserve  des  fünften  Jahres 576,55 

Summe  der  Beiträge :    16.18,9 302,4 

878,96 

Zins  hinzu 26,37 

905,32 

4  Versicherungen  ab 400 

86  „       „        ^Reserve  des  sechsten  Jahres 505,32 

Summe  der  Beiträge:    12.18,9 226,8 

732,12 

Zins  hinzu 21,96 

754,08 

3  Versicherungen  ab 300 

87  „       „        Reserve  des  siebenten  Jahres 454,08 

Summe  der  Beiträge:  9.18,9 170,1 

624,18 

Zins  hinzu 18,73 

642,91 

2  Versicherungen  ab 200 

88  „       9t        Reserve  des  achten  Jahres 442,91 

Summe  der  Beiträge:  7.18,9 132,3 

675,21 

Zins  hinzu 17,26 

592,47 

2  Versicherungen  ab 200 

89  „      ,»       Reserve  des  neunten  Jahres 392,47 

Summe  der  Beiträge:  5.18,9 94,5 

486,97 

Zins  hinzu 14.61 

501,58 

5  Versicherungen  ab 500 

90  „      ,9       Reserve  des  zehnten  Jahres iM 
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VoD  hier  an  ist  die  Gesellschaft  gescfalosseD.  Der  Ueberechuss 
in  dem. kleinen  Betrage  von  1,58  ri»brt  davon  her,  dass  die  Bei- 
träge mit  18^9  statt  18>89....  der  Kürze  wegen  in  Rechnung  ge- 
nommen wurden. 

Diese  Rechnung  geht  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  alle 
eingetretenen  Mitglieder  sich  mit  gleichen  Summen  betheiligen. 
Diese  Beschränkung  ist  jedoch  leicht  zu  entfernen.  Man  kann 
nämlich  nach  dieser  Rechnung  auf  jede  beliebige  Versicherungs- 
summe für  das  einzelne  Mitglied  übergehen,  wenn  man  die  Reserve 
eines  bestimmten  Jahres  auf  die  Versicherungssumme  100  zurfick- 
ffihrt  und  von  der  so  erhaltenen  Quote  auf  die  entsprechende 
Grosse  in  der  Reserve  äbergeht.  was  leicht  geschehen  kann»  da 
die  Versicherungssummen  zu  einander  in  demselben  Verhältnisse» 
wie  die  Beiträge  stehen. 

Soll  hiernach  der  Bestand  der  Reserve  des  vierten  Jahres, 
worin  noch  20  Mitglieder,  also  auch  20  Versicherungssummen  zu 
je  100  vorbanden  sind,  bestimmt  werden»  wenn  ein  Mitglied  mit 
500,  ein  zweites  mit  300  und  die  übrigen  mit  je  100  versichert 
sind ,  so  beträgt  die  Reserve  fiir  je  100 : 

^^  =  28,5055, 

folglich  für  eine  Versicherung  von  600:     142,5275, 
„      „  „  „300:      86,5165, 

18  Versicherungen  von  100;    513,099 

741,1.R 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise.  In 
der  Bank  sind  26  Hundert  statt  20  unter  den  angegebenen  Bedin- 
gungen versichert.  Die  Reserve  niiKss  sich  daher  in  gleichem 
Verhäitniss  hober  stellen.  Die  Reserve  des  vierten  Jahres  be- 
trägt daher  in  diesem  Falle: 

«4=  JJ- 570,1 1=741,143. 

Werden  in  dieser  Weise  Reservetabellen  (ur  die  verschiedenen 
Alterskiassen  von  den  Gesellschaften  angefertigt  und  angelegt, 
so  wird  hlednrch  die  Berechnung  der  Reserve  ungemein  erleich- 
tert werden. 

Die  Berechnung  des  Standes  der  Reserve  für  die  Einzahlung 
einmaliger  Einkaufssummen  ergibt  sich  nach  der  vierten  Methode 
§.94.  noch  einfacher,  weswegen  sie  nicht  besonders  hier  durch- 
geführt wird. 

Theil  XXXVIII.  21 
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§.  100. 

Berechnung  der  Vergiitong  im  Falle  de»  Autitritts. 

Diese  Vergiitung  berechnet  sich  nach  §.  96.  leicht,  indem  der 
so  vielte  Theil  der  Reserve  zu  vergüten  ist,  als  die  versicherte 
Summe  des  austretenden  Mitgliedes  von  der  Gesanimt- Versiche- 
rungssumme beträgt.  Hiemach  berechnet  sich  die  zu  gewährende 
^Vergütung  aus  dem  Reservefonds  für  lOü  nach  §.  99.  im  vorlie- 
genden Falle  für  den  Schluss 

des  4ten  Jahres  auf  >>/)     =28,505...., 

„    öten  „        „  IQ     =oo,üo, 

„    öten  „        „  p^    =42,11, 

„    7ten  „        „  —g—=  50,49, 

/l.    8.    W. 

Nach  der  von  der  Gothaer  Bank  angenommenen  Methode  be- 
trägt die  Reserve  des  4ten  Jahres  28,505  Procent  von  der  Ver- 
sicherungssumme. Es  wurden  also  nach  dem  Wortlaut  der  in  §.  96- 
ge)s;ebenen  Vorschrift  55  Procent  von  der  auf  die  VersicheruDg 
treffenden  Summe,  also: 


im  (änften  Jahre 


— iTSK —  =  15,675  % 


36,03>58 

lOÖ     =20,897 


u.  8.  w.  ausgezahlt  werden. 

Es  ist  einleuchtend ,  dass  die  Bank  sich  gegen  mögliche  Aas- 
flille  zu  decken  sucht,  diese  Absicht  könnte  aber  sachgeroässer 
durch  Abzug  bestimmter  Procente  erreicht  werden.  Da  aber  die 
Gesellschaft  durch  den  Sicherheitsfonds  gegen  mögliche  Ausfälle 
schon  gedeckt  ist,  so  durfte  auch  hiefflr  keine  besondere  Befürch- 
tung vorliegen,  denn  eine  Gesellschaft  gewinnt  gerade  dadurch  an 
Vertrauen,  dass  sie  die  Ansprüche  ihrer  Mitglieder,  auch  im  Falle 
des  Austritts,  in  vollem  Maasse  anerkennt  und  befriedigt 

Dass  aber  der  Austritt  eines  Mitgliedes  nicht  noth wendig  auf 
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Verlast  för  die  Casse  fBhrt,  lisst  sich  nach  der  hier  aufgestellten 
Rechnungsvieise  dadurch  zeigen,  dass  man  im  Falle  des  Anstritts 
einer  Person  die  volle  Vergütung  ia  Ausgabe  nimmt  und  dann 
für  die  noch  dbrig  bleibenden  Mitglieder  die  Rechnung  fortsetzt. 
Nur  bei  ungünstigen  Annahmen  wird  sich  ein  Ausfall,  jedoch  kein 
bedeutender,  herausstellen,  wie  sich  diess  bei  DnrchfQhrung  der 
Rechnung  und  bei  Annahme  verschiedener  Möglichkeiten  leicht 
zeigen  wird. 

§.  101. 

Werthbestimmung  halbjährlicher  und  vierteljübrlicher 

Beiträge. 

Einzelne  Versieherungsgesetlschaflen  gestatten  halbjährliche 
und  vierteljährliche  Beitrage,  und  zwar  entweder  in  der  Weise, 
da8S  der  jährliche  Beitrag  den  Zeitfristen  entsprechend  in  gleiche 
Theile  getheilt,  die  erste  Zahlung  ohne  Zins,  die  folgenden  aber 
mit  Zinszuschlag  gemacht  werden ;  oder  dass  statt  des  jährlichen 
Beitrags  gleiche  halbjährliche  oder  vierteljährliche  erhoben  werden« 

Im  ersten  Falle  ist  die  Sache  ganz  einfach.  Im  zweiten  Falle 
ergibt  sich  der  halbjährliche  Beitrag  auf  folgende  M^eise.  Nennt 
man  den  halbjährlichen  Beitrag  B2,  den  ganzjährigen  Ba,  den 
Zinsfos^  p,  also  den  halbjährlichen  ip=^pif  so  hat  man,  da  die 
halbjälirlichen  Beiträge  gleich  sind : 

und  hieraus: 

Wird  der  viertetjäbrlicbe  Beitrag  ß^  and  der  vierteljihrliche  Zin« 
lp=:p^  gesetzt,  80  ergibt  sich  in  gleicher  Weise: 

and  hieraus: 

^>  ^*-7;o^T-i.op.-^- 

Man  kann  zwar,    wie  diess  in  Lehrbüchern  geschieht,   den 

21* 
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▼lerteljäbrüchen  Beitrag  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
bestimmen.    Dann  entsteht  för  Pi^kp' 

Ä    —  »     .        ^4      ,        ^4       ,        ^4 

Ba-^iS^^  1,0/^1  ^  l,02/?i  ^  1.03pi  • 
und  hieraus: 

3>  ^♦^         ^      ,       ^  ^   "' 

^+1,0/?|  + 1,02/^1 +  l,03pi 

Nach  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  erscheint 
aber  diese  Darstellung  nicht  richtig,  obgleich  die  hieraus  sich 
ergebenden  Werthe  nur  unbedeutend  von  den  aus  No.  2)  folgen- 
den differiren  werden. 

Setzt  man  in  den  hier  gefundenen  Formeln  p=:4,  so  bestimmt 
sich  der  halbjährliche  Beitrag  bei  einer  Versicheruitg  von  1000  für 
einen  40jäbrigen  Mann  nach  ßrune's  Tafel,  wenn  ^40  =  28,836 
in  No.  1)  gesetzt  wird ; 

A^  R  28,836.0,0-2 28,836 

4;  /^a— 1^02(1  — 1,02-«) ""  1,02. 1,94 15609  ~  ^^'^^ ' 

der  vierteljährliche  bestimmt  sich  nach  No.  2)  zu : 

_     28,836.0,01 28,836^_    _^^.^. 

ö;  ^*— 1,01(1  - 1,01-*)  "^  1,01.3,9019656—  '"*' "' 

Aus  No.  3)  würde  man  erhalten : 

A^         «  _  28,836  _   28,836 

^  .  jL  .  JL  .3I"3,94I9048-^*'^^^^- 
*  + 1,01"*^  1,02 +  1,03 

Hieraus  bestätigt  sich  die  obige  Bemerkung,  dass  der  Unter- 
schied, welcher  nach  den  Gleichungen  No.  2)  und  No.  3)  hervor- 
treten muss,  unbedeutend  ist  und  sich  erst  in  den  zwei  letzten 
Decimalstellen  zeigt. 

Bei  grossem  Summen,  die  jedoch  nach  den  Statuten  der  Ge* 
Seilschaften  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen,  wird 
dieser  (Tnterschied  bemerkbar  hervor  treten.  Beträgt  die  Ver- 
sicherung 20000,  die  höchste  versicherbare  Summe  in  der  Wiener 
Bank,  so  ist  nach  No.  2)  der  vierteljährliche  Beitrag  bei  4  Pro- 
cent: £^4=  146,342  fl.  =  146  fl.  21  kir.;  nach  No.  3)  ist  derselbe: 
J?4==  146,30411.  =14611.  18  kr.,  und  ist  daher  erst  in  den  Kreu- 
zern zum  Nachtheile  der  Bank  verschieden.  Bei  huherm  Zinsüiss 
würde  der  Unterschied  etwas  stärker  hervortreten. 
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1.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  der  Sterblichkeits-Ordnung  von  Northamp- 
ton. 

2.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Deparcieux,  berechnet  von  Hattendorf. 

3.  Tafel  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeitstafel 
von  Finlaison,  berechnet  von  Martin  Kasten 
in  Frankfurt.    Für  Männer  und  Frauen. 

4.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Brune,  berechnet  von  Hattendorf.  Für 
Männer  und  Frauen. 

Die  einmaligen  Einkaufssummen  fSr  Lebensversicherungen  be- 
rechnen sich  aus  den  Leibrenten  nach  den  in  den  §§.  82. — 84. 
angegebenen  Gleichungen ;  die  jährlichen  Beitr&ge  (Prämien)  für 
Lebensversicherungen  aus  den  in  den  §§.  85.^88.  angegebenen. 
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Vmtel  der  Iiefbreiiteii  imd  liebensversf eliemnyeii  naeli 
der  Sterbllehkeltstafel  toh  IVortliampton« 


Alter. 

Zahl  der 
Lebenden. 

Gegenwärtige] 
Leibrent 
8  Proc. 

r  Werth  einer 
e  von  1. 
4  Proc. 

J&hrlicherBeUrag  (Pril- 

mie)   fOr  eine  Lebens- 

rersicbening  von  100. 

8  Proc. 

Aa, 

La. 

La. 

Ba. 

0 

11690 

1 

8650 

16,021 

13,465 

2 

7283 

18,599 

15,633 

3 

6781 

19,575 

16,462 

4 

6446 

20,210 

17,010 

5 

6249 

20,473 

17.248 

6 

6066 

20,727 

17,482 

7 

5925 

20,858 

17,611 

8 

5815 

20,885 

17,662 

1,879 

9 

5735 

20.812 

17325 

1,879 

10 

5675 

20,663 

17,523 

1,879 

11 

5623 

20,480 

17,393 

1.879 

12 

5573 

20.288 

17,251 

1,879 

13 

5523 

20.081 

17,103 

1.879 

14 

5473 

19.872 

16.950 

1,879 

15 

5423 

19,657 

16,791 

1,929 

16 

5373 

19,435 

16,625 

1,983 

17 

53-20 

19,218 

16,462 

2,033 

18 

5262 

19,013 

16.309 

,2,083 

19 

5199 

18,820 

16,167 

2,133 

20 

5132 

18,638 

16,033 

2,179 

21 

5060 

18,470 

15,912 

2,225 

22 

4985 

18,311 

15,797 

2,267 

23 

4910 

18,148 

15,680 

2,312 

24 

4835 

17.983 

15,560 

2,354 

25 

4760 

17,814 

15,438 

2,403 

26 

4685 

17,642 

15,312 

2,450 

27 

4610 

17,467 

15,184 

2,504 

28 

4536 

17.289 

15,053 

2,564 

29 

4460 

17,107 

14,918 

2,612 

30 

4385 

16,922 

14,781 

2,671 
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Alter. 


— sr 

32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 

63 
64 
65 


Zahl  der 
liebenden. 


Qegenwbtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  I. 


8  Proc. 


4  Proc 


JUirIicberBeitng(Fii- 

mie)  f&r  eine  Lebeiu- 

renichrinuig  y^  100. 

3  Proc 

Ba. 


4310 
4235 
4160 
4065 
4010 


3860 
3785 
3710 
3635 
3559 
3482 
3404 
3326 
3248 
3170 
3092 
3014 
2936 
2857 
2776 


2612 
2530 
2448 


2284 
2202 
2120 
2038 
1956 
1874 
1793 
1712 
1632 


16,732 
16.540 
16,343 
16,142 
15,938 
15.729 
15,515 
15.298 
15,075 
14,848 
14,620 
14,391 
14,162 
13,929 
13,692 
13,450 
13,203 
12,951 
12,693 
12,436 
12,183 
11,930 
11,674 
11,414 
11,150 
10.882 
10,611 
10,337 
10,058 
9,777 
9,493 
9,205 
8,910 
8,611 
8,304 


14,639 

14.495 

14,347 

14,195 

14,039 

13,880 

13,716 

13.548 

13.375 

13.197 

13,018 

12,838 

12,657 

12,472 

12.283 

12.089 

11,890 

11,685 

11,475 

11,264 

11,057 

10,849 

10.637 

10.421 

10,201 

9,977 

9,749 

9.516 

9,280 

9,039 

8,795 

8,547 

8,291 

8,030 

7,761 


2,725 
2,787 
2,854 
2,921 
2,992 
3,067 
3,142 
3.225 
3.308 
3.396 
3,487 
3.583 
3,683 
3,787 
3,896 
4.008 
4,129 
4,254 
4,392 
4,533 
4.675 
4.821 
4,979 
5.142 
5.317 
5.504 
5,700 
5,908 
6,133 
6.367 
6.617 
6,887 
7,179 
7,492 
7,837 
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Aber. 

Zahl  der 
Lebenden. 

Gegenwtrtiger  Werth  einer 

Leibrente  von  1. 

3  Proc      1      4  Proc. 

Jährlicher  Beitng(StU 

mie)  fOr  eine  I^beni-: 

yeruchernng  von  100. 

8  Proc 

J: 

L: 

L.. 

B^ 

66 

1652 

7,994 

7,488- 

8.204 

«7 

1472 

7,682 

7,211 

8,604 

68 

1392 

7,367 

6,930 

69 

1312 

7,051 

6,647 

70 

1232 

6,734 

6.361 

71 

1152 

6,418 

6,075 

72 

1072 

6,103 

5,790 

73 

992 

5,794 

5,607 

74 

912 

5,491 

5,230 

75 

832 

5,199 

4,962 

76 

752 

4,925 

4,710 

77 

675 

4,652 

4,467 

78 

602 

4,372 

4,197 

79 

534 

4,077 

3,921 

80 

469 

3,781 

3.643 

81 

406 

3,499 

3,377 

82 

346 

3,229 

3,122 

83 

289 

2,982 

2,887 

84 

234 

2,793 

2,708 

85 

186 

2.620 

2.543 

86     . 

145 

2,462 

2.393 

87 

111 

2,3J2 

2,261 

88 

83 

2,185 

2,131 

89 

62 

2.013 

1,967 

* 

90 

46 

1,794 

1,758 

91 

34 

1,501 

1,474 

92 

24 

1.190 

1,171 

93 

16 

0,839 

0.827 

94 

9 

0.536 

0,530 

.95 

4 

0,242 

0.240 

96 

1 

0,000 

0,000 

97 

0 
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Tafel  der  I^elbrenten  and  IiebeiisTeraielieniiftyem 
nacli  Deparcleiix. 


^dM  !        Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jthrlicher  Beitrag  (Primie)  fBr 

1 

Le- 

Leibrente von 

I 

eine  LebensTersichenmg  Ton  100 

ben- 
den 

SProc 

3i  Proc. 

4  Proc 

3Proc 

9i  Proc 

«Proc. 

Aa. 

La. 

La. 

La. 

Ba. 

Ba. 

Ba. 

"ö 

10000 

16,7777 

14,2979 

13,0474 

3,0477 

3,1562 

3.2726 

1 

7450  20,8134 

18,8636 

17,^2138 

1,6717 

1,6627 

1.6442 

2 

7088 

21,6327 

19,5209 

17,8167 

1,6264 

1,4914 

1,4683 

3 

6823 

22,0401 

19,9889 

18,2490 

1,4276 

1,3828 

1.3489 

4 

6618 

22,4046 

20,3294 

18.6669 

1,3601 

1,3067 

1.2645 

5 

6468 

22,6118 

20,6288 

18,7573 

1,3226 

1,2633 

1,2153 

6 

6345 

22,7417 

20,6592 

18,8858 

1,2994 

1,2353 

1,1826 

7 

624? 

22,8066 

•20,7317 

18,9621 

1,2879 

1,2199 

1,1633 

8 

6154 

22,8305 

20,7676 

19,0058 

1,2837 

1,2123 

1.I624 

9 

6073 

22,8291 

20,7811 

19,0-297 

1,2839 

1,2095 

1,1464 

10 

eiKM 

22,7842 

20,7557 

19,0183 

1,2919 

1,2149 

1,1493 

li 

5946 

22,6967 

20,6917 

18,9720 

1,3074 

1,2284 

1,1609 

12 

5897 

22,8718 

•20,5938 

18,8948 

1,3297 

1,2493 

1.1803 

13 

5854 

22,4197 

20,4712 

18,794« 

1,3573 

1,2758 

1.2056 

14 

5815'  22,2472 

20,3298 

18,6778 

1,3890 

1,3066 

1,2357 

15 

5778  22,0613 

20,1296 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1.269J 

16 

5740  21,8736 

20,0204 

18,4190 

1,4592 

1,3756 

1,3034 

175699;  21,6919 

19,8702 

18,2936 

1,4942 

1,4099 

1,3369 

18'5665 

21,6166 

19,7257 

18,1734 

1,5286 

1,4433 

1,3694 

195608 

21,3477 

19,5872 

18,0687 

1,5621 

1,4757 

1,4008 

20 

5558 

21,1860 

19,4551 

17,9500 

1,5947 

1,6071 

1,4309 

21 

5606 

21,0276 

19,3262 

17,8443 

1,6271 

1,5381 

1,4605 

22 

5453 

20,8690 

19,1971 

17,7:i84 

1,6601 

1,6696 

1.490S 

23 

5399 

20,7101 

19,0677 

17,6326 

1,6936 

1,6016 

1.5206 

24 

5344 

20,5609 

18,9382 

17,6265 

1,7276 

1,6339 

1.55J5 

25 

5288 

20,3916 

18,8066 

17,4206 

1,7621 

1,6667 

1,5825 

26 

6231 

20,2322 

18,6790 

17,3148 

1,7972 

1,6999 

1,6139 

27 

5173  20,0728 

18,6495 

17,2093 

1,8328 

1,7336 

1.6456 

28 

5116  19,9053 

18,4127 

17,0971 

1,8708 

1,7696 

1,6796 

29 

5060  19,7294 

18,2680 

16,9778 

1,9114 

1,8063 

1,7163 

30 

6006 

19,5446 

18,1162 

16,8609 

1,9548 

1.8498 

1,7568 
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7.Hh1 

der 

Gq^wftrtiger  Weitb  einer 

JUiriicher 

BeitEBg  (Prämie)  flir 

i 

Le- 

Leibrente  Ton 

I 

< 

ben- 

SProc 

3^  Proc. 

4  Proc 

SProe. 

S|  Pro«. 

4  Proc 

1  Ä.. 

L^ 

La. 

La. 

Ba. 

Ba. 

B^ 

31;496l 

19,3605 

17,9537 

16.7161 

2.0013 

1,8944 

1,7984 

32;4897 

19,1508 

17,7870 

16,8765 

2.0500 

1,9412 

1,8433 

33'|4844 

18,9412 

17,6110 

16,4281 

2,1021 

1,9916 

1,8917 

34 

4792 

18,7211 

17,4252 

16,2707 

•  2,1581 

2.0457 

1.9440 

35 

4740 

18,4942 

17,2329 

16,1071 

2,2171 

2,1030 

1,9994 

36 

4688 

18,2604 

17,0339 

15,9372 

2,2794 

2,1635 

2,0680 

37 

4637 

18,0151 

16,8240 

16,7570 

2,3464 

2,2288 

2.1215 

38 

4587 

17,7678 

16,6026 

15,5659 

2,4185 

2,2993 

2,1903 

39 

4538 

17,4880 

16,3692 

15,3634 

2.4963 

%2;j^7 

2,2651 

40 

4490 

17,2052 

16,1233 

15,1487 

2.5803 

2.4684 

2,3463 

41  {4441 

16,9169 

15,8717 

14,9285 

2.6687 

2,5454 

2.4319 

42 

4392 

16,6188 

15,6105 

14,6988 

2.7631 

2.6386 

25237 

43 

4342 

16,3145 

15,3429 

14,4628 

2.8629 

2,7372 

2,6210 

44 

4291 

16,0036 

15,0687 

14,2201 

2.9685 

•23416 

2,7241 

45 

4239 

15,6869 

14,7874 

13,9703 

3,0806 

2,9526 

2,8837 

46 

4186  15,3611 

14,4987 

1*3.7131 

3,1995 

3.0705 

2,9606 

47 

4132  15,0287 

14,2023 

13,4480 

3,3262 

3,1963 

3,0782 

48 

Wl   14,6884 

13.8977 

13,1746 

3,4616 

3,3308 

3,2087 

49 

40211  143397 

13,6844 

12,8924 

3,6064 

3,4750 

3,3820 

50 

3964 

13,9823 

13,2621 

12.6009 

3,7619 

3.6300 

3,5063 

61 

3905 

13,6193 

12,9336 

12,3029 

3,9276 

3,7982 

3,6710 

52 

3843 

13,2542 

12,6023 

12.0016 

4,1028 

3,9701 

3,8453 

6313777 

12,8904 

12,2713 

11,6996 

4,2866 

4,1534 

4,0281 

5413707 

12,6279 

11.9406 

11.3974 

4,4795 

4,3460 

4,2201 

553631 

12,1738 

11,6172 

11,1014 

4,6782 

4,5441 

4,4174 

663680 

11,8261 

11,2981 

10,8068 

4,8846 

4,7497 

4;622] 

573465 

,11,4786 

10,9804 

10,5170 

5.1011 

4,9063 

4,8367 

583377 

11,1311 

10,6609 

10,2226 

6,3307 

6,1940 

5,06U 

593286 

10,7828 

10,3396 

9,9260 

5,5745 

6,4370 

5,3063 

603191 

10,4366 

10,0201 

9,6303 

5.8312 

5,6027 

5,5609 

61 30921  10,0939 

9,7028 

9,3362 

6.1013 

5,9617 

5,8286 

622990     9,7514 

9,3850 

9,0409 

6.3886 

6,2476 

6,1131 

63 

2885     9,4095 

9,0670 

8,7448 

6,6940 

6,5518 

6,4157 

64 

2778     9,0651 

8,7458 

1    8,4448 

7,0227 

6,8792 

6,7416 

65 

.2669 

1    8,7183 

8,4216 

:    8.1413 

7,3772 

7,2323 

7.0931 
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"zST 

der 

G^enwartiger  Werth  einer 

Jihrlicher 

Bdtesg  (Frtmie)  Ar 

ü 

Le. 

Letbiente  tob 

1 

q 

ben- 
den 

SProc 

Si  Froc. 

4Proc 

SProc 

3|  Proc    4  Froc. 

Aa» 

La. 

Ltf   . 

L,. 

B.. 

Ä-      Ä» 

66 

2569 

8,3859 

8,0010 

7,8309 

7.7644 

7,6183  :  7,4777 

«7 

2448 

8.0076 

7,7539 

7,6135 

8,1891 

8.0418 

7,8999 

68 

2336 

7,6433 

7.4101 

7,1886 

8,6571 

8.5089 

8,3659 

60 

2223 

7,2727 

7,0593 

6,8562 

9,1763 

9,0264 

8,8826 

70 

210» 

6,8958 

6,7013 

6,8189 

9,7523 

9,6032 

9,4590 

71 

1993 

6,5161 

6,3395 

6,1709 

10,3921 

10,2433 

10,0990 

72 

1874 

6,1378 

5,9780 

6,8283 

11,0973 

10,9490 

10,8062 

73 

1749 

5.7737 

6.6295 

5,4913 

11,8502 

11,7025 

11,8691 

74 

1617 

5,4364 

6,3060 

5.1810 

12,6-240 

12,4762 

12,3325 

78 

1479 

5,1182 

5,0004 

4,8873 

13,4321 

13,2838 

13,1394 

76 

1337 

4,8316 

4,7251 

4,6227 

14,2353 

14,0882 

13,9390 

77 

1198 

4,5540 

4.4897 

4,3684 

18,0924 

14.9403 

14,7918 

78 

1064 

4,2814 

4,1951 

4,1118 

16,0219 

18.8674 

18,7166 

79 

936 

4.0128 

3,9356 

3,8610 

17,0361 

16,8791 

16,7257 

80 

812 

3,7644 

3,6954 

3,6286 

18,0763 

17,9157 

17,7584 

81 

697 

3,5171 

3.4558 

3,3964 

19,2256 

19,0608 

18,8995 

82 

590 

3,2796 

3,2255 

3,1729 

20,4842 

20,2844 

20,1179 

83 

492 

3,0508 

3,0033 

2,9571 

21,7738 

21,8977 

21,4249 

84 

404 

2,8268 

2,7866 

2,7483 

23.2189 

23,0349 

22.8542 

85 

327 

2,5972 

2,6619 

2,5274 

24,8867 

24,6938 

24,5038 

86 

261 

2,3516 

2,3220 

2,2931 

26.9239 

26.7-204 

26,5200 

87 

206 

2,0688 

2,0450 

2,0216 

•29,6731 

29,4896 

29,2488 

88 

159 

1,7608 

1,7422 

1,7239 

33.3090 

33,0887 

3-2.8662 

89 

117 

1,4646 

1,4604 

1,4365 

37,6612 

37,4272 

37,1960 

90 

80 

1,2063 

1,1965 

1,1849 

42,4120 

42,1686 

41,1616 

91 

50 

0.9880 

0.9798 

0,9717 

47,3804 

47,1284 

46.8703 

92 

28 

0.8172 

0,8109 

0,8047 

62,1170 

81,8399 

-61,6657 

93 

14 

0,6834 

0.6786 

0,6737 

56;4896 

86,1939 

56,9014 

94 

6 

0,6425 

0.6387 

0.6349 

57,9689 

87,6432 

57,«!ll 

95 

3 

0,3236 

0,3221 

0,3-205 

72,6377 

72,2877 

71,8820 

96 

1 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

97,0874 

96,6183 

96,1539 

Digitized  by  LjOOQIC 


der  poiiUschen  Arithmetik. 


Wertii  der  Iielbrenten  naeli  der  Sterblleblceft«- Tafel 
Ton  Finlalson  bei  3  Proeent, 


Pftr 

Mftnner. 

% 

Für 

Franen. 

1 

Znhl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

Zabl  der 
Lebenden. 

Ldbrente. 

0 

1000 

23,8867589 

0 

1000 

23,9763044 

1 

981 

24,0299304 

1 

98t 

24,1739122 

2 

963 

24,1642083 

2 

967 

24,2595987 

3 

949 

24,2111133   ' 

3 

955 

24,3013643 

4 

937 

24,2136253 

4 

945 

24,288H>25 

5 

927 

24,1679633 

5 

935 

24,2917724 

6 

919 

24,0707323 

6 

926 

24,2637066 

7 

912 

23,9452446 

7 

919 

.  24,1819783 

8 

906 

23,7901158 

8 

913 

24,0711228 

9 

901 

23,6040848 

9 

90ff 

23,9297833 

10 

896 

23,4121304 

10 

903 

23,7841533 

11 

89i 

23,2140368 

11 

899 

23,6066776 

12 

886 

23,0095803 

12 

895 

23,4235478 

13 

881 

22,7985275 

13 

892 

23,2073965 

14 

876 

21,5806368 

14 

887 

23,0383626 

15 

872 

21,3300193 

15 

883 

22,8370078 

16 

866 

21,122(365 

16 

876 

22,7100808 

17 

860 

20,9075853 

17 

870 

22,5527031 

18 

854 

20,6861113 

18 

883 

22,4177025 

19 

846 

20,5081764 

19 

856 

22,2790554 

20 

837 

20.350555  t 

20 

848 

22,1639123 

2t 

827 

20,2145312 

21 

841 

22,0188438 

22 

816 

20,t0t64t9 

22 

834 

21,8697638 

23 

804 

20,0013716 

23 

827 

21,7165228 

24 

793 

19,9000739 

24 

820 

21,5589651 

25 

782 

19,7853983 

25 

813 

21,3966148 

26 

771 

19,6679728 

26 

805 

21,2578548 

27 

76t 

19,5242146 

27 

798 

21,0876570 

28 

751 

19,3777164 

28 

791 

20,9125015 

29 

742 

19,2011388 

29 

784 

20,7321970 

30 

732 

19,0478528 

30 

777 

20,5464276 

Digitized  by 


Google 
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Oettinger:    Weitere  Autfältrung 


Für 

Männer. 

Fttr 

Franen. 

i 

Zahl  der 
liebenden. 

Leibrente. 

1 

< 

Zahl  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

31 

723 

18^29908 

31 

770 

20,3553295 

32 

714 

18,6737822 

32 

763 

30,1583377 

33 

705 

18,4709536 

33 

755 

19,9830941 

34 

696 

18,2800503 

34 

748 

19,7752046 

35 

687 

18,0751128 

35 

740 

19,5886606 

36 

679 

17,8367168 

36 

732 

19,3968265 

37 

670 

17,6186038 

37 

724 

19,1994907 

38 

662 

17,3664630 

38 

716 

18,9964305 

39 

653 

17,1399169 

39 

706 

18,7874118 

40 

644 

16,8946450 

40 

700 

18,5618994 

41 

636 

16,6203710 

41 

693 

18,3225804 

42 

627 

16,3647089 

42 

685 

18.1205523 

43 

619 

16,0734938 

43 

677 

17,8556556 

44 

610 

15,7999631 

44 

669 

17,6112516 

45 

602 

15,4902281 

45 

661 

17,3591304 

46 

594 

15,1696156 

46 

654 

17,0712792 

47 

586 

14,8382192 

47 

646 

163011688 

48 

578 

14,4919001 

48 

638 

16,5521971 

49 

570 

14,1392876 

49 

631 

16,2066657 

50 

561 

13,7971049 

50 

623 

15,9072050 

51 

552 

13,4427194  ^ 

51 

616 

15,5726394 

52 

542 

13,1014624 

52 

608 

15,2488763 

53 

531 

12,7740532 

53 

601 

14,8892785 

54 

520 

12,4356020 

54 

593 

14,5428501 

55 

508 

12,1112371 

55 

585 

14,1839786 

56 

495 

113)21893 

56 

576 

13,8377714 

57 

482 

11,4841208 

57 

568 

13,4536494 

58 

468 

11,1824925 

58 

559 

13,0809636 

59 

454 

10,8731470 

59 

549 

12,7181802 

60 

440 

10,5556843 

60 

539 

12,3427631 

61 

426 

10,2296620 

61 

629 

11,9533683 

62 

413 

9,8682110 

62 

519 

11,5491940 

63 

899 

9,5208979 

63 

508 

1U532533 

64 

385 

9,1630171 

64 

496 

10,7657830 

65 

370 

8,8206303 

65 

484 

10,3686841 

Digitized  by 


Google 
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rar 

Mftnner. 

Fttr 

Franen. 

1 

7.Hh1  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

Ziüi]  der 
Lebenden. 

Leibrente. 

66 

355 

8,4691333 

66 

471 

9,9692225 

67 

339 

ai349217 

67 

457 

9,5828641 

68 

322 

73213377 

68 

443 

9,1822800 

69 

305 

7,5049993 

69 

428 

8,7892113 

70 

288 

7,1864428 

70 

412 

8,4044563 

71 

270 

63955051 

71 

395 

8,0291519 

72 

253 

6,5796047 

72 

377 

7,6648943 

73 

235 

6,2960819 

73 

358 

73138276 

74- 

218 

5,9906724 

74 

339 

6,9554595 

75 

202 

5,6501366 

75 

319 

63132846 

76 

185 

5,3645404 

76 

298 

63917011 

77 

171 

4,9778547 

77 

277 

5,9715542 

78 

156 

4,6201895 

78 

255 

5,6815687 

79 

141 

4J2650499 

79 

233 

5,4045667 

80 

125 

3,9553056 

80 

210 

5,1763903 

81 

110 

3,6295053 

81 

189 

4,9240910 

82 

95 

3,3287368 

82 

168 

4,7057905 

83 

81 

3,0211070 

83 

149 

4,4650334 

84 

68 

2,7066317 

84 

132 

4,1912805. 

85 

56 

23852228 

85 

117 

33704804    . 

86 

44 

2,1268108 

86 

103 

3,5284623 

87 

34 

13349132 

87 

89 

33060063 

88 

24 

1,6774441 

88 

76 

23670342 

89 

17 

1,4392011 

89 

64 

23067412 

90 

11 

1309466 

90 

52 

2,1777766 

91 

7 

1,0894892 

91 

41 

1,8449198 

92 

4 

0,9638043 

92 

30 

13970320 

93 

3 

0,3236246 

93 

21 

^  13499187 

94 

1 

94 

14 

1,0856243 

95 

0 

95 

8 

0,9568378 

96 

5 

03768687 

97 

2 

0.4854360 

98 

1 

99 

0 

Digitized  by  VjOOQIC 


S82 


0 e Hinge r:     Wettere  Ausfükrung 


Tafel  der  Leibrenten  imd  IiebeiMTersIclieraiicen 
nacli  Bmne  fttr  Männer« 


Zahl 

Akt 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jahrlicher  Beitrag  (Prtmie)  ftr 

Le- 

Leibrente  von  1 

eine  Lebenirersichernng  T<m  100 

% 

bcn- 

SProc, 

3^  Proc 

4  Proc 

3  Proc. 

SjProc. 

4Froc. 

^ 

{La).  ' 

(La). 

(La). 

(Ba). 

(Ba). 

(Ba). 

21 

9260 

21,3823 

19,6899 

18,2090 

1,5552 

1,4516 

1,3597 

22 

9202 

21,1626 

19,5075 

18,0567 

1,5995 

1,4946 

1,4013 

23 

9144 

20,9357 

19,3183 

17,8981 

1,6462 

1,5400 

1,4454 

24 

9085 

20,7088 

19,1243 

17,7349 

1,6949 

1,5875 

1,4915 

26 

9025 

20,4667 

18,9252 

17,5669 

1,7458 

1,6371 

1,5398 

26 

8964 

20,2241 

18,7209 

17,3939 

1,7990 

1,6891 

1,5904 

27 

8903 

19,9736 

18,5089 

17,2136 

1,8553 

1,7442 

1,6443 

28 

8842 

19,7147 

18,2888 

17,0256 

1,9149 

1,8027 

1,7015 

29 

8780 

19,4496 

18,0626 

16,8317 

1,9775 

1,8642 

1,7618 

30 

8717 

19,1778 

17,8299 

16,6315 

2,0433 

1,9291 

1,8255 

31 

8653 

18,8993 

17,5905 

16,4247 

2,1127 

1,9975 

1,8928 

32 

8587 

18,6159 

17,3461 

16,2130 

2,1853 

2,0691 

1,9634 

33 

8518 

18,3297 

17,0986 

15,9981 

2,2608 

2,1436 

2,0368 

34 

8445 

18,0427 

16,8500 

15,7818 

2,3387 

2,2206 

2,1127 

35 

8369 

17,7528 

16,5981 

15,562  i 

2,4199 

2,3008 

2,1917 

36 

8291 

17,4574 

16,3407 

15,3369 

2,6053 

2,3851 

2,2750 

37 

8210 

17,1585 

16,0795 

15,1077 

2,6944 

2,4733 

2,3631 

38 

8125 

16,8582 

15,8164 

14,8764 

2,6871 

2,5649 

2,4595 

39 

8036 

16,5562 

15,5512 

14,6428 

2,7834 

2,6602 

2,5466 

40 

7943 

16,2526 

15,2840 

14,4068 

2,8836 

2,7693 

2,6445 

41 

7847 

15,9450 

15,0125 

14,1664 

2,9888 

2,8635 

2,7474 

42 

7749 

15,6310 

14,7344 

13,9194 

3,1003 

2,9739 

2,8365 

43 

7649 

15,3104 

14,4495 

13,6654 

3,2184 

3.0911 

2,9726 

44 

7546 

14,9850 

14,1594 

13,4060 

3,3432 

3,2149 

3,0954 

45 

7440 

14,6544 

13,8637 

13,1409 

3,4753 

3,3461 

3,2255 

46 

7330 

14,3206 

13,5643 

12,8716 

3,6146 

3,4845 

3,3628 

47 

7216 

13,9832 

13,2608 

12,5980 

3,7615 

3,6306 

3,5079 

487097 

13,6442 

12,9351 

12,3216 

3,9160 

3,7842 

3,6604 

49 

6973 

13,3035 

12,6470 

12,0423 

4,0/87 

3,9460 

3,8213 

50 

6845 

12,9588 

I2,;i344 

11,7582 

4,2513 

4,1178 

3,9919 

Digitized  by 


Google 


der  poUüseMen  ArHkmeHk. 


" 

Zahl 
der 

Oegenwbtiger  Wetth  «iner 

JUiriieher  BeHrag  <Prtmie)  ftr 

Le- 

Lnbrante von  1 

^ 

ben- 
den 

SFroc 

Si  Proc. 

4Froo. 

3  xVOC« 

3|  Fnic; 

4Proc. 

^ 

(Aa) 

(i.). 

iL,}. 

iL,). 

(Ä). 

(».); 

iB,).  • 

51 

6714 

12,6080 

12,0162 

1 1,4671 

4,4360 

4,3017 

4,1750 

52 

6579 

12,3527 

11,6909 

11,1705 

4,6330 

4,4980 

4,3704 

53 

6440 

11,8927 

11,3612 

10,8681 

4,8437 

4,7082 

4,6798 

54 

6296 

11,5296 

11,0278 

10,5613 

5,0685 

4,9324 

4,8034 

55 

6147 

11,1634 

10,6905 

10,2500 

5,3088 

6,1723 

5,0427 

56 

5992 

10,7957 

10,3508 

9,9358 

5,5650. 

5,4283 

5,2981 

57 

5830 

10,4286 

10,0108 

9,6203 

5,8374 

5,7003 

6,6697 

5S 

5662 

10,0601 

9,6686 

9,3020 

6,1288 

5,9916 

5,8607 

59 

5487 

9,6924 

9,3262 

8,98-26 

6,4398 

6,3026 

6,1713 

60 

5304 

9,3276 

8,985« 

8,6643 

6,7701 

6,6327 

6,5013 

61 

5112 

8,9683 

8,6494 

8,3493 

7,1192 

6,9817 

6,8499 

62 

4910 

8,6174 

8,3205 

8,0405 

7,4852 

7,3474 

7,2163 

63 

4699 

8,2745 

7,9984 

7,7376 

7,8697 

7,7315 

7,6987 

64 

4481 

7,9373 

7,6811 

7,4385 

8,2764 

8,1377 

8,0042 

65 

4258 

7,6036 

7,3662 

7,1412 

8,7104 

8,6712 

8,4370 

66 

4032 

7,2707 

7,0514 

6,8432 

9,1/82 

9,0386 

8,9038 

67 

3804 

6,9377 

6,7356 

6,5435 

9,6855 

9,5456 

9,4103 

6S 

3573 

6,6078 

6,4221 

6,2452 

10,2318 

10,0917 

9,9561 

69 

3338 

6,2852 

6,1148 

6,9523 

10,8139 

10,6736 

10,5377 

70 

3100 

5,9708 

5,8147 

6,6656 

11,4330 

11,2925 

11,1563 

71 

2859 

5,6683 

5,5256 

5,3889 

12,0837 

11,9428 

11,8059 

72 

2617 

5,3782 

5,2478 

5,1227 

12,7657 

12,6240 

12,4866 

73 

2374 

5,1066 

4,9874 

4,8729 

13,4631 

13,3-201 

13,1811 

74 

2132 

4,8568 

4,7479 

4,6431 

14,1616 

14,0161 

13,8746 

75 

1895 

4,6282 

4,5286 

4,4327 

14,8551 

14,7059 

14,5607 

76 

1667 

4,4190 

4,3282 

4,2406 

15,5409 

15,3864 

15,2357 

77 

1457 

4,2076 

4,1254 

4,0459 

16,2900 

16,1291 

18,9721 

78 

1269 

3,9759 

3,9023 

3,831 1 

17,1842 

17,0169 

16,8532 

79 

1103 

3,7116 

3,6467 

3,5839 

18,3120 

18,1388 

17,9692 

80 

954 

3,4199 

3,3639 

3,3094 

19,7122 

19,5337 

19,3687 

81 

817 

3,1132 

3,0654 

3,0190 

21,3994 

21,2159 

21,0359 

82 

689 

2,8023 

2,7621 

2,7230 

23,3873 

23,1989 

23,0139 

83 

568 

2,6012 

2,4678 

2,4352 

25,6486 

Ü6,4548 

25,2642 

84 

454 

2,-2232 

2,1956 

2,1686 

28,1125 

27,9117 

27,7146 

85 

350 

1,9703 

1,9476 

1,9254 

30,7638 

30,5438 

30,3367 

Theü  XXXVni. 
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Digitized  by 
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OettiHffer:    Wettere  Ausfükrnnt 


"" 

der 

JlkrlidMi'  Bdtng  (Frtime)  Or 

Le^ 

IieärcMe  Toh  I 

'  ctn«  ZiebenitmBicberang  tob  lOO 

1 

b«n- 

SProc 

8}  Proc. 

4  Proc 

SProc.. 

3  J.  Proc. 

4Froc. 

(A) 

(l^- 

(La). 

(La). 

(Ä*). 

(Ba). 

C*.). 

86 

261 

1,7215 

1,7032 

1,(5853 

33,8324 

34,3165 

33,3939 

87 

ist 

1,4748 

1,4604 

1,4463 

37,4954 

36,9306 

37,0325 

88 

137 

1,2366 

1,2236 

1,2147 

41,7972 

41,5502 

41,3063 

8» 

80 

1,0^21 

1,0137 

1,0055 

46,5410 

46,277« 

46,0166 

m 

46 

0,8308 

0,8247 

0,8186 

51,7071 

51,4218 

51,1397 

91 

24 

0,6402 

0,6360 

0,6318 

58,0552 

57,7429 

57,4344 

92 

11 

0,4387 

0,4362 

0,4337 

66,5929 

66,2463 

65,9034 

93 

4 

0,2427 

0,2415 

0,2404 

77,556-2 

77,1630 

76,7742 

94 

1 

0,0000 

0,OÜ<M) 

0,0000 

97,0874 

96,6184 

96,1538 

95 

0 

■ 

• 

Tafel  der  Keilirenteii  imd  XiebenanrersiclieniBffeB 
naeh  Bmae  für  Frauen. 


Zahl 
der 

Gegenwärtiger  "Werth  einer 

JSlirliclier 

Beitrag  (Prämie)  für 

,2 

Le- 

Leibrente  von  \ 

eine  IicIiensTersichening  tob  100 

1 

b«n- 
den 

SProc. 

3J  Proc. 

4  Proc 

3  Proc. 

8i  Proc 

4  Proc. 

(Aa) 

(fc.). 

(La). 

(La). 

(Ba):- 

(Ba). 

(»-). 

16 

10000 

20,8298 

1^,0871 

17,5791 

1,6683 

1,5967 

IJ5362 

17 

983S 

20,8081) 

19,0604 

17,5833 

1,6729 

1,5983 

1,5350 

18 

96S2 

20,7773 

19,0664 

17,5813 

1,6793 

1,6018 

1,5356 

19 

9533 

20,7354 

19,0422 

17,5703 

1,6882 

1,6078 

1,5388 

20 

9392 

20,6780 

19,0045 

17,5475 

1,7003 

1,6172 

1,3454 

31 

9260 

20,6020 

18,9501 

17,5095 

1,7166 

1,6309 

1,5565 

22 

9136 

20,5081 

18,8793 

17,4571 

1,7368 

1,6486 

1,5718 

23 

9019 

20,3»73 

18,7938 

17,3909 

1,7609 

1,6704 

1,5913 

24 

S90S 

20,2710 

18,6940 

17,3119 

1,7886 

1,6960. 

1,6148 

25 

880-i 

20,1306 

18,5813 

17,2212 

1,8198 

1,7253 

1,6420 

26 

8700 

19,9776 

18,4371 

17,1200 

1,8544 

1,7579 

1,67-26 

27 

86iD0 

19,8162 

18,3252 

17,0118 

1,8913 

1,7929 

1,7058 

28 

8501 

19,6484 

18,1875 

16,8984 

1,9304 

1,8301 

1,7410 

29 

8402 

19,4763 

18,0458 

16,7814 

1,97U 

1,8688 

1,7777 

30 

8304 

19,2974 

17,8979 

16,6686 

2.0141 

1J9100.. 

13168 
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Zah 

der 

Gflgenwtotiger  Weiih  eiiier 

Jahriieher  Bdtn«  (Frtmie)  fttr 

. 

Le- 

Leibrente  tob  1 

^e  LebensTenichenmg  TOB  100 

^ 

Dcn- 
den 

»Pro«.       3|  Proc 

1    4Froc. 

3  Ftoe.       3^  Proc. 

4Proo. 

_ 

(^.) 

(La).           (La).     \     (La). 

(Ba).          (Ba). 

(Ba). 

31 

^207 

19,1112 

17,7432 

16,5297 

2,0597 

1,9536 

1,8585 

32 

811(1 

18,9200 

17,5839 

16,3966 

2,1075 

1,9994 

1,9021 

33 

8014 

18,7210 

17,4173 

16,2566 

2,1881 

2,0480 

1,9487 

34 

7918 

18,5164 

17,2455 

16,1119 

2,2113 

2,09^2 

1,9977 

35 

7823 

18,3035 

17,0659 

15,9898 

2,2678 

2,1537 

2,0501 

36 

7729 

18,0819 

16,8780 

15,8001 

2,3279 

2,2118 

9,1062 

37 

7636 

17,8512 

16,6815 

15,6322 

2,3921 

2,27<0 

3,1663 

38 

7543 

17,6134 

16,4782 

15,4580 

2,4598 

2,3398 

2,2299 

39 

7451 

17,3658 

16,2655 

15,2748 

2,5323 

24103 

2,2983 

40 

7361 

17,1055 

16,0406 

15,0800 

2,6106 

2^867 

2,3727 

41 

7273 

16,8319 

15,8029 

14,8730 

2,6053 

2,6697 

2,4539 

42 

7187 

16,5443 

15,5518 

14,6530 

2,7872 

2,6600 

2,6424 

43 

7102 

16,2446 

15,2887 

14,4215 

2,8863 

2,7576 

2,6383 

44 

7018 

16,9322 

15,0132 

14,1779 

2,9933 

2,8682 

2,7424 

4Ö 

6934 

15,6089 

14,7269 

13,9-236 

3,1082 

2,9769 

2j6546 

46 

6849 

15,2767 

14,4315 

13,6603 

3,2311 

3,0886 

2,9760 

47 

6762 

14,9375 

14,1288 

13,3894 

3,3619 

3,2283 

3,1034 

48 

6674 

14,5884 

13,8161 

13,1086 

3,6024 

3,3678 

3,2417 

49 

6684 

14,2315 

13,4952 

12,8194 

3,6527 

3,5172 

3,3901 

5() 

6492 

13,8662 

13,1654 

1-2,5211 

3,8141 

3,6778 

3,5497 

51 

6397 

13,4943 

12,8286 

12,2153 

3,9867 

3,8498 

3,7208 

62 

6-299 

13,1153 

12,4841 

11,9015 

4,1719 

4,0345 

3,9049 

53 

6197 

12,7311 

12,1338 

11,5813 

4,3701 

4,2323 

4.1021 

54 

6090 

12,3435 

11,7791 

11,2562 

4,5817 

4,4436 

4.3130 

55 

5976 

11,9563 

11,4239 

10,9298 

4,8056 

4,6673 

4^6362 

56 

5S53 

11,5738 

11,0722 

10,6058 

5,0404 

4,9018 

4,77(ß 

57 

5722 

11,1939 

10,7221 

10,2826 

5,2882 

6,1492 

6,0171 

58 

5583 

10,8168 

10,3737 

9,9601 

5,5499 

6^106 

5,2778 

59 

54;:.7 

10,4405 

10,0251 

9,6367 

5,8283 

5,6886 

5,5553 

60 

5286 

10,0609 

9,6724 

9,3085 

6,1282 

5.9883 

6,8646 

Gl 

5130 

9,6779 

9,3153 

8,9752 

6,4526 

6,3126 

6,1787 

62 

4969 

9,2912 

8,9538 

8,6366 

6,8045 

6,6648 

6,5300 

63 

4802 

8,91127 

8,5894 

8,2945 

7,1886 

7,0465 

6,9129 

64 

4627 

8,5166 

8,2263 

7,9526 

7,5953 

7,4569 

7,3239 

m 

4442 

8,1374 

7,8688 

7,6150 

8,0314 

7,8938 

7,7614 

M* 
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■^ 

der 

Gegenwärtiger  Werfli  dner 

JalirHcher  Beitrag  (FrSmie)  fOr 

Le- 

Leibrente T<m  I 

flinn  Lebetwrertichemng  tob  100 

1 

ben- 

(1611 

aProc 

S|  Proc.'       4  Proo. 

SProc 

3^  Froc 

4Frac 

•< 

(^.) 

{La). 

{La).           {La). 

{Ba). 

{ßa). 

(Ä-)- 

66 

4246 

7,7685 

7,5202 

7,2852 

8,4919 

8,3552 

8,2236 

67 

4038 

7,4137 

7,1843 

6,9669 

8.9728 

8.8369 

8,7068 

68 

3819 

7,0740 

6,8621 

6,6611 

9,4728 

9,3375 

9,2068 

69 

3591 

6,7488 

6,5533 

6,3674 

9,9926 

9,8676 

9,7272 

70 

3356 

6,4380 

6,2576 

6,0858 

10.5318 

10,3970 

10,2666 

71 

»\17 

6,1396 

5,9732 

5,8145 

11,0937 

10,9590 

10.8281 

72 

2877 

5,8514 

6,6980 

5,5515 

11,6830 

11,6482 

lly4175 

73 

2637 

5,5754 

5,4341 

5,2991 

12,2955 

12,1604 

12,0292 

74 

2398 

5,3151 

5^1849 

5,0603 

12,9226 

12,7868 

12,6547 

75 

2163 

5,0693 

4,9494 

4,8345 

13,5638 

13,4268 

13,2934 

76 

1935 

4,8366 

4,7262 

4,6203 

14,2206 

14,0619 

13,9466 

77 

1718 

4,61«9 

4,5095 

4,4120 

14,9097 

14,7688 

14,6313 

78 

1516 

4,3821 

4.2892 

4,1999 

15.6676 

15,6247 

15,3850 

79 

1330 

4,1448  1  4,0602 

3,9787 

16,5247 

16,3804 

16.2393 

80 

1169 

3,8990 

3.8223 

3,7484 

17,4999 

17,3652 

17.2136 

81 

1000 

3,6545 

3,5851 

3.6182 

18,5721 

18,427;; 

18,2868 

82 

849 

3,4336 

3,3706 

3,3006 

19.6426 

19,4987 

19,3577 

83 

706 

3,2529 

3,1951 

3,1392 

20.6007 

20,4555 

20.3131 

84 

575 

3,1138 

3.0604 

3,0086 

21,3957 

21.2466 

21.1004 

85 

461 

3.0003 

2,9508 

2.9026 

22.0852 

21,9298 

21,7775 

86 

366 

2,8925 

2,8468 

2.8(^23 

22;7778 

'22,6142 

22,4537 

87 

289 

2,7731 

2,7314 

2,6909 

23,5911 

23,4177 

23,2475 

88 

228 

2,6204 

2,5834 

2,6473 

24,7084 

24.5249 

24,-3445 

89 

180 

2,4188 

2,3868 

2,3556 

26,3376 

26.1446 

26,9547 

90 

141 

2,1804 

2,1536 

2,1275 

28,5296 

28,3277 

28,1287 

91 

108 

1.9321 

1,9101 

1,8886 

31.1929 

30.9813 

30,7726 

92 

80 

1,6866 

1,6689 

1,6516 

34,3097 

34,0868 

33,8669 

93 

57 

1,4381 

1,4243 

1,4108 

38,1027 

37,8672 

37,6346 

94 

38 

1,2219 

1,2112 

1,2008 

42,0943 

41,8418 

41,5922 

95 

24 

0.9927 

0,9849 

0,9773 

47,2710 

46,9979 

46,7279 

96 

14 

0,7528 

0,7476 

0,7424 

54,1393 

53,8412 

53,5464 

97 

7 

0.5507 

0.5474 

0,5442 

61,5739 

61,2414 

60.9138 

98 

3 

0,3236 

0,3221 

0,3205 

72.6374 

72.2578 

71,8820 

99 

1 

0,0000 

0,0000 

0.0000 

97,0874 

96.6184 

96,1538 

100 

0 
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Bestimmung    des    Integrals    /     yTH^    durch   Inte- 

0 

gration  von  Differentialff^leichungen. 

Herrn  ff^.  F'eltmann^ 
Lehrer  der  BladieiDetik  ao  der  Gewerbeichnle  in  Kdnigtberg  i.  Pr. 


/»ao  ic«— 1 
Das  Integral  #       i  4.    ^9  welches  bekanntlich  gleich  ist  dem 

x^-^e-'dx  und  /     xr-^e^'dx, 
0  0 

ISsst  sich  in  Gemeinschaft  mit  dem  Integrale   I       | dx,  lets- 

0 
leres  so  verstanden,  dass  es  von  0  bis  1  —  8  und  von  1-f  e  bis 
QO  für  s=:0  genommen   werden  soll,  auf  folgende  Weise  durch 
Uifferenzialgleichungen  bestimmen. 


Wir  setzen 


o 
Es  ist  nun 


|— ; dx=:V,        I         1 (Ursz. 


du 
da 


wo  das  letztere  Integral  wieder  auf  obige  Weise  zu  verstehen. 
Ferner  ist: 
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%         1  +  0? 

/OD  ^-1  /'cd  «a— 1 

1 rfjr .  /        f  .     dar 

O  0 


Setzeil  wir  y  =  - ,  also  djf  =  — ,  so  wird 


/OD  /*  CO  ^-1 

J  (Hi^Kr+i)*'^ 

o 

T-j-il  1 +7-7— jdWar. 

1  +  <V*— «      t\xj 


v.z 

/7* 


0 
Integrirt  man  zuerst  nach  x^  so  erhält  man: 


o.z 

o 

Den  Logarithmos  hat  man  von  0  bis  1 — 8  and  von  \\t  bU    od 
zo  nehmen  und  darauf  e  =  0  zu  setzen.     Es  ist  nun 

I  4-00 
<  +  (! +»)_<+!+« 

*»,_(!  _«)  =  '» i— • 

/  '  +  <*      I  * 


Mitbin: 

o.z 


Mau  hat  also  ziviscben  o  und  x  die  DiffereuzialglvichuDg : 
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dnrcä  inugraUon  von  Differeniiaifiiieichnngen^  3M 

Eine  andere  findet  man  auf  folgende  Weise: 

A  A  A  A  ^ 


0         0 


Setzt' man  hier  y  =  z>  «fy  =  — »  ßo  wird: 


0        0 


)<2<c2ar 


Man  hat  also  jetzt  zur  Bitotimmung  von  o  und  %  die  beiden 
Differenzialgleichungen : 

Uividirt  man  die  zw.eite  durch  die  erste,  so  erhSit  man: 

d%   dv 

de  ^     dz 

3)  .     e*=i*+c; 

wo  e  eine  Constante.    Setzt  man  diesen  Werth  von  e*  in  2)  ein« 
so  kommt:  -     . 


;  '^ 


NehmeD  wir  c  positiT  =»1*,  so  wird: 


m 
wo  H  eine  zweite  Constaoto. 


da_  1 

o=-.arccotg-  +  «; 
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/qo  j«— 1 
- — dx 
\-V-X 
II  ■ 


Hieraus  erhält  man: 

4)  2;^mcotgm(a-— n). 

Setzt  mao  diesen  Wertb  von  t  in  3)  ein,  so  wird: 

c«  =  m*cotg*?n(a— n)  +m*  =  in*(I  -l-cotg^m(fl-'fi)) 

1 


e=db~ 


sin  ^i(a — »)' 
m 


sin  m(a  —  n) 


Den  beiden  Differentialgleichungen   1)  und  2)  wird  also  GeDfige 
geleistet  durch  die  beiden  Gleichungen: 

5)  '         2  =  mcotgm(a — n), 

6)  V=±^-^ r. 

"^  Sin  m{a  —  n) 

Um  die  Constanten  zu  bestimmen,  stellen  wir  die  beiden  in* 
tegrale  dar  für  a  =  \.    Es  ist  dann 


-f  SöTS)'^* 


e 
1) 


oder,  wenn  man  a:=y*,  fiflc^^ydy  setzt: 

T^.=  'i.(arctg)^=:«. 


Ferner  ist: 


üi 
D 


V     5i(r=F)^' 


2  : 

oder  för  x^y«,  dx:=:2ydyi. 

): 


=/'^=/-(if,*r^)*=K}^): 


2— e 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  5)  und  6),  so  er- 
hält man: 
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-; 7i r  =  Ä    und    fn  cotg  mi\  —  «)  =  0. 

Diese  Gleichungen  werden  erfällt  durch  n=0  und  -^m^sin. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  5)  und  6),  so  er- 
hält man: 

2=:  9S.  cotg  aar, 

Sinei  TT 

Da.  diese  FuncHoneti  steiler  bleiben  Rlr  a=:l  bis  assl  und 
bis  a  =  0,  so  sind  dieselben  Innerhalb  dieser  Gränzea  den  obi- 
gen Integralen  gleich.  Für  a  =  1  und  a  =  0  werden  die  Functio- 
nen unendlich,  und  obgleich  sie  darüber  hinaus  wieder  endliche 
Werthe  annehmen,  so  lässt  sich  doch  nicht  behaupten,  dass  sie 
dann  noch  die  Integrale  darstellen.  Vielmehr  mflsste  man,  wenn 
das  z.  B.  Ton  a=:I  bis  o:=2  stattfinden  sollte,  nachweisen,  dass 
Rir  einen  bestimmten  Werth  von  a  zwischen  a=J  und  a^2, 
z.  B.  f&r  a  =  i,  die  Functionen  den  Integralen  gleich  wSren,  wie 
das  oben  fflr  azsz\  geschehen  irt.    Nun  sieht  man  aber  gleich, 

2ft-f  1 
dass  für  jeden  Werth  von  a  ss  — j^  das  Integral 

e 


„         1+-    =^      !+»• 


sowohl  Rlr  positive  als  für  negative  Werthe  von  n  nnendlich  wird. 
Nur  fär  Werthe  von  a  zwischen  1  und  0  gelten  also  die  Glei- 
chungen 

0  0 

Nimmt  man  oben  flSr  c  einen  negativen  Werth  — m*,  so  ge- 
langt man  durch  EzponetttialgrOssen  za  demselben  Resultat    ^ 
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XXVIII. 

Einige  gdometriscbe  Lehrsätze  atd  Aii%abeo« 

■      .Von      •.        •        '       .  • 

Herrn  Joh.  Karl  "Becher^ 
Lebrer  oQ  der  Ersieh nQg«an«t|üt. von  F.  Beuet  in  Zöri-ch. 


Ist  ABF  eb  beliebiges  Dreieck  und 'Schneidet  ^inreiTran«» 
versale  die  Seite  AF  in  einem  Punkte  />,  die  Seite  BF  in  einem 
Punkte  C  und  die  Verlängerung  der  Seite  AB  in  einem  Punkte 
Ep  so  finden  folgende  Relationen  statt: 

AE.AF.BC.DC=AB.AD,FC.EC,  .   .   .  .  (I) 

BA.BC.ED.FD^BE.BF.AD.CD;  .  .  .  (H) 

EA.EC.BF.DF=EB.ED.AF.CF.    .  .   ,(111) 

Man  hat  nämlich  nach  dem  Satze  des  Menelaos: 

ae:bc.fDz=ad.be.fc,  ......  (i) 

be.cd.af=zAB..(;e,fp^,„  .  , ,  ,(2) 

AB.ED:CFt=:AE:CD:BFy.  .  .  .  .  .  (8) 

AD.BF,CE=BC.ED.AF. (4j 


Durch  Multiplication  von  (1)  mit  (2),  oder  (3)  mit  (4),  erhält 
die  Relation  (I);  durch  Multiplication  von  (1)  mit  (3),  oder  toq 
(2)  mit  (3),  die  Relation  (II) ;  und  durch  Multiplication  von  (1)  mit 
(4),  oder  von  (2)  mit  (3),  die  Relation  (III). 

So  einfach  diese  Herleitung  ist,  so  habe  ich  diese  drei  Glei- 
chungen doch  noch  in  keinem  mir  zu  Gesicht  gekommenen  Werke 
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über  neuere  odet  ältere  Geometrie  gefundeo»  was  mich  zur  An- 
nahme fuhrt,  da«s  8ie  entweder  neu  oder  wenigstens  nicht  sehr 
beikannt  seien. 

Aus  (III)  folgt  u.  A.  der  folgende  Satz : 

(st  AB  CD  ein  beliebiges  convexes  Viereck  und  seien  die 
Perpendikel  von  A  auf  CD  und  CB  und  von  C  auf  AB  und  AD 
bezügiicli  bezeichnet  durch  a^^o«,  au  a^  und  die  Perpendikel 
von,  B  auf  AD  und  CD,  und  von  Z>  auf  AB  und  CJS  durch  6v 
691  ^19  6^i  so  ist: 

fli .  6y  O)  •  64  =  6| .  «r^  ^^a  •  04. 


Die  Elementargeometrie  nennt  eine  von  n  geraden  Linien  b^- 
grSniEte  Ebene  ein  n-Bck.  Die  neuere  Geoinetrie  dagegen!  be- 
zeichnet mit  demselhen  Namen  entweder  eine  In  n  Punkten  ge-^ 
brochene»  geschlossene  Li  nie,  oder  das  aus  allen  durch  n  Funkte 
bestimmten  Geraden  bestellende  Gebilde,  so  dass  man  alleitfal, 
wenn  man  von  einem  n-Ecke  sprieht,  eigeetlieh  erst  angeben 
sollte,  was  man  darunter  ver<!iteht.  Die  Beschäftigung  mit  Po* 
lyedem  nSthigt,  mit  Figuren  in  beiderlei  Sinn  Betrachtungen  an- 
zustellen, so  dads  man  wegen  der  Bezeichoong  in  Verlegenheit 
gerathen  kann.  Es  ist  darum  vielletcht  passend,  wenn  man  ia 
solchen  Fällen  die  Bezeichnungen  Linien-n*£ck  und  Flächen- 
n^Eck  anwendet»  je  nac^bdem  man  ein  Knbäres  Gebilde;  oder 
eine  begränzte  Fläche  benennen  will.  Flächen>n-»Ecke  in  dem 
angegebenen  Sinne  hat  seither  nur  die  Elementargeometrie  be- 
trachtet ond'.  auch  diese  besebäf>rgt  sich  nur  mit  einfach  be- 
gränzten  ebenen  Figurert.  Erweitert  man  jedoch  den  Begriff 
der  Flächen- n- Ecke  auf  Ebenen  mit  zwei  oder  mehreren 
Gränzlinien  (durchbrochene  Polygone)  und  auf  gehi'ocheRer 
begränzte  Ebenen,  so  durfte  man  vielleicht  reichhaltiges  Material 
finden,  ^as  noch  wenig  bearbeitet  Ist  und  wohl  nicht  ohne  Interesse 
sein  m&ebte.  Nennt  man  eine  in  sich  selbst  zurdeklaufende^  sich 
aber  sonst  nicht  schneidende  in  n  Punkten  gebrochene  Ltnie  ^ar 
«iiifaehe^  Lioien-A-Eck,  s«  kann  dasselki^  iaunef  als  die 
Umfiui^linie  eine*  einfachen  ebemei»  oder  gebroeh^nen 
Fiächen-n-Eckü  angesehen  werde»,  je  nachdem  afimlieh  jenesi 
u^  ^er  Elbeiie  liegt  oder  niqbt.  Ein  geh  reebenes  n*£ck  ist 
aber  nicht  durch  seine  Dmfangslinie  bestiuimt,  wie  ein  ebenes* 
Es  kSnnen  vielmehr  von  einem  und  demselben  eiafi^cl^en  abei; 
gauchen  Linien  •«•  Eck  im  Allgemeinen  so  viele  einfache  Flächen- 
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polygone  begränzt  werden,  als  verschiedene  Arten  liioglleb  shid^ 
dfts  Linien -n- Eck  durch  Diagonalen  in  Drelecice  zu  zerlegen. 
Diese  Anzahl  ist  offenbar  eine  Function  der  Eckenzahl  und  ihfe 
Bestimmung  dürfte  wohl  als  ein  nicht  eben  leichtes  Problem  auf- 
gestellt werden. 

Dem  einfachen  FiSchen polygone  kann  das  Ton  zwei  einfachen 
Linienpolygonen  begrSnzte  ringförmige  FIfichenpolygon  zunSchst 
angereiht  werden.  Zu  diesen  Polygonen  kann  u.  a.  auch  der 
Mantel  eines  Prismas  oder  eines  Prismatoids,  und,  in  sofern  sich 
die  eine  Gränzlinie  auf  einen  Punkt  reducirt»  auch  der  Mantel 
einer  Pyramide  gezählt  werden.  Hier  kann  denn  das  Problem 
aufgestellt  werden: 

Die  Anzahl  aller  möglichen  ringförmigen  Polygone  zu  bestim- 
men, welche  dieselben  beiden  Linienpolygone  von  m-  und  n-Ecken 
zu  Gränslipten  habem 

.  Ein  analoges  Problem  entspricht  den  mehrfach  begrSnz- 
teo  (mehrfach  darchbrochenen)  Polygonen.  Polygonennets 
kann  eine  aus  mehreren  FIfichenpolygonen  zusammengesetzte  ge- 
brochne  Fläche  genannt  %verden  und  zwar  geschlossenes  Po- 
iygonennetz,  wenn  durch  dasselbe  ein  Theil  des  Raumes  voll- 
ständig  eingeschlossen  wird.  Es  ist  also  jede  Oberfläche  eines 
P.olyeders  ein  Polygonönnetz.  Im  allgeroeiiieo  kann  aber  die 
Oberfläche  eines  Polyeders  auf  verschiedene  Weise  aus  Flächen« 
P.p'ygonen  zusammengesetzt  werden.  So  kann  z.  B.  die  Ober* 
fläche  eines  Pentagondodekaeders  zunächst  angesehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  zwiilf  ebenen  Pentagonen;,  man  kann 
sie  aber  auch  zerlegen  in  vier  gebrochene  Polygone,  nämlich  zwei 
ringförmige  mit  einer  zehneckigen  und  einer  zweieckigen  Gränz- 
linie und  zwei  einfache  gebrochene  Zehnecke;  oder:  in  vier  riQg- 
fOrmigia  Polygone,  deren  innere  Gränze  ein  Eckpunkt  und  deren 
äussere  Gränze  ein  Linienneuneck  ist«  oder:  in  sechs  gebrochene 
eii^cha  Fiächenzehnecke. 

Ffir  Polygonennetze  lassen  sich  folgende  Probleme  aufstellen: 

.  .1)  Die  Anzahl,  aller  möglichen  Polygonennetse  zu  bestimmen, 
dMen  eiiizelne  Polygone  dieselben  €rränzen  haben. 

2)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polygonennetze  zu  bestimmen, 
welche  eine  gegebene  Anzahl  Punkte  sämmtiich  und  ausedtHess* 
lieh  zu  Eckpunkten  haben,  und  spezieller: 

3)  Die  Anzahl  aller  mSglichen  Polyder  zu  bestimmen,  welche 
ein^  gegebene  Anzahl  Punkte  sämmtiich  und  ausschliesslich  zu 
Eckpunkten  haben. 
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Zar  Polyedrometrie. 

Von 

Herrn  Joh.  iCarl  Becker^ 
Lehrer  an  der  Exiehnngean«tfiU  ron  F.  Beuat  in  Zörfcb. 


Den  zuerst  von  Descartes*}  aufgestellten  Satz»  „dass  die 
Summe  der  Kanten  winket  eines  Polyeders  von  e  Ecken  4e-^8 
Rechte  beträgt*',  findet  man  in  den  meisten  Lebrbfichern  der 
Geometrie  entweder  gar  nicbt,  oder  nur  beilSufig,  als  Beweis« 
grund  fClr  den  Euler 'sehen  Satz,  erwähnt.  Gleichwohl  steht 
jener  Satz,  den  man  wohl  den  D es cartes 'sehen  Satz  nennen 
kann,  dem  Eul  er 'sehen  an  Bedeutung  kaum  nach.  Denn  einer» 
seits  Ist  er,  wie  Herr  Steiner  (im  ersten  Bande  des  Jour- 
nals von  Grelle)  mit  Recht  hervorbebt,  au  sich  interessant, 
als  ein  Analogon  zu  dem  Satze  der  Planimetrie,  dass  die  Winkel* 
summe  eines  ebenen  Polygons  von  e  Ecken  26-— 4  Rechte  foe- ' 
trägt,  und  dass  bei  dem  Polyeder  von  e  Ecken «  oder  richtiger, 
bei  einer  gewissen  Klasse  von  Polyedern  mit  e  EUHcen,  die  Kan** 
tenwinkelsumme  gerade  das  Doppelte  der  Winkelsurame  eines 
einfach  begränzten  Polygons  von  e  Ecken  beträgt,  dmitet  darauf 
hin,  dass  an  den  Descart  es 'sehen  Satz  gewiss  noch  mancherlei 
Cntersnchuogen  angeknüpft  werden  können.  Femer  ist  derselbe, 
in  anderer  Form  ausgedräokt,  ein  wesentlicher  Tbeil  des  Abhän«. 
gigkeitsgeseCzes  zwischen  Kanten-,  Flächen-  und  Eckenzahl  dtor 
sogenannten  Euler 'sehen  Polyeder,  von  dem  der  Eul  er 'sehe  Satz 


*)  In  dem  too  HiMrrn  Proiihet  am  83.  AprH  1800  der  Pariter. Aka- 
demie mitgciheiltefl  Fragmente  ,,0^fiT res  in^dilef.  de  Deeearte«"^^ 
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nur  ein  «ehr  unvollkommener  Ausdruck  Ut.  Endlich  erstreckt  sich 
seine  Gfiltigkeit  auf  Polyeder,  die  nicht  mehr  zu  den  Eul  er 'sehen 
gehören. 

Aber  auch  der  viel  bekanntere  Euler 'sehe  Sat2  tritt  in  den 
meisten  Lehrhüchern  in  einer  Weise  auf,  die  wenig  befriedigt 
Namentlich  erhfilt  man  nirgend  bestimmten  Aufscbluss,  fiir  welche 
Polyeder  er  gilt^  für  welche  nicht 

Unter  den  Beweisen  fflr  diesen  Satz,  welche  sich  nicht  auf 
den  Descartes'schen  Satz  «stützen,  sind  mir  nur  der  des  Ber- 
ansgebers  dieses  Archivs  und  der,  welchen  Herr  ▼.  Staudt 
In  seiner  »»Geometrie  der  Lage"  gibt,  als  solche  bekannt, 
welche  so  weit  richtig  sind,  wie  der  Satz  selbst.  Wenn  aber 
z.  B.  Herr  Koppe,  der  den  ersten  der  genannten  Beweise  in  sein 
rühmlichst  bekanntes  Lehrbuch  aufgenoninien  hat,  von  den  Po- 
lyedern, für  welche  er  durch  denselben  den  Satz  als  bewiesen 
ansieht,  nur  solche  Polyeder  ausschliesst,  an  deren  Be^rfinzung 
auch  mehrfach  begränzte  (durchbrochene)  Polygone  Theil  haben, 
80  behauptet  und  beweist  er  mehr  als  wahr  ist.  Denn  von 
den  flbrigen  Polyedern  sind  ferner  noch  diejenigen  mit  mehr  aU 
einer  gebrochenen  Oberfläche»  die  Hohlkörper,  auszuschliessen, 
und  von  deri  dann  noch  Gbrig  bleibenden  gilt  der  Euler'sche 
Satz  immer  noch:  nicht  fiir  alle,  sondern  ausschliesslich  fdr  die- 
jenigen, bei  dienen  jeder  Eckpunkt  nur  mit  solchen  Eckpunkten 
durch  Kanten  verbunden  ist,  welche  zugleich  die  sftmnitiichen 
Ecken  eines  nur  von  Kanten  und  Diagonalen  der  Seitenflächeo 
hegränzten  Polygons  sind.  Die  Polyeder,  welche  dieser  Bedin- 
gung nicht  entsprechen,  hat  zwar  Herr  Schlöniilch  in  seiner 
„Geometrie  des  Maasses"  als  „ringförmig  durchbrochene" 
amsgesohlossen ,  so  dass  er  nur  solche  Polyecier  als  Euler'sche 
Pnlyeder  zuHIckhehalt,  für  welche  der  Euler'sche  Satz  wirk- 
lich gilt.  Der  Beweis  aber,  den  er  dafür  aufstellt,  im  Wesent- 
lichen derSt  ein  er'sche,  ist  nur  für  conv exe  Polyeder  zulässic 
und  es  ist  demnach  zviar  nicht  mehr  behauptet,  als  wahr,  wobi 
aber  mehr,  als  bewiesen  ist*  Auch  erfahrt  man  nicht,  was  defHi 
die  kennzeichnenden  Merkmale  der  Euler'schen  Polyeder  seien, 
welche*  bsrocfatigen,.  sie  als  ein«  besondere  Klasse  den  amdem 
gegenübicrzustellen ;  denn  auch  unter  den  „ringfiirmig  durchlHroehe- 
nen*^  befinden  sich  solche,  welche  „von  einer  einz^^en  zusammen- 
hihgehden  Oberfläehe  begr&nzt  werden,  die  auch  nach  Wegnahme 
rrge  nd  einer  Seitenfläche  noch  eine  ununterbrochene  Ueiheofolge 
ebener  Vielecke  darstellt.** 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  veranlassten  mich  darüber 
nachzudenken,  ob  nicht  vielleicht;  wenn  man  von  einem  anderen 
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8taridpQBkti9  ausgeht,  ehvas  melir  Sicherheit  und  Klarheit  iti  <Ke- 
•ea  Znsamnenhaog  atvischen  Ecicen,  Kanten  ond  Flächen  gebracht 
werden  kuiine.  Die  Re^uitate  dieees  Nachdettkene  habe  ich  n im 
in  dem  Fiilgemieh  Basanimenge.stetlt,  am  sie  d«n  Bff ren  •  Matfce*- 
matikern  zu  gefelligev  Beachtung  viksu legen. 

Die  Oberfläche  eine^i  «-^ckigen  Polyeders,  dessen  .Kanten; 
wiDkelsnnime  4e — 9  Hechte  beträgt«  besteht  entweder  aus  2,(6—2) 
Dreiecken,  oder  lässt  sich  in  2, (€—-2)  Dreiecke  zerlegen»  dereo 
Seiten  sich  auf  der  Oberfläche  selbst  nur  in  den  Ecken  des  Po- 
lyeders schneiden.  Denn  ^erlegt  iiian  Jjede  mehr  i^ls  dreiseitige 
Grenzfläche  des  Polyeders  durch  Diagon^ilen  in  Dreiecke,  so  ist 
die  Winkelsumme  aller  dieser  Dreiecke  zugleich  die  Kantenwin- 
kelsunime  des  Polyeders,  also  =z4e— 8  Rechte  c=2.2.(e7-Sp 
Rechte,  aUo  die  Zahl  der  Dreiecke  =2.(e  — 2). 

Kann  man  direct  nachweisen,  dass  bei  einer  Klasse  von  Po* 
lyedern  von  e  Ecken  die  Oberfläche  sich  auf  die^  angegebene 
Weise  in  2.(e  — 2)  Dreiecke  zerlegen  läast,  so  ist  damit  filr  die* 
seihen  auch  der  ^it  des  De« carte s*  nachgewiesen*  '  ' 

Die  Dreiecke,  in  welche  man  auf  die  angegebene  Weise  dif 
Oberfläche  eines  Polyeders  zerlegen  kann,  mögen  Gränzdreiecke 
heissen,  und  ihre  Anzahl  sei  bezeichnet  durch  />. 

Suchen  wir  nun  zunächst!^  (ur  die  Euler'schen  Polyeder 
zu  bestimmen.  Da  der  Begriff  der  „Euler'schen  Polyeder",  uiei-  ' 
nes  Wissens,  bis  jetzt  durch  keine  andere  Definition  bevtluHut 
ist,  als  durch  die,  dass  für  sie  der  Euler'sche  Satz  gelte,  so 
stelle  ich  folgende  Definition  auf:  Ein  Euler^ches  Polyeder 
ist  ein' solches,  das  von  einer  einzigen,  nur  aus  ein- 
fach Ijfegränzten  Potygonen  zusammengesetzten  Ober- 
fläche in  der  Weise  beg ranzt  ist,  dass  alle  Eckpunkte, 
welche  mit  einem  beliebigen  andern  Eckpunkte  durch 
Kanten  verbunden  sind,  allemal  durch  eine  einzige 
nur  aus  Kanten  und  Diagonalen  bestehende,  nur  in 
ihnen  gebrochene  Linie  verbunden  werden  können.  Es 
ist  klar,  «daas  bei  einem  soldien  - KOrper  alle  Eckpunkte, *wefehe 
mit  einem  und  demselben  andern  Eckpunkte  durch' Kanten' ver- 
bunden sind,  oder  durch  Gerade  verbunden  werden  können,  welche 
auf  der  Oberfläche  liegen,  (also  durch  Diagonalen),  allemt^l  selbst 
durch  eine  nur  aus  Kanten  bestehende  gebrochene  Linie  ver 
banden  sind,  nämlich  durch  die  äussere  Umfangslinic  der  in  je- 
nem Eckpunkte  zusammentreffenden  Begränznngsfiächeo.  -  Denkt 
man  sich  nun  ein  solches  Kantenpolygon  durch  Diagonalen  in 
Dreiecke  zerlegt,  so   \\\xA  dasjenige  Polyeder,  welches  mit  dem 
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T«rli«gendta  in  allen  Ecken,  R»iten  und  FMchen,  ao^^er  jener 
mit  dem  betrachteten  Kantenpolygone  verbnndenen  Ecke  und  den 
In  Herseiben  zusahiinientreffenden  Flächen  und  Kanten,  Qbereia- 
atknnit,  statt  der  weggefallenen  Gränzfiguren  aber  jene  Dreiecke 
aar  Begrftnzung  bat,  in  welche  man  Jenes  Kantenpolygon  zerlegt 
denkt,  einen  Eckpunkt  und  zwei  Grftnzdreiecke  weniger  haben,  wie 
das  Torliegende.  Es  i8t  iiberdiess  klar,  dass  das  abgeleitete  Po- 
lyeder ebenfalls  ein  Euler'sches  ist.  Leitet  man  nun  von  die- 
sem auf  dieselbe  Weise  ein  drittes  Polyeder  ab,  welches  also 
zwei  Ecken  und  vier  Gräozdreiecke  weniger  Jiaben  wird,  wie  das 
zuerst  betrachtete,  und  von  diesem  ein  viertes  u.  s.  f.,  sq  wird  man 
zuletzt  zu  einem  Tetraeder  gelangen,  welches  nur  noch  vier  Ecken 
und  vier  Gränzdreiecke  hat.  Hatte  mithin  das  anfangs  betrachtete 
Polyeder  e  Ecken,  so  musste  es  («—4). 2  Grftnzdreiecke  mehr 
als  vier  haben.    Man  hat  somit  für  ein  Euler'sches  Polyeder: 

/)  =  2-(6  — 2) (I) 

Mithin  fSr  die  Wiokelsumroe:  4.(e^2)  Rechte.  Ist  ein  solches 
Polyeder  nur  von  Dreiecken  begrSnzt,  und  bezeichnen  e,  f,  k 
beziehungsweise  die  Anzahl  der  Ecken,  FiSchen  und  Kanten,  so 
ist  für  dasselbe: 

/)  =  /=2.(e-2) (2) 

^=Ä  =  3.(u-'2), (3) 

woraus  auch  folgt: 

/^+e  =  ^  +  2 .(4) 

Enthält  die  Oberfläche  eines  Euler 'sehen  Polyeders  a^  Dreiecke, 
a«  Vierecke,  ....aii  nEcke,  so  besteben  folgende  Relationen; 

/=«»  + «4 +  ••••  +  «•» (5) 

JD  =  <i,  +  2a4  +  3a5+....  +  (ii— 2)tf«  =  2.(e— 2),.   .(6) 

*  =  3(i?— 2)-.(a4  +  2ii5  +  .,..(n-.3)a«),  .   •   .  (7)*) 

wodurch  die  Abhängigkeit  zwischen  /*,  A  und  e  genauer  ausge- 
drückt ist,  als  durch  den  leicht  darauf  ableitbaren  Euler 'sehen 
Satz. ' 


*)  Die   Zahl   der   Kantea   ist  offenbar    gleich   der   aller  Seiteo  der 
Gr&oKdreiecke,  Termindert  um   die  Zahl  derjenigen,  welche  Diagoaalea 

der  Polygone  «ind ,  also  =-57  — (ö* +2ö5-|-,...4-(«— 3)««). 
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An  die  Euler 'scben  Polyeder  schiiesst  sich  eine  zweite  Gruppe 
von  Polyedern  an,  für  welche  zwar  der  Euler'sche  Satz  nicht 
mehr  gilt,  wohl  aber  der  des  Descartes»  und  die  man  deshalb 
als  Descartes'sche  Polyeder  bezeichnen  kann.  £s  sind  diess 
nlimlich  alle  von  einer  einzigen  Oberfläche  begränzte  Polyeder^ 
die  auch  doppelt  und  mehrfach  begränzte  (durchbrochene)  Gränz- 
figuren  haben,  deren  Eckpunkte  aber  ebenfalls  nur  mit  solchen 
Eckpunkten  durch  Kanten  verbunden  sind,  welche  durch  eine  ein- 
zige nur  in  ihnen  gebrochene  Linie  verbunden  werden  können» 
deren  einzelne  Strecken  auf  der  Oberfläche  liegen  und  nur  dann 
in  den  Raum  des  Polyeders  selbst  fallen»  nenn  i^ie  zwei  an  einer 
inneren  Gränzlinie  einer  mehrfach  begränzten  Gränzfigur  liegende 
Eckpunkte  verbinden.  Alle  solche  Polyeder  können  angesehen 
werden  als  dadurch  entstanden,  dass  man  mehrere  Euler'sche 
Polyeder  so  an  einander  gefügt  habe,  dass  jedesmal  von  zwei  auf 
einander  gelegten  Flächen  die  eine  von  der  Oberfläche  ganz  ver- 
schwunden, und  von  der  andern  ein  durchbrochener  Theil  übrig 
geblieben  sei,  der  nun  zur  ßegränzung  des  zusammengesetzten 
Polyeders  gebort,  üa  auf  diese  Weise  alle  Ecken  und  Kanten 
der  zusammensetzenden  Polyeder  zu  Ecken  und  Kanten  des  zu- 
sammengesetzten  werden«  ohne  dass  neue  Ecken  oder  Kanten 
hinzukommen«  während  dagegen  bei  jeder  neuen  Anfügung  eine 
Gränzfigur  verloren  geht,  so  ist  klar,  dass  für  solche  Polye- 
der der  Euler'dche  Satz  nicht  mehr  Statt  hat. 

Was  nun  die  Kantenwinkeisumme  eines  solchen  zusammen- 
gesetzten Polyeders  betrifft,  so  ist  dieselbe  offenbar,  wenrf  die 
Zahl  der  Euler'schen  Polyeder  aus  denen  das  Descartes'sche 
zusammengesetzt  werden  kann,  =n  ist,  um  (w  — 1).8  JRcchte 
grosser  als  die  Summe  aller  Kantenwinkel  jener  n  Eul  er 'sehen 
Polyeder  zusammengenommen.  Denn  bei  jeder  Anfügung  eines 
solchen  Polyeders  werden  statt  der  Winkel  der  dadurch  verdeck- 
ten GränzOgur  deren  Explemente  (Ergänzungen  zu  360^)  Kanten- 
winkel des  zusammengesetzten  Polyeders,  während  sonst  Alles 
unverändert  bleibt.  Die  Summe  der  Kanten  winkel  der  n  Eul  er- 
sehen Polyeder  ist  aber,  wenn  die  Zahl  sämmtlicher  Ecken  e  ist, 
e.4R. — n.8R.,  also  die  Kantenwinkelsumme  des  Descartes- 
sehen  Polyeders  =e.4R.-?i.8 R.  + (w-l). 8 R.  =  4.(6—2)  Rechte. 
Der  Descartes'sche  Satz  gilt  also  auch  für  diese  Po- 
lyederklasse und  ist  daher  deren  Benennung  als  Descartes- 
sehe  Polyeder  gerechtfertigt. 

Bei  allen  bisher  betrachteten  und  bei  einem  grossen  Theil 
der  noch  zu  betrachtenden  Polyeder  ist  die  Zahl  der  Korperwinkel 
der  ihrer  Scheitel,  also  der  Eckpunkte  gleich,  und   es  ist  daher 
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gleichgültig,  ob  man  unter  e  die  Zahl  der  KOrperwinkel,  oder  die 
der  Eckpunkte  versteht.  Es  sind  aber  unter  den  einfach  begränz- 
ten  Polyedern  (welche  nur  eine  ununterbrochene  Oberfläche  ha- 
ben) auch  solche  möglich,  unter  deren  Kurperivinkeln  zwei  oder 
mehrere  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben.  •  Für  solche 
Polyeder  können  der  Euler'scbe  und  der  Descartes'sche  Lehr- 
satz noch  als  richtig  angesehen  werden,  wenn  unter  e  die  Zahl 
der  Kurperwinkel  verstanden  wird,  nicht  aber,  wenn  man  die  Zahl 
der  Eckpunkte  durch  e  ausdrückt.  Es  sind  ferner  solche  Polyeder 
möglich,  bei  denen  zwei  oder  mehrere  Flächenwiokel  eine  gemein- 
schaftliche Kante  haben.  Auch  für  diese  können  beide  Sätze 
noch  als  richtig  angesehen  werden ,  wenn  man  unter  k  die  Zahl 
der  Flächenwinkel  versteht. 

Ausser  den  bis  jetzt  genannten  Polyedern  sind  noch  viele 
Polyeder  möglich,  welche  auch  nur  von  einer  einzigen  ununter- 
brochenen Oberfläche  begränzt  sind,  för  die  aber  weder  der  Eu- 
ler'sehe  noch  der  Descartes'sche  Satz  gilt.  Diese  lassen  sich 
sämmtlich  als  durchbrochene  Polyeder  zu  einer  Klasse  ver- 
einigen *). 

Durchbrochen  ist  nämlich  ein  Polyeder  allemal,  wenn  an 
demselben  sich  zwei  Kantenpolygone  befinden,  deren  keines  einen 
Theil  der  Oberfläche  begränzt,  die  aber  unter  einander  durch  die 
Oberfläche  so  verbunden  sind,  dass  die  sie  verbindenden  Poly- 
gone alle  Eckpunkte  mit  ihnen  gemein  haben.  Denkt  man  sich 
nun  jedes  der  so  verbundenen  Kantenpolygone  durch  Diagonalen 
in  Dreiecke  zerlegt,  und  die  Ebenen  dieser  Dreiecke  statt  des 
die  Polygone  unmittelbar  verbindenden  und  nun  in  den  einge- 
schlossenen Raum  fallenden  Theiles  der  Oberfläche,  als  der  Ober- 
fläche angehörig,  so  ist  das  so  Jbegränzte  Polyeder  nicht  mehr 
durchbrochen,  also  entweder  ein  Euler'sches  oder  ein  Descar- 
tes'sches  und  man  hat  mithin,  mit  Beibehaltung' der  obigen  Be- 
zeichnungsweise,  für  dasselbe:- 

Z>  =  2.(c-.2). 

Jeder  zwei  solche  Kantenpolygone  auf  die  angegebene  Weise 
verbindende  Theil  der  Oberfläche  des  durchbrochenen  Polyeders 
läset  sich  aber  offenbar  durch  Diagonalen  in  eben  so  viele  Dreiecke 
zerlegen,  als   diese   Polygone  zusammen   Ecken   haben,  während 


*)  Dass  nicht  noch  andere  Polyeder  mit  einer  Oberfläche  niöfr- 
lich  seien,  stelle  ich  hier  nicht  als  Urtheil  a  priori,  sondern  als  ein 
Erfahrungmirtheil  auf,  da«  ich  xa  berichtigen  bereit  sein  wurde,  Menn 
mir  nur  ein  einxiges  solches  Polyeder  gezeigt  werden  könnte. 
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die  Zahl  der  an  -ihre  Stelle  gesetzten  Dreiecke  der  Polygone  selbst 
am  4  kleiner  sein  niuss,  als  die  Eckenzahl.  Man  hat  mithin  für 
ein  einmal  durchbrochenes  Polyeder: 

/>=:2.(«— 2)  +  4  =  26 (8) 

und  für  ein  mmal  durchbrochenes  Polyeder: 

D  =  2e  +  4.(m— 1) (9) 

Ist  ein  solches  Polyeder  nur  von  Dreiecken  begränzt,  so  ist: 

/•=2<j+4.(m~l), (10) 

Ä  =  3e+6.(m-l); (11) 

also: 

/'+e  =  Ä-2.(m--l) (12) 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  in  =  1,  so  erhält  man: 

/•+e  =  *; 

d.h.:  In  einem  einmal  durchbrochenen  Polyeder,  das 
nur  Ton  Dreiecken  begränzt  ist»  ist  die  Zahl  der  Kan- 
ten gleich  der  Summe  der  Flächenzahl  und  der  Ecken- 
zahl. Diess  gilt  auch  dann  noch,  wenn  mehrere  Dreiecke  sich 
zu  Vielecken  vereinigen,  also  unter  den  GrSnzflächen  einfach  be- 
gränzte  Polygone  jeder  Art  vorkommen. 

Enthält  die  Oberfläche  eines  mmal  durchbrochenen  Polyeders 
nur  einfach  begvänzte  Polygone,  nämlich  a^  Dreiecke,  a^  Vierecke, 
an  n-Ecke,  so  bestehen  folgende  Relationen: 

rt3  +  Ö4  +  fl5  +  ....+crn=:/-, (13) 

D  =  aa+!2a4  +  3a5  +  ....(n— 2)a„=:2i?+4.(j«  — 1),    (14) 

A  =  3e  +  6.(m-l)-(a4  +  2a5+3ciö  +  ....(/i-3)an).   (15) 

Aus  diesen  Relationen  lässt  sich  endlich  leicht  die  dem  Eu- 
ler'sehen  Satze  entsprechende  Gleichung  (12)  herleiten. 

Was  die  Polyeder  mit  mehrfacher  Begränzung  (die  Hohl- 
körper) betrifft,  so  ist  klar,  dass  für  dieselben  der  Euler'sche 
und  Descartes'sche  Satz  im  Alls^emeinen  .nicht  gelten  können. 
Ist  aber  z.  B.  von  den  beiden  Oberflächen  eines  Hohlkörpers  die 
äussere  so  beschaffen,  dass  sie  altein  ein  Euler'sches  Polyeder 
einschliesst,  während  die  innere  ein  einfach  durchbrochenes  Po- 
lyeder begränzt,  und  aus  einfach  begränzten  Figuren  zusammenge- 
setzt ist,  so  hat  man  für  das  doppelt  begränzte  Polyeder: 

23' 
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Der  Eule r 'sehe  Sat2  gilt  mithin  auch  für  einige  Hohlkörper. 


Die  Sätze  über  die  durchbrochenen  Polyeder  dürften  geeig- 
net sein,  einige  Irrthümer  zu  berichtigen  und  einige  neue  Sätze 
abzuleiten. 

Als  einen  zu  berichtigenden  Irrthum  finde  ich  in  dem  Ta- 
schenbuch für  Mathematik,  Physik  etc.  von  Dr.  Rudolf 
Wolf  (Bern  1856,  zweite  Auflage)  folgenden,  einem  Colle- 
gienhefte  von  Steiner  entlehnten  Satz  (p.  74.): 

Es  sind  nur  folgende  Polyeder  möglich,  welche  der 
Bcidingung  genügen,  dass  alle  Flächen  gleich  viel  Sei- 
ten und  alle  Ecken  gleich  viel  Kanten  haben:  Tetrae- 
der, Oktaeder  und  Ikosaeder  aus  Dreiecken,  —  Hexae- 
der aus  Vierecken  und  Dodekaeder  aus  Fünfecken. 

In  derselben  Allgemeinheit  ist  dieser  Satz  auch  in  der  „Geo- 
metrie der  Lage''  von  v.  Stau  dt  aufgestellt. 

Damit  dieser  Satz  richtig  werde,  muss  statt  „ Polyeder*- 
die  engere  Bezeichnung  „Eule r*sche  Polyeder "  stehen.  Denn 
unter  den  einmal  durchbrochenen  Polyedern  sind  noch, 
wenn  man  dieselben  nach  der  Flächenzahl  in  Gruppen 'theilt, 
unendlich  viele  Gruppen  von  Polyedern  möglich,  wel- 
che derselben  Bedingung  genügen,  nämlich: 

1)  Polyeder  mit  nur  vierkantigen  Ecken  und  9,  12,  15,  18. ..3n 
vierseitigen  Gränzflächen.  In  Taf.  IX.  Fig.  l."^)  ist  Grundriss  und 
Aufriss  eines  dahin  gehörigen  Neunflächoers  gegeben.  Hat  man 
von  demselben  eine  deutliche  Vorstellung  gewonnen,  so  hat  man 
nur  nötbtg,  sich  statt  der  Kautendreiecke  abc^  ai6tC|,  ^^C  drei 
Kanten -n  -  Ecke  vorzustellen,  um  das  Bild  eines  3it -  Flächners 
dieser  Art  zu  erhalten.  Bringt  man  noch  ein  viertes,  fünftes,... 
...mtes  Kantenpolygon  von  gleicher  Seitenzahl  mit  drei  solchen 
Polygonen  auf  ähnliche  Weise  in  Verbindung,  so  kann  man  sich 
auch  Polyeder,  von  4it,  5?i,.... mn  Vierecken  und  eben  so  vielen 
vierkantigen  Ecken  ^begränzt,  zur  Anschauung  bringen,  oder  we- 
nigstens als  möglich  denken,  welche  ganzzabligen  Wertbe  über 
3,  m  und  n  auch  haben  mögen. 

2)  Polyeder  mit  e  sechskantigen  Ecken  und  2e  dreiseitigen 
Gränzflächen,   wo  e=:i}tn  ist,  und  m  und  n  jeden  ganzzahligen 


*)  l'nf.  IX.  wird  mit  dem  nävhsteo«  crschoinendcn  H.  4.  nach^elieferC. 
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positiven  Wertb  ^3  haben  können.     Taf.  IX.  Fig.  2.  stellt  Grund- 
riss  und  Aufriss  eines  solchen  Polyeders  mit  12  Ecken  dar. 

3)  Polyeder  mit  f  sechsseitigen  Gränzflächen  und  2/  drei- 
kantigen Ecken,  wo  f  dieselben  Wcrtbe  haben  kann,  wie  e  bei 
der  vorhergehenden  Klasse.  Von  einem  in  diese  Klasse  gehör!- 
,  gen  Dodekaeder  erhält  man  z.  B.  eine  Vorstellung,  wenn  man 
sich  ein  stumpfes  Rhombenhexaeder  von  einem  spitzeren  durch- 
drangen denkt,  dessen  Mittelpunkt  and  Hauptaxe  des  ersteren 
zusammenfallen  und  dessen  Raudkanten  und  Randecken  innerhalb, 
dessen  Scheitel  aber  ausserhalb  des  ersteren  Hexaeders  liegen. 
Der  Theil  des  ersteren  Hexaeders,  welcher  nicht  in  das  zweite 
fsillt,  ist  dann  immer  von  12  Sechsecken  begränzt,  wenn  die  Schei- 
telkanten des  innreren  nicht  die  des  äusseren  Hexaeders  schnei- 
den. Aehnlich  kann  man  aus  einem  Hexaeder  einen  dahin  ge- 
hurigen Neun  flächner  ableiten,  wenn  man  sich  dasselbe  von 
einem  dreiseitigen  Prisma  durchdrungen  denkt. 

Ausser  den  Steinerschen  Tetraedern,  Hexaedern, 
Oktaedern,  Dodekaedern  und  Ikosaedern  and  den  eben 
aufgezählten  durchbrochenen  Polyedern  sind  jedoch 
keine  einfach  begränzten  Polyeder  mehr  möglich,  de- 
ren sämmtliche  Seitenflächen  gleichviel  Seiten  und 
deren  Ecken  gleichviel  Kanten  haben"^).  Diess  lässt  sich 
leicht  mittels  der  Formel  (12)  beweisen. 

Damit  nämlich  ein  mfach  durchbrochefnes  Polyeder  von  nur 
^vseitlgen  Polygonen  begränzt  sei  und  nur  y  kantige  Ecken  habe» 
müssen  folgende  Gleichungen  bestehen : 

/ar=:2*, (15) 

ey  =  2*, (17) 

«  +  /•=*— (m-l).2 (18) 

Hieraus  folgt  aber: 

*=?^^' m 

■     A=^i> m 


^*)  Es  xei  denn,  dass  noch  Polyeder  exictiren,  welche  in  die  von 
mir  gemachte  Einlheilung  nicht  passen.  Für  solche  gilt  selbstverständ- 
lich meine  Behauptung  nicht. 
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'=^ «'. 

wo 

.l  =  a:y-2(ar+y).  (22) 

Da  DUO  k9  ff  e  Qothwendig  ganze  positive  Zahlen  sein  muMen, 
so  bat  man  f&r  den  Fall,  dass  fii>  1  ist: 

und  mithin  nach  (10): 

ife^2(m— l)<2m. 

Diess  ist  aber  offenbar  anmoglicb :  Es  gibt  also  keine  mehr- 
faeh  durchbrochenen  Polyeder  von  der  vorausgesets- 
ten  Beschaffenheit 

Setzt  man  m  =  1 ,  so  erhält  man 

4  =  a;y-2(j:  +  y)  =  0, (23) 

und  mithin: 

Diese  Werthe  sind  aber  nicht  bloss  scheinbar,  sondern  wirklich 
unbestimmt,  d.  h.  vieldeutig.  Cm  die  mCgIichen  Werthe  von  x 
und  y  in  diesem  Falle  leichter  ermitteln  zu  können,  setzen  wir 

a:  =  3  +  a,    y=:3-f/J, 

wo  a  und  ß  nur  positive  Werthe  haben ,  oder  =  0  sein  kunoeo» 

da  X  und  y  jedenfalls  ^3  sein  roässen.    Setzt  man  diese  Werthe 

in  (23)  ein,  so  erhält  man  die  Bedingungsgleichung: 

a  +  /J  +  a/J  =  3 (24) 

Dieser  Gleichung  genfigen  aber  nur  die  folgenden  Werthepaare 
von  der  verlangten  Beschaffenheit: 

a  =  0,    ß  =  S; 
a=l,     ß  =  l; 

«  =  3,    ß  =  0. 

Sei  nun  a=0,  .^=3,  also  x  =  S,  ^=6;  so  folgt  aus  (16)  ond 
(17),  dass  2Ä;  sowohl  durch  3,  als  durch  6,  dass  also  k  darch 
3  theilbar  sein  muss.  Setzt  man  nun  k=z3ip,  so  erhält  man  aus 
(16)  und  (17): 
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f=2g>,    e=i(p. 

Dieseu  Bedingungen  entsprechen  die  oben  in  2)  genannten  Po- 
lyeder, für  welche  man  mithin  noch  den  Satz  hat«  dass  bei  allen 
zu  ihnen  gehurenden  Polyedern  die  t>*lächenzahl  das  Doppelte» 
die  Kantenzahl  das  Dreifache  der  Eckenzahl  ist. 

Sei  ferner  a  =  l,  ß'=l;  ftlso  x^=:yi=:4,  so  folgt  aus  (16) 
und  (l?)«  dass  k  durch  2  theilbar  sein  rouss,  und,  wenn  ^=2()i> 
gesetzt  wird: 

f=:e  =  q>, 
also 

i  =  2e  =  2f. 

Man  bat  mitbin  für  diese  Polyeder,  welche  oben  in  1)  zusani- 
mengestellt  wurden: 

Die  Zahl  ihrer  Ecken  ist  der  Fläcbenzabl  gleich  und  die 
Hälfte  der  KantenzahL 

Sei  endlich  a:=3,  j3  =  0,  also  x=zQ,  jy  =  3,  so  fol^t  aus 
(16)  und  (17),  dass  k  durch  3  theilbar  sein  muss,  und  wenn  man 
kz=zSq)  setzt: 

f=<P,    e  =  2(p. 

För  diese  oben  als  die  dritte  aufgeführte  Polyederklasse  hat 
man  mithin  den  Satz,  dass  die  Zahl  ihrer  Ecken  das  Doppelte, 
ihre  Kantenzahl  aber  das  Dreifache  ihrer  Eckenzahl  ist.  Da 
keine  andern  Werthpaare  für  x  und  y  müglich  sind,  so  ist  mithin 
ansere  obige  Behauptung  erwiesen» 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  bei  den  drei  betrach- 
teten Polyederklassen  der  Grösse  tp  jeder  Werth  von  der  Form 

<p  =  fiin 

beigelegt  werden  kann,  wo  sowohl  m,  als  n  ganze  positive  Zah- 
lea  sind,  welche  =  3  oder  >  3,  aber  nicht  <  3  sein  können.  Doch 
liUst  sich  hieför  wohl  nicht  leicht  ein  „strenger*'  Beweis  führen. 

Ans  unserer  Betrachtung  geht  auch  hervor,  dass  der,  so  viel 
mir  bekannt,  bis  jetzt  nur  von  dem  vor  einigen  Jahren  dahier  ver- 
storbenen Professor  Adam  Müller  in  einer  sonst  nicht  gerade 
rOhmenswerthen  Broschüre  „zur  Polyedrometrie'*  angezwei- 
felte Satz:  „es  sei  kein  Polyeder  möglich,  das  nur  von  Sechsecken 
begräuzt  wäre'S  durchaus  falsch  Ist. 
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XXX. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Minimumsflächen. 

Von 

Herrn  Doctor  A»  fVeiler^ 
Lehrer  der  Mntheiiiatik  an    der   höheren  Bärg^ersrhule   zu    Mannheim. 


Die  Bestimmang^  der  Fläche,  deren  Inhalt  sswiscben  gegebe- 
nen Grenzen  ein  Minimum  ist,  fGhrt  bekanntlich  auf  die  partielle 
Differentialgleichung 

(1  +9*)r  -'Ipqs  +  (1  +p«)f=:0, 

w'ofxu  abkürzend 

dz ^_         ^ ri*2   _        '^'^  _ 

dx^^'    rfy~^'    dx^^"^'    d^y-^*'    ^~* 

gesetzt  Ist.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  mit  zwei 
willkfihrlichen  Funktionen  ist  scbon  von  Monge  und  später  voo 
Legend re  in  einer  anderen  Form  gegeben  worden.  Die  Coor- 
dinaten  sind  aber  dadurch  jedesmal  imaginSr  ausgedrückt,  so  dass 
man  auch  den  willkuhrlicben  Funktionen  imaginäre  Formen  beizu- 
legen h^ty  um  zu  reellen  Coordinatenwerthen  zu  gelangen.  Eine 
derartige  Umwandlung  des  Willkührlichen,  was  in  dem  allgemei- 
nen Integral  vorkommt,  scheint  fär  ein  allzuschwieriges  Unterneh- 
men angesehen  zu  sein,  da  man  nicht  Anstand  nimmt,  zu  der 
partiellen  Differentialgleichung  zurückzukehren,  um  daraus  beson- 
dere Integralformen  in  reeller  Gestalt  zu  gewinnen.  Es  hat  sich 
bei  mir  die  Ueberzeugung  festgestellt,  dass  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  Differentialgleichung,  wenn  es  in  geschlossener  Form 
aufgestellt  ist,  als  das  Endziel  der  Arbeit  betrachtet  werden  darf, 
welche  der  Integration  zugewiesen  ist;  und  nur  schwer  kann  ich 
mich  dazu  entschliessen,  diesen  Vortheil  aufzugeben,  wenn  es  sich 
darum  bandelt,  die  Eigenschaften  des  Integrals  zu  untersuchen. 
In  dem  gegenwärtigen  Falle  hielt  ich  es  desshalb  für  gerathener, 
die  Umformung  des  allgemeinen  Integrals  der  partiellen  Dlfferen- 
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tialgleicbuDg  zu  versuchen.  Es  hat  sich  herausgestellt ,  dass  man 
drei  reelle  Coordinatenwerthe  daraus  ableiten  kann,  ohne  die  All- 
geroeinheit zu  beeinträchtigen.  Um  dies  zu  zeigen,  erlaube  ich 
mir,  auf  das  Integrations verfahren  zurückzukommen,  welches  ich 
in  dieser  Zeitschrift  (Tbl.  XXXIII.  8.316.)  eingeschlagen  habe.  Dies 
Verfahren  besteht  darin,  dass  man  die  allgemeinen  Werthe  der 
ersten  Differentialquotienten  Xx  und  ly  darstellt,  um  alsdann  die 
vollständige  Differentialgleichung 

dz  =  2^y  \  ixdx 

zu  integriren.  Die  partielle  Differentialgleichung  ist  dort  ange- 
schrieben in  der  Form: 

Zur  Berechnung  der  Werthe  z«  und  Zy  aber  sind  die  beiden  Glei- 
chungen 

aufgestellt,    worin   abkürzend 

gesetzt  ist»  Damit  dieselben  sich  vereinfachen^  hat  man  an  die 
Stelle  von  ix  mid  Xy  als  neue  Veränderliche  die  beiden  Funktio- 
nen eingeführt,  welche  sich  durch  die  Integration  der  Gleichungen 

(I  +  iy^)dzx  -  (Vsri:V^.Vl+Zy«+2,«)rfry  =  0 
ergeben.     Ich  schreibe  die  beiden  Integrale  hier  in  der  Form: 


TV^=n+i, 


'C, 


wo  c  die  willköhrliche  Beständige  ist.    Man  gebrauche  also  die 
neuen  Veränderlichen: 

^  p — . =  «  una  .       =  P« 
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Daraus  fiodet  man: 

^•=i(l-«)  und  5=i(l-ß); 

und  die  EliminatioD  von  zx  und  Zy  f^ibt  die  einfacheren  Gleicbongen: 

^^^  ikc^     2a      da 

und 

(c) 


d»  __  l-ß*  dx 
dß~     2ß    'dß' 


Man  eliminire  nun  y  zwischeD  (b)  and  (c),  und  es  «ntoteht 
^^=0.    Daraus  folgt: 

/      (1)  ^=v(a)  +  tf;(/J), 

wo  g>  und  «f;  willkfibrliche  Funktionen  sind.  Man  bat  damit  aber 
eine  der  beiden  endlicben  Gleichungen  aufgefunden,  wodurch  die 
allgemeinen  Wertbe  Zs  und  2t/  bestimmt  sind.  Um  die  andere 
Gleichung  darzustellen,  bilde  man  aus  (b)  und  (c)  die  vollständige 
Differentialgleichung : 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1)  erhält  man  daraus: 

(2)  y  =f^-^q>'(a)da+J^~^nß)dß' 

Es  ist  nun  zwar  unmöglich,  aus  der  allgemeinen  Form  der  Glei- 
chungen (])  und  (2)  die  Werthe  Zs  und  Zy  als  Funktionen  von  x 
und  y  zu  entwickeln;  allein  die  Integration  der  vollständigen  Dif- 
ferentialgleichung 

dz  =:  Zydy  -f  Zgdx 

iässt  sich  dennoch  für  alle  Fälle  ausfuhren,  indem  man>auch  z  als 
Funktion  von  a  und  ß  betrachtet.     Man  schreibt  desshalb: 

d^=^(Ty^  +  '.^da  +  (iy^p  +  z.fß)dß. 
Mit  Berficksichtigang  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  hat  man  auch: 

dz  =  Q^^^  +  *:r)  9'(«)  da+  Q^f-^  +  z^  *'(«  dß. 
Nun  findet  man  aber: 
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und  (lesshalb  die  vollständige  Differentialgleichung: 

Durch  die  Integration  erhält  man: 

Um  die  allgemeine  Gleichung  der  Minimumsflächen  als  Funktion 
der  drei  Coordinaten  Xy  y,  z  darzustellen,  wird  man  die  Differen- 
tialquotienten ix  und  Zy  zwischen  den  Gleichungen  (1)^  (2),  (3) 
eliminireo.  Die  Elimination  von  %%  und  2^  ßLllt  aber  zusammen 
mit  der  Elimination  von  a  und  j?.  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Minimumsflächen  ist  demnach  ausgedrückt  durch  'das  System : 
1.  2  =  9(a)  +  i/;(/3),  ^       . 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten,  wie  man  die  in  dem 
System  vorkommenden  willkührlichen  Grossen  umzuwandeln  habe» 
damit  drei  reelle  Coordinaten werthe  vorliegen.  Es  ist  leicht,  dies 
zu  bewerkstelligen.    Man  setze: 

g>(a)  =  <P(a)  +  V=:T.^(«), 

wo  <P  und  ^  reelle  Funktionen  sind.     Ferner  setze  man: 

a=o+V^.Ä,     ß  =  a-V^=l.b. 
Die  drei  Coordinaten  sind  dann  durch  reelle  Funktionen  von  a  und 
b  ausgedrückt.    Nachdem  man  diese  Substitutionen  gemacht  hat, 
kann  man   die  beiden   Gleichungen  2.  und  3*  auch  ersetzen  durch 
die  einzige  einfachere: 

4.  y  -  z  V=I  =y  \q>\u)da^fßyi>'{ß)dß. 

Denn  wenn  alle  Glieder  dieser  Gleichung  auf  die  eine  Seite  ge- 
bracht sind,  80  werden  sowohl  der  gemeinsame  Faktor  von  V — J, 
als  auch  die  äbrigen  Glieder  der  Gleichung  für  sich  gleich  Null 
zu  setzen  sein. 
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XXXI. 

Uebangsaafgaben  för  Schäler. 


Von  Herrn  Gustffv  Skrivan,  Direktor  der  öffentl.  Oberrealsehole  a.  d. 
Bauernmärkte  zu  Wien. 

Wenn  p  eine  Stammzahl  und 

ist,  wobei  Qyby  c^.^.k  Stammfaktoren  zu  {p  —  1)  bedeuten,  und 

bezeichnen  nti,  m^,  m^, ma  alle  diejenigen  zu   {p — 1)  priroen 

Zahlen,  die  <(p  — 1)  ^nd:  wie  viel  Binomien  zur  Summe  i  las- 
sen sich  aus  den  m  bilden,  wenn  t  aus  keinen  anderen  Primfak- 
toren  zusammengesetzt  ist  als  wie  {p — I). 


Von  Herrn  Doctor  O.  Boklen   in   Sulz   im  Königreich    Wärtern b erg. 

1)  Man  ziehe  durch  einen  Punkt  M  einer  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt O  ist,  die  Normale,  welche  die  grosse  Axe  in  N  und 
die  Verlängerung  der  kleinen  Axe  in  N*  schneidet,  so  ist  die  Grosse 

.  VMNjüN' 

gleich  dem ,  dem  Halbmesser  OM  konjugirten  Semidiameter  (oder 
Halbmesser)  der  Ellipse. 

2)  Man  trage  auf  der  Normale  eines  Punkts  einer  Ellipse  nach 
beiden  Seiten  hin  Stücke  ab  gleich  dem  konjugirten  Halbmesser 
dieses  Punkts,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stucke  auf  den 
Umfangen  zweier  Kreise,  welche  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  mit 
zwei  Halbmessern  beschrieben  werden,  gleich  der  Differens  und 
gleich  der  Summe  der  Halbaxen  der  Ellipse. 
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3)  Das  Produkt  zweier  Brennstrahlen  (der  von  einem  Punkte 
der  Ellipse  nach  den  Brennpunkten  gezogenen  Linien)  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  konjugirten  Halbmessers  des  betreffenden  Punkts. 

4)  Das  Produkt  aus  der  grossen  uod  kleineu  Halbaxe  und  dem 
Krummungsbalbniesser  eines  Punkts  der  Ellipse  ist  gleich  dem 
Cubus  des  konjugirten  Halbmessers  dieses  Punkts. 

5)  Zieht  man  an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  einer  Ellipse 
die  Tangenten»  wp*«!he  die  Tangente  eines  Punkts  M  derselben 
in  h  und  U  schneiot>n,  so  ist  die  Grosse 

yrWLTMiJ 

gleich  dem  konjugirten  Halbmesser  von  M, 

6)  Das  Produkt  derjenigen  zwei  Abschnitte  auf  der  Tangente 
eines  Punkts  der  Ellipse,  uelche  zwischen  diesem  Punkt  und  den 
Durchschnitten  mit  den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  sind, 
ist  gleich  dem  Quadrat  des  konjugirten  Semidiameters  des  Punkts. 

7)  Die  Punkte  L  und  V ^  die  beiden  Brennpunkte  und  die  in 
2)  genannten  Punkte  liegen  auf  Einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
der  Durchschnitt  von  der  Tangente  des  Punkts  ^^  mit  der  Ver- 
längerung der  kleinen  Axe  Ist. 

8)  Das  Produkt  aus  dem  Abstand  des  Mittelpunkts  der  Ellipse 
von  der  Normale  eines  Punkts  derselben  und  dem  zwischen  den 
Verlängerungen  der  Axen  enthaltenen  Stuck  der  Tangente  die- 
ses Punkts  ist  gleich  der  Differenz   der  Quadrate  der  Halbaxen. 

Die  Tangente  eines  Punkts  M  der  Ellipse  werde  von  den  Ver- 
längerungen der  grossen  unfl  kleinen  Axe  in  T  und  V  geschnit- 
ten, und  P  sei  der  Fusspunkt  des  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tan- 
gente geßillten  Perpendikels,  so  ist 

9)  MT  .PT  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  Halbaxe, 
MT.PT  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe. 

O  sei  der  Mittelpunkt  und  N,  N'  die  Durchschnitte  der  Normale 
mit  den  Axen  (wie  oben),  so  ist 

10)  OP.MN  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe, 
OP,  MN'  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  Halbaxe. 

11)  Das  VerhSitniss  M1S:MN'  ist  also  konstant. 

12)  Die  Projektion  der  Linie  MN  auf  einen  Brennstrahl  ist 
gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe ,  dividirt  durch  die  grosse 
Halbaxe. 

13)  Die  Projektion  der  Geraden  il/iV'  auf  einen  Brennstrahl 
ist  gleich  der  grossen  Halbaxe. 
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Man  bestimme  aaf  dem  Umfange  der  Ellipse  denjenigen  Pnokt, 
dessen  Krflmmungskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat,  so 
findet  man  für  denselben  folgende  Eigenschaften : 

14)  Der  Abstand  seiner  Normale  vom  AI ittelpankte  der  Ellipse 
ist  gleich  der  Differenz  der  Halbaxen  der  Ellipse. 

15)  Dieser  Abstand  ist  grösser  als  derjenige  der  Normale 
irgend  eines  andern  Punktes  der  Ellipse. 

16)  Das  zwischen  den  Axen  enthaltene  StGck  seiner  Tangente 
ist  gleich  der  Summe  der  Halbaxen. 

17)  Dieses  Stfick  ist  grösser  als  bei  irgend  einem  andern 
Punkt  der  Ellipse. 

18)  Der  zfrischen  diesem  Punkte  und  der  Verlängerung  der 
kleinen  Axe  enthaltene  Abschnitt  der  Tangente  ist  ^eich  der 
grossen  Halbaxe  der  Ellipse ;  der  andere  Abschnitt  der  Tangente, 
welcher  zwischen  dem  genannten  Punkte  und  der  Verlängerung 
der  grossen  Axe  enthalten  ist,   ist  gleich  der  kleinen  Halbaxe. 

19)  Zieht  man  Tom  J\1ittetpunkte  auf  die  Tangente  des  Punkts 
ein  Perpendikel,  so  wird  dadurch  das  zwischen  den  Verlängerun- 
gen der  Axen  enthaltene  Stück  der  Tangente  in  zwei  Abschnitte 
getheilt,  gleich  der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

20)  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  ent- 
sprechenden Kriimmungskreises  Parallelen  mit  den  Axen,  so  ist 
das  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene  Stuck  der  Tangente 
des  Punkts  gleicih  der  Summe  der  Halbaxen.  Der  Punkt  selbst 
theilt  dieses  Stdck  seiner  Tangente  in  zwei  Abschnitte,  gleich 
der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

21)  Der  Halbmesser  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Krum- 
mungskreises ,  die  Entfernung  seiner  Tangente  vom  Mittelpunkte, 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  dem  nach  diesem 
Punkte  gezogenen  Halbmesser  konjugirt  ist,  sind  einander  gleich. 

Bestimmt  man  auf  dem  Umfange  des  Quadranten  der  Ellipse 
zwei  (zusammengehörige)  Punkte  so,  dass  das  Produkt  der  ihnen 
entsprechenden  Krümmungskreise  gleich  dem  Quadrat  des  Inhalts 
der  Ellipse  ist,  so  ergeben  sich  ftir  diese  Punktenpaare  nach- 
stehende Eigenschaften : 

22)  Die  Abstände  ihrer  Normalen  vom  Mittelpunkte  sind  ein- 
ander gleich. 

23)  Diejenigen  Abschnitte  ihrer  Tangenten,  welche  zwischen 
den  Verlängerungen  der  Axen  liegen,  sind  auch  einander  gleich. 
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24)  Zieht  man  durch  den  Einen  Punkt  Parallelen  mit  den 
Axen,  80  wird  dadurch  daa  zwischen  den  Verifingeruogen  der 
Axeo  enthaltene  Stuck  der  Tangente  des  andern  Punkts  in  drei 
Abschnitte  getheilt^  wovon  die  zwei  äussern  beziehlich  gleich  den 
Haibaxen  der  Ellipse  sind. 

25)  Dasjenige  Stfick  der  Tangente  des  Einen  Punkts,  wel- 
ches zwischen  demselben  und  der  Verlängerung  einer  Axe  liegt, 
ist  gleich  dem  Stuck  der  Tangente  des  andern  Punkts^  welches 
zwischen  dem  vom  Mittelpunkt  darauf  gefällten  Perpendikel  und 
der  Verlängerung  der  andern  Axe  enthalten  ist 

26)  Das  Produkt  der  Abstände  des  Mittelpunkts  von  den  Tan- 
genten zweier  solchen  Punkte  ist  konstant  und  gleich  dem  Pro- 
dukte der  Haibaxen. 

27)  Das  Produkt  derjenigen  zwei  Halbmesser  der  Ellipse, 
welche  den  nach  diesen  Punkten  gezogenen  Halbmessern  konju- 
girt  sind,  ist  konstant  und  ebenfalls  gleich  dem  Produkte  der 
Haibaxen. 

28)  Das  Produkt  derjenigen  Abschnitte  der  Tangenten  von 
zwei  solchen  Punkten,  weiche  zwischen  ihnen  und  den  Verlänge- 
rungen der  kleinen  (grossen)  Axe  liegen,  ist  konstaut  und  gleich 
dem  Quadrat  der  grossen  (kleinen)  Halbaxe. 

20)  Das  Produkt  derjenigen  Abschnitte  der  Tangenten  von 
zwei  solchen  Punkten,  welche  zwischen  den  vom  Mittelpunkt  der 
Ellipse  darauf  gezogenen  Senkrechten  und  den  Verlängerungen 
der  kleinen  (grossen)  Axe  liegen,  ist  konstaot  und  gleich  dem 
Quadrat  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe. 

30)  Das  Produkt  der  Abschnitte  von  den  Normalen  zweier 
solchen  Punkte,  welche  zwischen  denselben  und  der  grossen  (Ver- 
längerung der  kleinen)  Axe  der  Ellipse  liegen,  ist  konstant  und 
gleich  der  dritten  Potenz  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe,  dividirt 
durch  die  grosse  (kleine)  Halbaxe. 

Eine  Gerade  ist  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhältniss 
getheilt,  wenn  sich  der  kleine  Abschnitt  zum  grossen  Abschnitt 
verhält,  wie  dieser  zur  ganzen  Linie.  Bei  den  AJten  hiess  diese 
Theilung  9,der  goldene  Schnitt.'*  Theilt  man  sämmtliche  Ordina- 
ten  eines  Kreises  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhältniss,  so 
dass,  wenn  z.  B.  m  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  mn  die  Ordinate 
und  M  der  Theilpunkt,  die  Proportion  stattfindet: 

80  liegen  die  Theilpunkte  M  auf  einer  Ellipse,  welche  besondere 
Eigenschaften  hat,  von  denen  einige  hier  angeführt  sind: 


Digitized  by 


Google 


364  üebungsaufgaöen  für  Schüler. 

31)  Die  Differenz  der  beiden  Haibazen  ist  gleich  der  Seite 
des  dem  gr<^en  Axenkreia  (dessen  Durebmesser  die  grosse  Axe 
der  Ellipse  ist)  einbeschriebenen  Zebnecics. 

32)  Die  Seite  des  dem  grossen  Axeiikreis  einbeschriebenen 
Fünfecks  ist  so  gross  als  die  halbe  Seite  das  diesem  Kreis  um- 
schriebenen FSnfecks  and  die  Seite  des  dem  kleinen  Axenkrei« 
(dessen  Durchmesser  die  kleine  Axe  der  Ellipse  ist)  einbeschrie- 
benen Zehnecks  zusammen. 

33)  Der  Punkt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse,  dessen  Krum- 
mungskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat,  besitzt  folgende 
EigenthQnilichkeiten : 

a.  Der  Halbmesser  seines  Krumniungskreises,  der  Abstand 
seiner  Tangente  sowohl,  als  auch  seiner  Normale  vom  Mittelpunkte, 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  dem  nach  diesem  Packt 
gezogenen  konjugirt  ist,  sind  unter  einander  gleich  und  so  gross 
als  die  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Zebnecks. 

b.  Die  Tangente  dieses  Punkts  bildet  mit  den  (Verlängerun- 
gen der)  beiden  Axen  der  Ellipse  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Catheten  beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  gros- 
sen Axenkreis  einbeschriebenen  Ffinfecks  und  gleich  der  halben 
Seite  des  diesem  Kreise  nnibescbriebenen  Fünfecks  sind. 

c.  Dasjenige  Stuck  der  Normale  dieses 'Punkts,  welche« 
zwischen  demselben  und  dem  Durchschnitt  mit  der  grossen  Axe 
liegt,  ist  gleich  der  Seite  des  dem  kleinen  Axenkreis  (dessen 
Durchmesser  die  kleine  Axe  ist)  einbeschriebenen  Zehnecks. 

d.  Die  Normale  dieses  Punkts  bildet  mit  den  Axen  (oder 
ihren  Verlängerungen)  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Cathe- 
ten beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis 
einbeschriebenen  Fünfecks  und  gleich  der  halben  Seite  des  die- 
sem Kreis  umschriebenen  Fünfecks  sind.  Die  beiden  Segmente 
der  Hypotenuse  sind  gleich  den  Halbaxen  der  Ellipse. 

,e.  Der  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Kruni* 
roungskreises  lifigt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse;  wir  nennen  ihn  E. 

34)  Der  Punkt  E  der  Ellipse  bat  folgende  Eigenschaften: 

a.  Der  nach  ihm  gezogene  Halbmesser  der  Ellipse  ist  gleich 
der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Zehnecks. 

b.  Er  tbeilt  dasjenige  Stück  seiner  Tangeute,  welches  zwi- 
schen den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  ist,' in  zwei  Theile, 
wovon  der  Eine  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  ein- 
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beschrMbeoeii  Qoadrats  Ist,  wSbrend  der  Andere  gleich  der  Seite 
des  dem  tcleioen  Axenkreise  eiobeschriebenen  Quadrats  ist. 

c.  Seine  Tangente  bildet  mit  den  verlSngerten  Axen  der  Ellipse 
ein  Dreieclc,  dessen  kleine  Catbete  gleich  der  Seite  des  dem 
kleinen  Axenkreis  einbescbriebenen  Zebnecks  ist. 

d.  Das  recbtwiijklicbe  Dreieck^  welches  die  Tangente  dieses 
Punkts  mit  den  verlängerten  Axen  bildet,  ist  kongruent  dem  Drei- 
eck, welches  die  Normale  desselben  mit  den  Axen  bildet. 

35)  Die  Tangente  des  in  33)  genannten  Punkts  (dessen  Krum- 
mungskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat)  schneide  die  Ver- 
längerung der  kleinen  Axe  in  T  und  diejenigen  zwei  Tangenten 
der  Ellipse,  welche  dieselbe  in  den  Endpunkten  der  grossen  Axe 
berühren,  in  L  und  X',  so  ist  TLzz:  TL'  =,  der  Seite  des  dem 
grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Fünfecks.  Beschreibt  man 
von  T  als  Mittelpunkt  mit  dieser  Linie  als  Halbmesser  einen  Kreis, 
so  geht  derselbe  durch  die  beiden  Brennpunkte,  dufch  E,  und 
schneidet  die  Verlängerung  der  kleinen  Axe  in  demselben  Punkte 
mit  der  Tangente  von  £. 


XXXII. 

M  i  8  c  e  I  1  e^n. 


Der  eigentliche  Erfinder  des  sogenannten  VSlIer- 
schen  Satzes.    M.  s.  Archiv.  Tbl.  XXXI.  Nr.  XXVII.  S.  449. 

Durch  einen  verehrten  mathematischen  Collegen,  dessen  Wahr- 
heitsliebe ausser  allem  Zweifel  ist,  bin  ich  unter  dem  31.  März  1862 
in  Kenntniss  gesetzt  worden,  dass  der  im  Archiv.  Tbl.  XXXI. 
Nr.  XXVil.  S.  449.  zuerst  publicirte  und  dann  auf  verschiedene 
Arten  bewiesene  sogenannte  Voller 'sehe  Satz  von  Herrn  Mu- 
bius  in  Leipzig  gefunden  worden  und  durc;h  eine  Verkettung 
besonderer  Umstände  zur  Kenntniss  des  nun  bereits  verstorbenen 
Voller  gelangt  ist.  Wenn  dieser  Letztere  sich  auch  jetzt  nicht 
mehr  verantworten  kann,  so  nehme  ich  doch  nicht  den  geringsten 

Theil  XXXVill.  24 
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Anstand^  die  knir  gemflcbt^  Mitlb^Hung  nach  dem  be»tinmt  gefes 
mich  aasf^e^proehenen  Wuoathe  zu  veroffeDtlieben»  da  deren  Rich- 
tigkeit durch  mehrere  in  jeder  Beziehung  wahrheitsliebende  und 
buchst  achtbare  Mathematiker  verbürgt  werden  kann,  die  aoch 
über  die  Art  und  Weise,  wie  Völler  zu  der  Kenntniss  des 
8atzes  gelangt  ist,  vollständig  Auskunft  zu  geben  im  Stande  sind 
und  mir  zu  geben  die  Güte  gehabt  haben.  Namen  zu  iienneo  ist 
ao  lange  unnuthig,  al«  nicht  sonatige  Reclamatienen  eingehen,  an 
so  mehr,  weil  Mobius  bei  seiner  grossen,  allgemein  bekannte! 
Bescheidenheit,  —  der  jedesmaligen  Begleiterin  grossen  wUmd- 
schaftlichen  Verdienstes,  —  es  verschmäht  hat,  selbst  einen  Schritt 
zu  tbun,  um  sich  den  Besitz  des  Satzes,  der  also  von  jetzt  an 
nicht  mehr  der  Vüller'sche,  sondern  der  Mubius'scbe  Satz 
beissen  wird,  zu  sichernr  Mir  hat  es  besondere  Freude  gemacht, 
Vorstehendes  im  Interesse  eines  der  verdientesten  deutschen  Mathe- 
matiker hier  veröffentlichen  au  können« 

Greifswald  den  2.  Mal  1802.  Grunert. 


Von   dem   Heran  ig  eher. 

Ich  habe  früher  mehrmals,  auch  In  diesem  Archive,  darauf 
hingewiesen,  das«  die  Bezeichnung  6in^q>  statt  sin 9*  n.  s.  w.  eine 
ganz  verfehlte,  ja  selbst  schädliche  sei,  und  den  Wunsch  aas- 
gesprochen, dass  man  sich  derselben  ganz  enthalten  mOge.  Es 
scheint  nicht,  dass  meine  Worte  Beachtung  gefunden  haben. 
Deshalb  freu*t  es  mich  um  so  mehr,  dass  Gauss  In  einem  Briefe 
an  Schumacher*)  den  meinigen  ganz  ähnliche  Ansichten  aus- 
spricht; und  da  vielleicht  die  Worte  dieses  grossen  Mathemati- 
kers mehr  fruchten  als  die  meinigen,  so  theile  ich  dieselben  nacii- 
stehend  mit.  Unter  dem  23.  September  1839  schreibt  Gauss 
an  Schumacher: 

„Aehnliches  gilt  von  der  Schreibart  Bin^ip,  Ich  finde  diese 
Schreibart  aller  Analogie  zuwider,  da  die  Analogie  sonst  ein  an 
die  Spitze  gesetztes  ^  als  eine  Abkürzung  für  doppeltes  Schrei- 
ben des  nächst  vorhergehenden  erfordert**),  also  8\n*<p^sw(8\n(p), 
Die  Schreibart  sin^  wird  allerdings  von  angesehenen  Namen  ge- 


*)  M.  s.  den  kürzlich  erschienenen  dritten  Band  des  Brief  Wech- 
sels zwischen  C.  F.  Gnuss  nnd  H.  C.  Schnniaeher.  Ueraas- 
gegeben  von  C.  A.  F.  Peters.    Altena  1861.    S.  992. 

**)  Ich  selbst  habe  früher  schon  oft  genug  an  JJf^siJ^p^  8dp:^B*9t 
n.  a«  w.  erinnert.  G« 
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braoeht»  wie  Laplace  uod  Poisson  *),  und  ist  an  sieb  gut  ge- 
meint» neiiilich  einer  falacbep  Interpretation  vorzubeugen»  damit 
man  das,  ivas  (sing?)*  sein  soll»  nicht  als  ein  sin (97)*  verstebe, 
wenn  man  sin  qfl  scblechthin  jBcbreibt.  Aber  unter  1000  Fällen  kommt 
die  letztere  Bedeutung  nicht  Einmal  vor,  es  kann  gewiss  ein  Miss- 
verständniss  nie  eintreten,  und  wo  ein  solches  denkbar  wäre,  ist 
es  weit  besser,  durch  eine  Parenthese  (wie  oben)  vorzubeugen, 
nis  eine  durchaus  axiaiogiseb  unrichtige  Schreibart  jinzu- 
wenden.  Ich  erinnere  mich,  dass  Her  sc  hei  sich  auch  einmal 
nacbdröcklicb  gegen  die  Schreibart  sin '9  erklärt  hat.  B  es  sei, 
der,  wie  mir  scheint,  auf  correctes  Formelnscbreiben  etwas  hält, 
schreibt  meines  Wisseos  nie  so. ^ 

Mochten  doch  diese  Worte  des  grcissten  deutschen  Mathe- 
matikers  dazu  dienen»  dass  die,  welche  auf  diesen  letzteren  Namen 
aach  Anspruch  zu  machen  Recht  zu  haben  glauben»  sich  die  in 
Rede  stehende  ganz  unnütze  und  überflflssige,  .ja,  wie  ich  früher 
deutlich  dargelegt  zu  haben  glaube»  selbst  schädliche  Nachäfferei 
der  Franzosen,  —  bei  aller  Achtung  vor  denselben  als  Meister  in 
unserer  Wissenschaft,  —  endlich  abgewohnten.  Die  Sache  ist 
gar  nicht  so  unwichtig,  wie  sie  auf  den  ersten  Anblick  zu  sein 
scheint»  und»  was  den  Unterricht  auf  der  Schule  betrifft,  so  wäre 
sehr  zu  wünschen,  dass  besonders  hier  auf  irgend  eine  Weise 
eine  Uebereinstimmung  herbeigeführt  und  die  Schreibart  sin*^ 
ganz  abgeschafft  würde. 


Beweis  des  bertihmten  Ausdrucks  von  Wallis  für  «. 

Von  dem  Heraaa^eber. 

Als  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  bestimmten  Integrale 
mag  sich  der  folgende  Beweis  des  von  Wallis  gegebenen  Aus- 
drucks für  7c  empfehlen,  ' 

Nehmen  wir  den  Bogen  x  zwischen  0  und  in,  so  ist 


SM14? ^  VI  —  cosar*, 
und  folglich 


4} 

Nun  ist  aber; 


/      9\nxdx^=^  j      dxSTl-^eoßx^* 


•)  In  Fraakcelch  aügemeia.  ^G. 
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j  »luxdx^z — cosd?^   also     /       siD:r8jr=I* 

Ferner  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze,  dessen  Anwendung 
hier  ^erstattet  ist*),  wenn  wir  die  Binomial-Coefficienten  auf  be- 
kannte Weise  bezeichnen: 

V^l— co8a;«=l  — (4)i  co8a?*+  (4)BC08Är*— (i)aC08a:«+...., 
also  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung: 

1      Sa^Vl-cosa?« 
=  r^dx-(i)ij     cosai^dx+(i)%J     co«a«a;-(i)8  /** co»«%: 

0  0  o  o 

*l-    •  •  •  • 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformel  ist  aber: 

/^^        sinarcoso:««-!   ,  2«— 1  /*  ^  .^ 

cosa?^8ar= j^ +     2n     /   «'•o««*""*3«» 

und  folglich: 

n  n 

/a  2n  —  1    /•  * 

co8:r*»3a:  =  — ä-— -  #   '  cosa:*»-«3a:, 

0  o 

also  durch  snccessive  Anwendung  dieser  Formel: 

/2  2ii  — 1  /•* 

cos  ar**  3a:     =  — ö —  /      cos  o?*"-*  8j:, 

O  0 

—  ^ 

/*  2«— 3    /** 

cosa-*»-^a:=5— -^    /      cosx*»"*8jr, 

O  0 

IL  ^ 

/«  2n 6   /*• 

C08a:*"-*öa;=5— -j  /     co8ar*"-*8a?. 


0 

U.  8.  W. 

n  n 


I      cosa:*3a?  ==  I  /      cosa?*9:r*  /      G08:r%d?=|  /      8«; 

0  <>  O  0  - 

*)  II.  8.  ArchiT.  Tbl.  VIII.  S.  804.  B.  L  and  U  IL.S. 
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folglich,    weoD  man  auf  beideo  Seiten  multifilicirt  nnd.  apfhebt, 
waa  sich  aufheben  lAsst,   weil 


/ 


ist: 


/^         ^-        1.3.5.7....(2«-1)   % 
cM««-ar=      2.4:6.8....2« 1 

o 
Führt  man  nnn  dies  in  den  obigen  Aasdruck  Ton 


ein,  so  ergiebt  sich: 


/ 

o 

/ 


8j:V1— cosj:* 


11  11ß  1*1157 

=  2  U  — (i)i. !  +  (*)«. 2^- (i)«. 27475  +  (*)«-27iio '* 

NaD  ist  aber: 

l-(4)i.*=l-4*  =  0' 

1      m    ij.m    1.3_J-3        »     '»«^^  1.      1.3.3.8 

1  — (*)i.*  +  (*)«.2:^-(.)i-574:B  -  2.2.4.4""  OTB'äTO 

1.3.3.6^,        I        1.3.3.6.6.7 
"^2. 2.4.4^'  ■*«.6^~2. 2. 4.4.6.6' 

1 -(i),  .*  +  (*)..|i|-(4V2^+C4)*  •  O-Xi 
_  1.3.3.6.6.7       1.3.8     1.3.8.7 
■"2.2.4.4.6.6     2.4.6.8*2.4.6.8       " 
1.3.3.8.6.7.,,       1        1.3.3.6.6.7.7.9 
—2. 2.4.4.6.6*^* ""578'"  2.2.4.4.6.6.8.8'  .    . 

wo  nun  schon  erhellet,  wie  man  aaf-  diese  Art  weiter  (toben  kann, 
die  Art  der  Anweodnng  der  bekannten  BerDonlli'sehen  ScUosa- 
woiae  nach  flb  sidi  klar  tat 
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Setzen  wir  nan 

1.3     „,    1.3.8  .  „,    1.3.8.7 

S  =  l_(i)i.4+(J),.5^-(i)..274:6  +  ^*>*-2X6:8--" 

Qod 

so  ist  nach  dsm  Vorhergehenden: 

l.3.3.g 
*»- 2.2.4.4' 

1.3.3.8.8.7 
^-2.2.4.4.6.6' 

1.3.3.8.8.7.7.9 
**--2.^.4.4.«.6.8.8' 


n.  8.  w. 


also; 


„       1.3.3.8.!S.7....(2it^l)(2A-l)(2it+l) 
*»  =  — 2.2.4.4.6.6....  (2*-2).2A.2*       ' 

nnd  folglich: 

„     ,.    1.3.3.8.8.7....  (2A-l)<2*-l)0m-i) 
*= »''"'      2.2.4.4.6.6....(2Ä— 2).2Ä.2* 

fBr  ein  in's  Unendliche  wachsendes  A. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen : 

/F        , 5     »_.    1.3.3. 8.8.7....  (2;t-l)(2it-l)(2*+l) 
SarVT^osa^sjLim 2.2.4.4.6.6..  (2i-2).2il.2A     ' 

o 

und  folglich«  w^il 

/**  8Ul«8«=S y        a^jVl— C08Ä« 

Qod  dag  erste  dieser  beiden  Inte^le  die  £ipbeit  ict: 
aleo: 
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»_,.  2.2.4.4.6.6.^(2ifc~2).2A.2ifc 

?~'^'"'l.3.3.6.6.7....(2ifc-l)(2ifc-l)C2Ä+l)' 

immer  anter  der  Voranssetznng,  das«  k  in's  Unendliche  «riebst. 

Setst  man: 

-_  2. 8.4.4.6.6....  (2A—2).2it.2ife 

"— 1.3.3.Ö.6.7....(2*-l)(2A-l)Ci*+l)' 

2.2.4.4.6.6  ...2Jt.(2A-t-2)(2ife-f2) 
'^*— 1.3.3.8. 6.7....  (2*  +  l)(2A+l)(2A+3)' 

so  ist: 

(2A  +  2HM.+  2) 

'^*"(2Ä+l)(2il  +  3)'^' 

aber: 

(2*+2)(2i+2)  =  |(2A  +  l)  +  in(2*  +  3)-U; 

und  folglich : 

(2*+2)  (24+2)=(2A  +  l)(2ife +3)  + 1, 
also 

(2* + 2)  (2*  +  2)  >(2Ä  + 1)  (2*  +  3), 
daher  immer 

80  daM  also,  wenn  k  Wb  Unendliche  wuchst,  sich  immer  Pk  im 
Wachsen  der  tiränze  ;t  nähert« 
WeH 

»t,  so  ist: 


^         (2A+1)(2A43)  +  1^ 
^^^"^    (2*+I)C2A+3)     ^ 


(2Ä+l)(2Ä+3)^ 
and  der  Unterschied  Pk-^i^Pu  nimmt  also  sehr  schnell  ab,  weil 

7t 

Pk  niemals  grösser  als  ^    >st. 

(Ein  anderer  Beweis  nftchstens.) 


Anfrage  nnd  Anfforderang« 
Von  Herrn  Profefsor  Dr.  Wittitein  in  HaonoTor. 
Die  Erfindung  des  Stereoskops  bietet  für  den  Unterricht  in 
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der  Stereometrie  und  descriptiTen  Geometrie  ein  so  iehStzbares 
HOlfsmittel»  dans  dasselbe  heutiges  Tages  nirgends  mehr  fehlao 
sollte.  Nicht  nur  ersetzt  es  in  vielen  Fällen  eine  Modellsamm- 
long,  sondern  fQr  gewisse  Fälle,  insbesondere  (&r  Linear- Con- 
structionen,  leistet  es  noch  ein  Erhebliches  mehr.  Ich  selbst  habe 
mir  eine  kleine  Gruppe  stereoskopischer  Zeichnungen  fOr  deo 
genannten  Zweck  theils  selbst  angefertigt,  theils  unter  meiner 
Leitung  anfertigen  lassen  und  davon  die  besten  Erfolge '  gehabt. 
Da  aber  die .  Herstelluhg  solcher  Zeichnungen  sehr  zeitraubeiid 
ist,  so  er|au|>e  ich  niir  hierdurch  die  Anfrage: 

Ob  vielleicht  schon  irgendwo  Sammlungen  stereoskopl^ 
scher  Zeichnungen  fKr  Stereometrie  und  descriptive  Geo- 
metrie käuflich  zu  haben  sind? 

Ich  zweifele  nicht  daran ,  dass  der  Herr  Heransgeber  de« 
Archivs  jeder  Mittheilung  hierüber,  bei  dem  allgemeinen  Interesse, 
welches  die  Sache  ohne  Zweifel  hat,  gern  einen  Raum  vergön- 
nen wird  *)• 

Sollten  solche  käufliche  Sammlungen  noch  nicht  ezistireiiy 
wie  ich  fast  befiirchte,  so  miichte  ich  die  Aufforderung  an  alle 
Diejenigen,  welche  dazu  geneigt  sind,  hinzufügen,  eine  solche 
Sammlung  der  Oeffentlichkeit  nicht  vorzuenthalten.  Sie  werden 
sich  dadurch  gewiss  von  vielen  Seiten  Dank  erwerbeii.  Die 
ZeichnoDgen  mfissen  natürlich  streng  nach  den  Regeln  der  Per- 
spective entworfen  werden.  Nach  meinen  Erfahrungen  nehme  ich 
die  Distanz  der  beiden  Augenpunkte  zu  60  Millimeter,  so  dass 
jedes  der  beiden  Bilder  durch  ein  Quadrat  von  gleichfalls  60  Mm. 
Seite  eingerahmt  wird.  Der  Abstand  des  Auges  vom  Tableaa 
kann  gleichfalls  zu  60  Mm.  angenommen  werden.  Die  parallactiscbe 
Verschiebung  der  beiden  Bilder  muss  mindestens  5  Mm.  betragen, 
so  dass  die  gleichlautenden  Punkte  der  beiden  Grundrisse  und 
Aufrisse  höchstens  55  Mm.  von  einander  entfernt  sind.  Doch 
*will  ich  durch  diese  Andentungen  anderweitigen,  vielleicht  besse- 
ren Erfahrungen  nicht  vorgreifen. 


*)  Venteht  sich  von  selbst. 


Digitized  by 


Google 


Grüner  t:  Relai,  %mischen  den  Seiten  u.  Diapon,  Jedes  Vierecke.  373 


XXXIII. 

Ueber  die  zwischen  den  Seiten  und  Diagonalen  eines 
jeden  Vierecks  Statt  findende  Relation« 

dem   Herausgeber. 


Indem  vieles  Schöne  enthaltenden  Cambridge  and  Dublin 
mathematical  Journal  stiess  ich  neulich  in  einer  älteren  Num- 
mer (No.  XVI.  May  1848.  p.  150.)  zufällig  auf  eine  ganz  kurze 
beiläufige  Notiz  über  eine  von  Herrn  Salnion  herrührende  Ab- 
leitung der  zvFischen  den  Seiten  und  Diagonalen  eines  jeden  Vier- 
ecks Statt  findenden  Relation,  ohne  alle  weitere  Angabe  des  Orts, 
wo  dieselbe  sich  findet.  Dadurch  wurde  ich  zu  den  folgenden 
Betrachtungen  und  Rechnungen  veranlasst,  welche  ich  hier  mit- 
tbeile^.  weil  ich  den  Gegenstand  für  bemerkenswerth  und  —  wenn 
auch  allerdings  schon  bekannt  —  doch 'weitere  Bekanntwerdung 
im  Interesse  des  Unterrichts  verdienend  halte,  wobei  es  sich  von 
selbst  versteht,  dass  das  Verdienst  der  Erfindung  ganz  Herrn 
Salmon  gebfihrt. 

In  etwas  allgemeinerer  Auffassung  als  die  blosse  Betrachtung 
eines  Vierecks  zulässt^  wollen  wir  uns  ein  beliebiges  Dreieck 
JßC  denken,  und  die  Seiten  BC^  CA,  AB  desselben  wie  ge- 
wöhnlich respective  durch  a,  bj  c  bezeichnen.  Tritt  nun  zu  den 
drei  Punkten  A,  B ,  C  ein  beliebiger  vierter  Punkt  D  hinzu,  so 
sollen  dessen  Entfernungen  DAj  DB,  DC  von  den  Punkten  A^ 
ß,  C  respective'  durch  a,  |3,  y  bezeichnet  werden.  Wird  die 
Figur  AB  CD  als  ein  Viereck  aufgefasst,  so  sind  a,  c,  a,  y  die 
Seiten  und  6,  ß  die  Diagonalen.  Die  VS^inkel  ADB ,  BDC, 
CDA  in  den  eben  so  bezeichneten  Dreiecken  sollen  respective 
durch  x,  ißy  z  bezeichnet  werden. 

Thcil  XXXVIII.  25 
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Nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  findet  zwischen  drei 
beliebigen  Winiceln  oder  Bogen  x,  y,  z  immer  die  Gleicbaog 

1  —  cos  a;* — cosy*  —  cos  2*  +  2  cos  x  cosy  cos  z 

=  4sini{ar  +  y  +  2)8ini(— ar+y  +  2)sini(a:— y  +  t)sini(a:+3f— 2) 

Statt;  im  vorliegenden  Falle  ist  aber   offenbar   immer  eine  der 
Gleichungen 

^  +  y+«  =  360<>,     — a:+y  +  z  =  0,    a:— y  +  2  =  0,    x+y  —  z^Q 

erfQllt»  also  nach  der  vorstehenden  allgemeinen  Relation: 

l — cosj:*— cosy*— co82®+2cosa;co8^cos2  =  0. 

Weil  nun  nach  einer  bekannten  Grund formel   der  ebenen  Trigo- 
nometrie 

^^*^= 25^ '      ''''^^^ 2ß^ '     '^''^^^        2i^S 

ist,  so  erhält  man  ans  dem  Vorhergebenden  unmittelbar  die  fol- 
gende Relation: 

^■^        4a«/5»  AßY  4y«a«  / 

+  4a«/5«y«  J 

oder: 

4««/J«y«— (/5»+y«—  a«)«««- (/•+«« - 6a)«/3«— («2+/5«-c*) V  \ 

welche  sich  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  lässt. 

Mittelst  leichter  Rechnung  leitet  man  aus  dieser  Gleichung 
die  folgende  ab: 

4««^2y2  — (/3*  +  y«)»a«+2(/5»+y»)a«a«-a«a4 

-  (y«+  a«)«/3«  +  2(y«+ a«)/3«6«-ß2Ä* 

-(/^+y*)(y»+«*)c« 


=  0, 
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Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  flbersieht: 


und 


also: 


Ferner  ist,  wie  man  eben  so  leicht  sogleich  findet: 

2(y*+««)/5»-(«*  +  /5«)(ß«  +  y2)  =  (^-y«)(««^jS«), 

2(««  +  /S»)y«-(P«+y*)(y«  +  «»)  =  (y«  -  «*K/3«-y«). 
Endlich  ist  offenbar: 

— «V— /W*-y»c* 

+  («•  +  ß^)a%*  +  (/^  +  y«)*  V  +  (y«  +  a'^)d^a* 
.       =     a«a«(— a«+6*+c«) 

+  y«c«(a«+6«— c*). 

AUo  hat  man  die  folgende  Relation: 

(«•-  /3«)(7«-««)oH(/5«~y«)(«*-iJ*)6*+(y»-«»)05»-y*)c«  \ 
+  «*a«(— aa+6«+c»)  +  /5«6«(a«— 6«  +  c«)+y«c«(a*+6»-c«)  [  =0* 

— a*6«c*  ) 

Lässt  man  den  Punkt  D  mit  dem  Punkte  C  zusammenfallen, 
so  ist  a  =  6,  ß  =  €t,  y=:0;  und  die  vorstehende  Gleichnog  re- 
ducirt  sich  auf  die  Identität  0  =  0,  w\e  man  leicht  findet. 

Ist  D  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  beschrie- 
benen Kreises,  so  ist,  wenn  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises 
(iarch  r  bezeichnen,  im  Obigen  a  =  /3  =  yr=r  zu  setzen,  wodurch 
man  die  Gleichung 

(2o»6»+26«c»+2c*a«— o*  --6*--c*)r«— a«6«ca  =  0, 

25* 
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also 

abc 


oder  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

abc 

*" ""  V(a  +  b  +  cX^^^^öTöTc) (ä—  b  +  c){a  +  6 — c)  ' 

wie  anderweitig  genugsam  bekannt  ist,  erhält. 

Wenn  AB  CD  ein  Parallelogramm  ist,  sp  ist: 

BC=ay     CA  —  b,    AB=zc; 

DA  =  a  =  a,    DB  =  ß,    DC=y  =  c; 

und  aus  der  obigen  allgemeinen    Gleichung  ergiebt  sich  also  id 
diesem  Falle  die  Gleichung: 

(a*^ßi)^yt^a^)a^+(ß^--'y^)(a^-^ß^)b^+iy^'-'a^){ß^--'y^)y^\ 

Der  von  b  unabhängige  Theil  in  dieser  Gleichung  ist: 

(««  -  j8«)(r*—  «*)««  +  (y« — a«)(/5»— y«)y« 

=  (y«-««)«{i3«-2(y«  +  a«)}. 
Der  von  6  abhängige  Theil  ist,  wie  man  leicht  findet: 
Ky«— a«)2-/3«[j3«— 2(y«+a«)])ö«-|3«64. 
Also  ist  die  Summe  beider  Theile: 

(y«-««)«ti3*-2(y«+a«)! 
+  {(y*-«*)*-i3^[/S*-2(y«  +  a2)]|6«-j3«ö* 

und  folglich: 

welche  Gleichung  man  auch  unter  der  Form 
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oder  onter  der  Form 

schreiben  kann. 

Bezeieboen  wir  den  von  den  beiden  Diagonalen  des  Paral- 
lelogramms eingeschlossenen  Winkel,  welcher  der  Seite  a  gegen« 
fiber  liegt,  durch  ^;  so  ist  nach  einer  bekannten  trigonometrischen 
Formel : 

«os9)= p^ ,     -cosy- p^ , 


also: 
oder 

Wäre  nun 
also: 


4(6»+/S«)-{a*+c«)  =  0 
2(a«+c*)  =  6«  +  /S«. 

(o«-c«)«=6»/S«, 


2(o»— ««)=±26jS, 
so  wäre  durch  Addition  und  Snbtraction: 

4a«  =  (A±|S)*.    4c«  =  (6T/S)* 
oder 

und  es  wOrde  folglich  offenbar  immer  eine  der  beiden  Gleichungen 

a  =  46  +  t/J,    c  =  4A+i/3 

Statt  finden,  welches  dem  Satze  wiederspricht,  dass  die  Summe 
zweier  Seiten  eines  Dreiecks  immer  grösser  als  die  dritte  Seite 
ist.     Also  kann  nicht 

(a2-.c«)«=:6«/3«    oder    (a*  -  c«)«  -  6«/5«  =  0 
sein,  und  aus  der  Gleichung 

I  (o«-c2)-62/S«l  [  62  +  (3«-2(a«  +  c«)l  =  0 
folgt  also: 

Äa  +  /3«-2(«a  +  ca)=0    oder    6«  + /5«  =  2(fl« -f  c«) , 
worin  der  bekannte  Satz  ausgesprochen  Ist,  dass  die  Summe  der 
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Qaadrate  der  vier  Seiten  eines  Paraüelogrammfi  der  Swuse  der 
Quadrate  seiner  beiden  Diagonalen  gleich  ist 

Natfiriieh  müssen  sich  auch  die  bekannten  Relationen  zwi- 
schen den  Seiten  und  Diagonalen  eines  in  den  Kreis  beschrie- 
benen Vierecks  aus  der  obigen  allgemeinen  Gleiehang  ablelteo 
lassen,  was  ich  jedoch  der  Kürze  wegen  jetzt  nicht  weiter  ante^ 
suchen^  sondern  dem  Leser  zu  ermittein  fiberlassen  will.  Indes« 
will  ich  beiläu6g  bemerken ,  dass  diese  Relationen  mittelst  der 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  ungemein  leicht  auf  folgende 
Art  erhalten  werden  kennen.  Wenn  nämlich  das  Viereck  ABCD 
in  einen  Kreis  beschrieben  ist,  so  ist 

jiLABC^^  ^ADB=IW',    ^BAD  +  ^BCD  =  im^; 

also,  wenn  wir  die  Winkel  des  Vierecks  der  Kfirze  wegen  bloss 
durch  dessen  Ecken,  an  denen  sie  liegen,  bezeichnen: 

cos B  4-  cos jD  =  0,    cos^ -|-  cos  C  ==  0; 

folglich  nach  einer  bekannten  Grundformel  der  ebenen  Trigono- 
metrie: 

cy(a« + c«  -  *•)  +  ac(a^ + y«-.6«)  =  0 , 
ay(««  +  c*— /5»)  +  «c(a«  +  y»— ß«)  =  0; 

(aa  +  cyXay  +  ea)  =  b*(ac  +  ay) , 
(«w  +  cy)(ac+«y)=:/5^«y+««); 

woraus    durch  Multiplication   und   Division,    wenn  man   aadiebt, 
was  sich  aufheben  Ifisst,  die  beiden  Gleichungen: 


oder : 


und  hieraus: 


'^  ^       ac-f-oy      /}^ay-fea) 


oder 


also  die  beiden  bekannten  Gleichungen: 
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erhalten  werden»  eine  Darstellung ,  die  sich,  wie  es  mir  ficheint, 
darch  ihre  Leichtigkeit  empfiehlt,  und  bei'm  Unterrichte  zweck- 
mfissig  als  Debangs«  Aufgabe  benutzt  werden  kann. 


Ueber  Genauigkeit  der  FuBctionen    bedingter  Beob- 

achtangen. 

(Fünfter  Nachtrag  zur  Ausgleichungsrechnung)'*'). 

Von 
Herrn  Geheimen  Hofrath  Professor  Dr..  Gerling 

in  Marburg 


Je  weiter  die  Hoffnung  zurücktritt^  dass  ich  selbst  noch  eine 
zweite  verbesserte  Auflage  meines  Buches  über  Ausgleichungs- 
rechnung zu  besorgen  haben  würde,  um  so  lebhafter  tritt  mir  die 
Pflicht  entgegen,  die  Verbesserungen,  deren  das  Buch  bedarf, 
zur  Benutzung  für  meine  Nachfolger  zu  sammeln,  und  die  wesent- 
lichsten derselben  in  Nachträgen  zu  veröffentlichen. 

Der  letzte  dieser  Nachträge  berichtigte  nur  einen  Vortrags- 


*)  Die  früheren  Nachtrage  finden  sich  in  diesem  Archiv  Theil  VI. 
S.14I  und  S.S75,  so  wie  Theil  HW.  S.219.  Auch  gehört  hierher  ei- 
nigeriiiaaMen  eine  mehr  polemische  MiUheilnng  in  Sc hlö milch  and 
WitsecheU  Zeitschrift  III.  S.  327. 


Digitized  by  LjOOQIC 


380  Gerling:    üeber  Genauigkeit  der  Functionen 

fehler,  über  welchen  ich,  wie  es  zu, geschehen  pflegt,  weiio  man 
aber  seine  eignen  Bücher  liest,  Jahre  lang  wegdocirt  hatte,  ehe 
mir  die  Missverständnisse,  za  welchen  die  Worte  des  Buches 
einen  Leser  führen  konnten,  vollständig  klar  wurden. 

Ein  ähnlicher  Fall  findet  sich  nun  im  §.74.,  wo  bei  einem 
Leser  allerdings  leicht  das  Missverständniss  entstehen  kann, 
dessen  Andeutung  ich  dem  Herrn  Professor  Baar  in  Stuttgart 
verdanke,  als   sei  S.  227.    noch  von   den  nach  §.59.  berechoeten 

V  der   wirklichen   Beobachtungen  die  Rede,  statt  dass  hier  die 

V  der  fingirten  Beobachtungen  gemeint  sind,  welche  zu  den 
mittleren  Fehlern  geboren. 

Nachdem  ich  nun  während  meiner  letzten  Vorlesung  auch 
noch  aufmerksam  darauf  geworden  bin,  dass  sich  durch  eine  Um- 
stellung der  Sätze  auf  S.  227.  und  S.  228.  der  Vortrag  bedeutend 
übersichtlicher  machen  lässt,  glaube  ich  folgende  verbesserte  Re- 
daction  der  betreffenden  Stelle  geben  zu  müssen. 

Zuerst  ist  S.  225.  Z.  15  v.  o.  zwischen  die  beiden  Sätze: 
„  —  zu  einem  Minimum  fachen"  und:  „Um  also  von  dem  mitt- 
leren.... '^  ein  neuer  Satz  einzuschalten,  welcher  lautet: 

Wir  müssen  uns  hierbei  aber  auch  noch  erinnern,  dass 
wir,  um  zu  dem  Begriff  der  mittleren  Fehler  zu  gelangen, 
nach  §.  15.,  16.,  45.  und  6L  eine  zweite  Reihe  von  gleich 
vielen  Beobachtungen  fingiren  mussten,  welche  mit  den  wirk- 
lich beobachteten  o  gleiche  Genauigkeit  hätten  und  eben 
um  die  mittleren  Fehler  von  der  Wahrheit  abwichen. 
Diese  fingirten  Beobachtungen  müasten  dann  auch  neue 
Wj  k,  V  und  [vv]  geben,  welche  durch  dieselben  Bedingun- 
gen und  Gleichungen  unter  sieb  und  mit  ihren  Beobachtun- 
gen verbunden  wären,  durch  welche  die  bisher  betrachteten 
und  endlich  in  Zahlen  dargestellten  w,  k,  v  und  [ce]  mit 
den  wirklich  angestellten  Beobachtungen  verbunden  sind. 

Sodann  bleibt  der  Text  des  Buchs  unverändert  bis  zu  der 
dritten  Zeile  von  unten  auf  S.226.  Von  hier  an  aber  gebt  es 
nach  den  Gleichungen  Nr. 50.  folgend ermaassen  fort: 

Offenbar  sind  dieser  Gleichungen  eben  so  viel  als  O. 
In  ihnen  ist  aber  für  alle  diejenigen  O,  weiche  in  (16)  und 
(17)  nicht  vorkommen,  /z=:0  zu  setzen. 

Nun  kommt  es  also  nur  noch  darauf  an,  die  r  gehurig 
zu  bestimmen. 

Dazu    wissen     wir  aber,  dass    auch    für  das    jetzt    zu 
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betrachtende  System  fingirter  Beobachtungen,  welches  die 
mittleren  Fehler  und  seine  neuen  Wj  k^  v  und  \vv\  mit  sich 
bringt,  nur  solche  dO  zulassig  sind,  welche  specialisirt  und 
und  also  den  --r  der  fingirten  Beobachtungen  gleich  ge- 
setzt,  das  [rr]  fiir  alle  zu  einem  Minimum  machen.  Wir 
haben  also  in  (21)  wieder  zu  differentiiren,  indem  wir  du  als 
constant  betrachten,  und  erhalten  so,  wenn  wir  die  Diffe- 
rential-Gleichung auch  gleich  specialisiren ,  indem  wir 
—  dd  O  ==  do  setzen : 

(22)       0  =  X,  dt?i  +  Ladra  +  L^^H  +  ^4^174  + . . . . 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  unserer  im  §.59.  er- 
füllten, und  auch  bei  den  fingirten  Beobachtungen  als  erftillt 
zu  denkendien,  Gleichung 

(14)  0  =  tidi?!  +  tj^dra  +  »sdos  +  Vifiv^  + . .  •  • , 

so  bemerken  wir  die  wichtige  Eigenschaft  der  L,  dass  sie 
den  V  der  fingirten  Beobachtungen  proportional  werden 
müssen.    Setzen  wir  also 

ii  =  *.t;j;     La  =  s.t>2;     Xa  =  *.tJ3  u.  s.  w. 

und  substituiren  für  diese  v  ihre  Werthe  aus  den  auch  jetzt 
als  erfüllt  gedachten  Gleichungen  Nr.  44.,  so  erhalten  wir 
zunächst 

L,  =  «.  («fiAi +6i^a  +  Ci^s  +  •  •)» 
jLa=*.(aaÄi  ^62^a  +  ^8+  •  •)> 

Multipliciren  wir  sodann  in  diesen  Gleichungen  der  Reibe 
nach  jedes  L  erst  mit  dem  in  ihm  vorkommenden  a  und 
addiren,  so  erhalten  wir 

[aL\  =  «([flr«]A'i  +  [ab\k^  |  [a6\k^  +  ....) 

Diid  eben  so  nach  Multipücation  mit  den  6,  c  u.  s.  w. 

[6L]  =*.([a6]/:i  +  [bti\k^  +  [6c]A8  +  .. ..), 

[cL]  =  5.([af]Ä:i+[66-]Ara  +  [cc]Ä:8 +....), 

d.  h.  weil  die  w  auch  für  die  fingirten  Beobachtungen  als 
durch  die  Ausgleichung  Terschwunden  gedacht  werden  müs- 
sen, vermöge  Nr.  45. 
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(23)     0  =  [ai],    0=z[bL],    0  =  [cX.],  1I.Ä.W. 

Zu  deoselbeD  Gleichungen  wären  wir  aber  auch  gelangt 
wenn  wir  ans  den  Gleichungen  Nr.  50*  auf  die  oft  angefShrte 
Weise  für  [LL]  ein  Minimum  geaucht  bStten,  indem  wir, 
ohne  weiter  an  die  fingirten  Beobachtungen  und  deren  Za- 
bebür  zu  denken,  die  r  festgestellt  hätten  mittelst  der  Glei- 
chungen 


CWh"-  (."^h"  i^h» 


u.  s.  w. 


Diese  Eigenschaft  unserer  L,  rermOge  deren  die  Fest- 
stellung der  r  so  zu   geschehen  hat,   dass  [LL]=ip  ehi 

Minimum  wird^  enthält  nun  einen  wichtigen  Lehrsatz,  wel- 
chen wir,  ehe  wir  weiter  gehen,  hier  doch  erst  deutlicb 
aussprechen  wollen.    Es  ist  kein  anderer  als: 

Die  Ausgleichung  der  bedingten  Beobachtungen  bewirkt, 
dass  auch  die  Genauigkeit  aller  mit  ihrer  Hülfe  su  be- 
rechnenden Grossen  so  gross  als  rouglich  wird. 

Substituiren  wir  nun  zuletzt  also  in  (23)  die  Werthe  der  L 
aus  Nr.  50.,  so  erhalten  wir  endlich  zur  numerischen  Bestim- 
mung der  r  die  Gleichungen : 

Von  hier  an  geht  es  nun  mit  Nr.  51.  fort  wie  im  Buche  S.  228. 

Vorstehende  verbesserte  Redaction  des  §.74.  erfordert  nun 
consequenter  V^eise  auch  im  folgenden  §.77.  einige  Zusätze  und 
Abänderungen,  welche  von  S. 238.  hinter  den  Gleichungen  (22) 
anfangend,  folgendermaassen  anzubringen  sind: 

Diese  erhalten  wir  hier  noch  fortwährend.  Dort  aber 
verglichen  wir  sie  mit  (14),  weil  dort,  auch  för  die  fingirten 
Beobachtungen  und  ihre  neuen  w,  k  und  r,  das  [tv\  ein 
Minimum  war.  Hier  aber  müssen  wir,  weil  nicht  mehr  [rr] 
sondern  [pvv\  durch  unsere  in  §.  70.  gemachten  Arbeiten 
zu  einem  Minimum  gemacht  ist,  und  wir  nur  unter  dieser 
Bedingung  unsere  o-^-v  für  die  O  setzen  durften,  dies  Alles 
auch  ganz  eben  so  auf  die  fingirten  Beobachtungen  und  die 
neuen  davon  abhängigen  Werthe  übertragen  werden  mnss, 
sie  nicht  mehr  mit  (14),  sondern  mit  der  in  §.  70.  erfüllten, 
und  auch  f&r  die  fingirten  Beobachtungen  als  erf&ilt  su  den- 
kenden, Gleichung 
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(IB)  0  =  />!  »i  dci  +/^f tdrt  +Pirsd«,  + . . . . 

vergleichen. 

Dies  zeigt  uns  nun«  dass  die  L  den  pVy  also  die  LL 

den  ppvv  und  die  —     den   ptv   proportional    werden 
müssen. 

Dieselbe  Schlussfolgeroog,  die  uns  §.74.  durch  die  Glei- 
chungen Nr.  44.  und  Nr.  45.  zu  den  Gleichungen  (23)  fahrte, 
fuhrt  uns  also  jetzt  durch  die  Gleichungen  Nr.  47.  und  Nr.  48. 
zu  den  Gleichungen: 


»=m 


<»=["]• 


•=m 


elf 

u.  s.  w. 


Wir  erkennen   nun   ebenso  wie  oben  §.74.,  dass  auch 

—  I  ein  Mininium  wird,  der  obige  wichtige  Lehrsatz 
P  — ■ 
also  auch  hier  gilt. 

Von   hier  an  kann  es  sodann  im  Text  weiter  gehen  wie  im 
Buche  8.239.  mit  ^.Setzen  wir...." 
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T£XX\. 

Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

VOD 

Herrn  A.  Niegemann^ 

Oberlehrer  an   dein    katliol.  Gymnasium   an   der  A|i08telkirche   in  Co  In. 


Mehrere  Jahre  später,  nachdem  ich  mich  mit  den  Gesetxeo 
der  Theilbarkeit  der  Zahlen  etwas  näher  beschäftigt  hatte  (s.  Ent- 
wickelung  und  Begründung  neuer  Gesetze  über  die 
Theilbarkeit  der  Zahlen,  nebst  Aufstellung  von  Ta- 
feln über  die  Gesetze  des  Fortschreitens  der  zusam- 
meagesetzten  Zahlen  vom  Gymnasiallehrer  A.  Niege- 
mann. Programm  des  katholischen  Gymnasiums  in  CoId. 
1848.)  wurde  ich  aufmerksam  auf  die  folgenden,  im  4.  T heile 
p.  332.  des  Archivs  von  Herrn  Professor  Press  in  Stuttgart 
ausgesprochenen  Sätze : 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  lOn  -f-  a  theilbar,  weno  der 
Unterschied  zwischen  dem  nfachen  der  letzten  Ziffer  un(L  dem 
afachen  der  übrigen  Ziffern  durch  lOn-f  a  tbeilbar  ist;  sie  ist  durch 
lOn — a  tbeilbar,  wenn  die  Summe  aus  dem  nfachen  der  letzten 
Ziffer  und  dem  afachen  der  übrigen  Ziffern  durch  lOn — a  tbeil- 
bar ist.  (In  beiden  Fällen  bezeichnet  n  jede  beliebige  Zahl  von 
0  an  und  a  die  einfachen  Ziffern  von  0  bis  9). 

Weil  beide  Sätze  eine  genauere  Beziehung  haben  zu  meiner 
früheren  Arbeit,  unterzog  ich  sie  einer  näheren  Betrachtung,  und 
fand,  dass  sie  einerseits  die  Allgemeinheit  nicht  haben,  in  wel- 
cher sie  ausgesprochen  sind  und  man  ihnen  andererseits  eine  gros- 
sere Allgemeinheit  geben  kann.  Dass  sie  nicht  allgemein  richtig 
sind,  zeigt  z«  B.  die  Zahl  329(i4,  welche  nach  denselben  durch 
24  =  2.10-1-4  tbeilbar  sein  musste,  weil  3296x4  —  2x4 
=  13184— 8  ==13176  durch  24  tbeilbar  ist,  während  sie  durch  24 
dividirt  den  Rest  12  gibt.  Andere  Beispiele,  wo  der  Satz  nicht 
zutrifft,  Hessen  sich  leicht  mehrere  finden. 
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Wenn  auch  seit  Aafetellun^  der  Sgtze  inebrere  Jahre  Ter* 
flössen  sind 3  so  scheint  es  doch  nicht  unzweckniSssig,  darauf 
zurückzakomnien ,  iveil  sie  bisher  noch  keine  nähere  ErSrterang 
gefunden  haben. 

In  wie  weit  dieselben  beschränkt  werden  müssen,  findet  man, 
wenn  man  zu  den  Beweisen  derselben  übergeht,  und  bedarf  es 
zu   diesem  Zwecke  der  Betrachtung  nur  eines  derselben. 

Es  ist,  wie  die  Ausführung  der  Operationen  leicht  ergibt: 

Da   nun    (1012-1-0)^1  durch    lOn -f  a  theilbar  ist,    so  ist  auch  aS 

durch  10»  +  a  theilbar,  wenn  — ^ —  ,a  —  nM  dadurch  theilbar  Ist, 

nnd  folglich  auch  iV,  wenn  dazu  noch  lOn  -f  o  zu  a  und  10  rela- 
tive Primzahl  ist.  Wenn  aber  lOit-f  a  zu  a  relative  Primzahl  ist, 
so  kann  a  weder  die  Ziffer  2,  noch  5  sein,  und  ist  daher  lOn-f  a 
för  sich  schon  zu  10  Primzahl.  Bezeichnet  nun  M  die  letzte 
Ziflet  der  Zahl  N,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  eine  andere  von  der  Form 
10»  -f  a  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  »fachen  der  letz- 
ten Ziffer  und  des  afachen  der  übrigen  Ziffern  durch 
10» -fa  theilbar  und  10» -fa  zu  n  Primzahl  ist. 

In   der  Umkehrung  heisst  der  Satz: 

Wenn  eine  Zahl  N  durch  eine  andere  von  der  Form  10»'f  a 
theilbar  und  a  nicht  =0  ist,  so  ist  auch  der  Unterschied 
des  »fachen  der  letzten  Ziffer  und  des  afachen  der  übri- 
gen Ziffern  durch  10»  +  a  theilbar. 

Beweis.    Denn  wollte  man  annehmen,  iV^  wäre  durch  10»-fa 
TV—  Jf 
theilbar,  aber    — jq — a — »ilf  nicht,  wo   ilf  die  letzte  Ziffer  be- 
deutet, so  hätte  man: 

iy MM 

-^f^a-^nM—ilOn  +  iOi  +  y;    JV=(10»  +  a)ar 

und  y  nicht  durch  10» -fa  theilbar^ 
folglich : 

a2V— aitf—10»üf  =  10(10»  +  a)s  +  %, 
fl(10»  +  a)ar  — ill(10»  +  o)=i:10(10n  +  a)z  +  10f/; 
mithin  wäre  10|y  durch  10» -fa  theilbar. 
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Sollte  es  nioglicb  «ein,  dieser  Gleicbang  zu  geofigen,  ohne 
dass  y  durch  lOn  +  a  theilbar  wäre,  dann  mCüsste  10f»-f  a  einen 
Faktor  babeo,  der  in  ^  nicbt  Torkäme,  folglich  mfisste  dieser  in 
JO  vorkommen  und  lOn  +  a  die  Form  2p  oder  5p  haben. 

Nimmt  man  an:  10n-\-a  =  2p,  so  rouss  a  durch  2  theilbar 
sein,  mithin  die  Form  2s  haben,  und  weil  2V  durch  10it-ha  =  2p 
theilbar  ist,  muss  auch  die  letzte  Ziffer  M  die  Form  2r  haben. 
Folglich  hat  man: 

2«.2par  — 2.r.2p  =  lO.lpz  +  lOy, 
2p$x  —  2pr  =  lOpz  +  5y ; 

mithin  ist  5^  durch  2p  und  folglich  y  durch  2p  theilbar,  wenn 
nicht  p  den  Faktor  5  enthält.  Folglich  lässt  sich  kein  durch 
Wn  +  a  nicbt  tbeilbares  y  finden,  welches  der  Gleichung  Genfige 
leistet,  wenn  nicht  gerade  p  den  Faktor  5  enthält,  also  S|p=lQit 
4-a  =  10^  ist.  Dasselbe  findet  man  offenbar,  wenn  man  J0ii4*a 
=r^p  setzt. 

Allgemeiner  ausgesprochen  heisst  der  Satz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  eine  andere  von  der 
Form  10"*n-|-a  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  nfachen 
der  m  letzten  Ziffern  und  des  afacben  der  (ihrigen  Zif- 
fern durch  lO^it  -f  a  theilbar  und  10*"ii  -f  a  zu  a  Prim- 
zahl ist. 

Beweis.    Es  ist: 


aN 


=  (—j^a-^niu)  10^  +  (i0^.n+  a)M. 


Ist  nun  10"n-f  a  zu  a  Primzahl,  so  ist  a  weder  die  Ziffer  2  noch 
5,  folglich  lO^n  +  a  zu  10  und  10»  Primzahl.  Da  nun  lO^n+a 
Faktor  ist  von  (lO^n-f  a)il#  und  zu  10"*  relative  Primzahl,  so  ist 
10"n  +  a  auch  Faktor  von  aiV  oder,   da  10»n  +  a  zu  a  Primzahl 

ist,  von  N,  wenn  es  Faktor  ist  von       |^^    a--nM;  woraus  sich 

die  Richtigkeit  des  Satzes  ergibt,  wenn  man  mit  üf  die  m  letz- 
ten Ziffern  der  Zahl  N  bezeichnet.  Auch  dieser  Satz  lässt  sieb 
in  ähnlicher  Weise  umkehren  wie  der  vorige. 

In  der  eben  ausgesprochenen  Weise  hat  der  Satz  zwar  eine 
grosse  Allgemeinheit,  aber  wenig  praktische  Anwendbarkeit,  die 
man  aber  dadurch  erlangt,  dass  man  a  =  l  setzt  und  lO^n-fl  in 
Faktoren  zerlegt.  Ist  dann  eine  zu  10  relative  Primzahl  (d)  Fak- 
tor von  lO^n  -|- 1   und  theilbar  in  die  Differenz  des  nfacheo  der 
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m  letzten  Ziffern  und  der  übrigen  Ziffern  einer  Zahl,  so  ist  auch 
diese  Zahl  selbst  durch  d  theilbar;  und  nennt  man  die  Zahl,  wo- 
mit man  die  m  letzten  Ziffern  einer  Zahl  N  multipliciren  muss, 
um  ans  der  Theilbarkeit  der  Summe  oder  Differenz  dieses  Pro- 
duktes und  der  übrigen  Ziffern  durch  eine  Zahl  d  auf  die  Theil- 
barkeit der  Zahl  durch  d  zu  schliessen,  den  positiven  oder  nega- 
tiven Theilungs- Koeffizient  des  mten  Grades  für  den  Theiler  d^ 
so  ist  in  unserm  Fall  n  der  negative  Theilungs -Koeffizient  des 
mten  Grades  für  den  Theiler  d. 

So  lässt  sich  nun  ein  interessanter  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  positiven  und  negativen  Theilungs -Koeffizien- 
ten desselben  Grades  und  Theiiers^  zwischen  den  verschiedenen 
Theilungs -Koeffizienten  verschiedener  Grade  und  desselben  Thei- 
lers  und  zwischen  den  verschiedenen  Theilungs -Koeffizienten  des- 
selben Grades  und  der  Theiler,  die  sich  um  10  unterscheiden, 
nachweisen.  £s  ergibt  sich  eine  Menge  mitunter  einfacher  Kenn- 
zeichen fßr  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  die  Primzahlen. 
Eine  Zahl  ist  z.  B.  durch  7  theilbar  oder  nicht,  je  nachdem  der 
unterschied  das  (2+7/i).,  (3+7p)-,  (l+7p)-,  (Ö-f7;i)-,  (4-f7/i)., 
(6  +  7p)-,  (2+ 7p) -....fache  der  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  letzten  Ziffern 
und  der  übrigen  durch  7  theilbar  ist  oder  nicht,  p  kann  jede  Zahl 
bedeuten.  Dieser  Zusammenhang  und  die  Art  und  Weise,  wie 
man  die  verschiedenen  Theilungs -Koeffizienten  findet,  ist  in  der 
oben  angeführten  Schrift  nachgewiesen. 

Wenn  nun  auch  die  dort  entwickelten  Sätze  keinen  besondern 
praktischen  Nutzen  bieten,  so  kann  man  doch  dadurch  das  Re- 
gelmässige des  Fortschreitens  der  zusammengesetzten  Zahlen  mit- 
telst dieser  Theilungs -Koeffizysnten  darstellen,  wenn  man  die 
unendliche  Anzahl  der  Zahlen  in  unendliche  Gruppen  theilt,  in- 
dem in  jeder  dieser  Gruppen  die  Zahlen  nach  verschiedenen  Ge- 
setzen fortschreiten. 

Nimmt,  man  als  Eingänge  einer  Tafel  die  Faktoren  einer  Zahl, 
and  setzt  da,  wo  diese  Eingänge  zusammen  treffen,  den  betref- 
fenden negativen  Theilungs -Koeffizienten  des  ersten  Grades,  so 
kann  man  alle  zusammengesetzten  Zahlen  in  verschiedenen  Tafeln, 
worin  das  Fortschreiten  der  Zahlen  sich  leicht  ergibt,  darstellen, 
wenn  man  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  Ziffer  anhängt.  Fol- 
gende drei  Tafeln  enthalten  z.  B.  alle  auf  1  ausgehenden  zusam- 
mengesetzten Zahlen  mit  Ausschluss  aller  Primzahlen,  und  mit 
ihren  Faktoren,  wenn  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  1  ange- 
hängt wird.  Die  Zahlen  der  Tafeln  schreiten  nach  rechts  und 
abwärts  In  einfacher  arithmetischer  Reibe  fort. 
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1 

11 

21 

31 

41 

61 

«1 

II 

I 

12 

21 

2 

23 

44 

31 

3 

34 

65 

96 

41 

4 

45 

86 

127 

168 

51 

5 

66 

107 

158 

209 

260 

61 

6 

67 

128 

189 

250 

311 

372 

71 

7 

78 

149 

220 

291 

362 

433 

7 

17 

27 

37 

3 

2 

5 

8 

11 

13 

9 

22 

36 

48 

23 

16 

39 

62 

85 

33 

23 

56 

89 

122 

43 

30 

73 

116 

159 

63 

37 

90 

143 

196 

63 

44 

107 

170 

233 

9 

19 

29 

39 

49 

59 

69 

9 

8 

19 

17 

36 

29 

26 

55 

84 

39 

35 

74 

113 

162 

49 

44 

93 

142 

191 

240 

59 

53 

112 

171 

230 

289 

348 

69 

62 

131 

200 

269 

338 

407 

476 

Die  erste  und  dritte  Tafel  brauchen  nur  bis  zu  Diagonaien 
fortgesetzt  zu  werden,  dagegen  musts  die  zweite  nach  beiden 
Richtongen,  nach  rechts  und  abwSrts,  immer  weiter  gefiihrt  wer^ 
den,  um  alle  auf  1  ausgehenden  zusammengesetzten  Zahlen  n 
erhalten.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  zusammengesetzten 
Zahlen,  die  auf  9  ausgehen,  in  drei  Tafeln,  und  die  auf  3  and  7 
ausgehen,  in  je  zwei  Tafeln  zusammenstellen. 

Wollte  man  die  negativen  Theilongs-Koeflfizienten  des  zweiten 
Grades  ffir  die  Aufstellung  aller  zusammengesetzten  Zahlen  be- 
nutzen, so  würde  man  zwar  viel  einfachere  Zahlen  in  den  Tafeln 
selbst  erbalten,  indem  jede  derselben  zwei  Ziffern  weniger  hat, 
als  die  betreffende  zusammengesetzte  Zahl,  dagegen  aber  würde 
sich  die  Anzahl  der  Tafeln  auf  100  belaufen,  und  die  Zahlen  in 
den  Tafeln  würden  nach  einer  arithmetischen  Reihe  zweiter  Ord- 
nung fortschreiten. 
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Das  System  der  Dreiliniön-Cöördinaten  in  allgemeiner 
analytischer  Entwickelang. 

Von 
dem    Herausgeber. 


§1-  . 

Unter  den  vielen  verschieileaen  Goordinaten- Systemen ^  welche 
man  in  neuerer  Zeit  bei  geometrischen  Untersuchungen  in  Anwen- 
dung gebracht  hat,  scheint  mir  das  sogenannte  System  der  Drei- 
iinien-Coordinaten  eiiie  besondere  Beachtung  zu  Verdienen.  Die 
diesem  Systeme  bis  jetzt  zu  Theil  gewordene  Behandlung  dSrfte 
aber  namentlich  in  Rilcksicht  auf  völlige  Allgemeinheit  der  ana- 
lytischen Untersuchung  überhaupt,  so  wie  ganz  besonders  in  Be- 
zug auf  das  Positive  und  Negative  der  betreffenden  Cc^ordinaten, 
noch  Manches  tVL  «Wünschen  übrig  lassen  ^  weshalb  ich  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  gafiz  allgemeine  analytische  Behandlung^ 
mit  besonderer  Rficksicbt  auf  das  Positive  und  Negative  der 
Dreiltnien-Coordinaten,  zu  geben  versuchen  werde.  Wenn  ich 
dabei  von  einigen  an  sich  bekannten  allgemeinen  Betrachtungen 
über  die  gerade  Linie  im  Ranme  und  in  der  Ebene  ausgehe,  so 
geschieht  dies  nur  grösserer  Deutlichkeit  wegen,  und  um  alles 
zum  Verständnis«  der  späteren  Entivlckelungen  Erforderliche  an 
diesem  Orte  beisammen  zu  haben;  dabei  hätte  ich  mich  für  den 
nächsten  Zweck  allerdings  auf  die  gerade  Linie  in  der  Ebene  be- 
schränken könlien»  habe  jedoch  späterer  Untersuchungen  wegen, 
die  den  vorliegenden  sich  vielleicht  anschliessen  werden,  die 
Betrachtung  sogleich  auf  den  Raum  überhaupt  ausgedehnt,  was 
nicht  der  gertngsten  Schwierigkeit  unterliegt. 

Theil  XXXVIII.  26 
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$.  -i. 

In  einer  beliebigen  geraden  Linie  im  Räume  denJce  man  »ich, 
ein  rechtwinkliges  Coordinaten-System  der  xyi  zu  Grunde  legend, 
einen  Punkt  {abc)  beliebig  angenommen,  und  bezeichne  die  vod 
der  einen  der  beiden  von  dem  Punkte  {abc)  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten  hin  ausgehenden  Richtungen  dieser  geraden  Linie  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^  y,  i  eingeschlossenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  «r,  ß,  y;  dann  sind  die 
von  der  anderen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Richtungen  unse- 
rer geraden  Linie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,y,i 
eingesthlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  180® — a, 
1800  — /?,  180<>— ^  Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  (abc)  ai$ 
Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der  xyz  paralleles  Coordina- 
ten- System  der  ^i.Viit»  u"^  bezeichnen  die  Coordinaten  eines 
ganz  beliebigen  Punktes  in  unserer  geraden  Linie  in  diesen  bei- 
den Systemen  respective  durch  x,  y,  %  und  ^i»  ^i>  2|;  def>spn 
Entfernung  von  dem  Punkte  (abc)  aber  durch  r;  so  ist  offenbar 
In  völliger  Allgemeinheit: 

Xi  =  rcostfy    ^1  s=  rcosß,    z^  =  rcosy 
oder 

Xi^reoB(}SO^-a),   y,  =rcos(180»-/J),   2i=rco»(l80<>- y); 

also: 

:ri:=rGos«,    yi=rcoaj3»    ti=rcoay 
oder 

ari  =  — rcosof,    yi  =  — rcos/?,    2i  =  — rcosy; 

jenachdem  der  in  der  Geraden  angenommene,  an  sich  ganz  be- 
liebige Punkt  in  der  ersten  oder  zweiten  der  beiden  vorher  nSber 
bezeichneten  Richtungen  dieser  Geraden,  iveiche  wir  im  Folgeo- 
den in^der  Kürze  nur  die  erste  und  zweite  Richtung  nenneo 
wollen,  liegt.    Also  ist: 

^i  =  ±»*cosa,    .Vi=±rcos/},    Zi=j^rco6y; 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeicheo 
nimmt,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten  oder  zweiten  Richtung 
der  Geraden  liegt.  Betrachten  wir  von  nun  an  aber  die  Entfer- 
nung r  nicht  wie  bisher  bloss  absolut  oder  als  positiv,  soodern 
als  positiv  oder  nefrativ,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten  oder 
zweiten  Richtung  der  Geraden,  nSmIich  in  der  durch  die  Winkel 
a,  ß,  Y  bestimmten  Richtung  oder  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung liegt;  so  können  wir  offenbar  in  völliger  Allgemeioheit : 
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1)  .    .    .    ^issrcös«,    yi  srcos/f,    <|S=i^€O0y 

setzen.    Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  der  Coordioateo 
ist  aber  io  völliger  Allgemeinheit: 

also  nach  I): 

2)  .    .  ;v=:a-frcoaa«    y=s6-|-rcoe/7,    z=c-frco«7 
oder: 

3)  .    ,  «— a=rcoaa,    y— 6=rcoa/J,    z—e^rcoBy. 
Aaa  diesen  Gleichungen  folgt: 

(x — a)cos/3=:rco8oco8/3,    (y^^)cosa=B  rcosaGOs/9; 
(y«— 6)cos/s=rca*jSco8yy    (%  — c)co8/}=:rco80coa/; 
(r — c)cöstt  =  rcosyco8«,    (ar  — a)  cos  )f=:r  cos  y  cos  or; 
also: 

i(a?—  a)  cos  p  =  {y"~  b)  cos  «, 
(y  —  6)  cosy  =  (z— c)  cos/J, 
(x  —  c)  cosa  =(x-»ii)co8y; 

durch  welche  Glelchtingen,  von  denen  nattirlicb  eine  jede  eine 
anniittelbare  Folgerang  aus  den  beiden  anderen  ist»  unsere  Ge- 
rade im  Räume  ganz  im  Allgemeinen  charakterisirt  vrird^  weil  ja 
der  Punkt  •  (crya)  jeden  gans  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden 
repräsentirt 

Projicirt  man  die  Entfernung  r  auf  die  Ebene  der  Xiyi  und 
bezeichnet  die  als  absolut  anfgefasste  Protection  durch  ri,  so  ist 
nach  dem  pythagoräischen  Lehrsätze  offenbar  r 

ri«  =  xi*  +  yi*    and    r«  =  ri*  +  i,«; 
also : 

folglich  nach  1): 

r' =:  r<  (cos  a^ -f  cos /)* -f  cos  y*) « 
froraus  sich  die  bekannte  wichtige  Gfeichang : 

5) co8o*-|-cos/3*-|-coS7*=sl 

ergiebt. 
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Multipllcirt  man  die  Gleiebuogen  3)  nach  der  Reihe  mit  cosa, 
co6^»  cos  y  und  addirt  sie  dann  zu  einander, ,  so  erhält  man  nach 
5)  auf  der  Stelle : 

6)  .     .    r:=(ar  — a)co8a  +  (y — b)  co^ ß •{■(z  —  c) cos y, 

Qnadrirt  man  die  Gleichungen  3)  und  addirt  sie  dann  so  ein- 
ander» so  erhält  man  nach  5):  \ 

7)  .    .    .    .    r»  =  (^-o)»  +  (3f-6)«+(i-c)«, 
also: 

8)  .    .    .    r  =  ±V(:r-a)«+(y-Ä)«  +  (x-c)«, 

wenn  man   das  obere  oder  untere  Zeichen   nimmt  ^    jenachdeoi  r 
positiv  oder  negativ  ist. 

Von  dem  Anfange  der  xyt  mOgen  jetet  swei  Gerade  aus- 
gehen, welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Axeo  der  Xf  y,  z 
die  180^  nicht  Obersteigenden  Winkel  c^»  ßo,  yn  und  a|»  /^i,  Xi 
einschliessen.  In  diesen  beiden  Geraden  nehmen  wir  zwei  be* 
liebige  Punkte  an,  deren  Coordioaten  in  dem  Systeme  der  xyi 
wir  durch  x^,  y^^  Zq  und  Xi,  y^  2|,  und  deren  absolut  genom- 
menen Entfernungen  von  dem  Anfange  der  xyi  wir  durch  r^  and 
Ti  bezeichnen;   dann  ist  völlig  allgemein: 

^To^rocosob»    yD  =  «'oC08/Jo,    ^srocoey^; 

a^i  =  Ti  cos  «1  ,     ^1  =  Ti  cos  ft  ,     «1  =:  Ti  COS yj. 

Bezeichnet  nun  E^  die  Entfernung  der  beiden  In  Rede  stehen- 
den Punkte  von  einander,  so  ist  nach  7): 

£ei*  =  (^o-*i)*  +  Cyo-yi)*+(^-»i)« 
oder 

aber  nach  5): 

«o*  +  .Vo*  +  «0*  =  n>*  («08  V  +  co»/Jo* + cos  /o*)  =  ro*. 

Xi*  +yi*+  «1*  =  ri*(co8«i«+  cos/?|^-|-  cos/i*)  «  n« 
and  ausserdem: 

«o^t  +  yo^i  +  Vi  =  Vi{coa^>coe«i  +cosAiees/)|-f  coayooosfi); 
also: 
£oi*  =  ro*+ ri*— 2rori  (cos«v>co8a|  -^-coBßoCOBßi  +  cos;^cos/k)- 
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Beseichnet  aber  Wq\  den  von  unseren  beiden  Geraden  einge- 
schlossenen,  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel;  so  ist  oacb  den 
Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

£oi* =ro»+ri*— 2ror,  cos  IToi » 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  vorhergebenden  ver- 
gleicht,   offenbar: 

9)  .  .  cosIToi  s:cos<%cosa| -|-cps/31ocos/}|-|-cos)^ocosy|. 

Stehen  die  beiden  Geraden  auf  einander  senkrecht,  so  ist 
IFo,  =  90»,  cos  Woi  =  0,  also : 

10)  .    .  cos  Oq  cos  tti  +  cos  /5o  cos  ßi  +  cort  yQ  cos  yi  =  0. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (tfvw)  im  Räume  legen  wir  jetzt 
eine  auf  unserer  bisher  immer  betrachteten,  durch  die  Gleichun- 
gen 4)  charakterisirten  Geraden  senkreckt  stehende  Gerade  und 
bezeichnen  die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  dieser  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  Xy  y^  i  einge-* 
»chlossenen,  180^  nicht  Qbersteigenden  Winkel  durch  By  <o,  Q; 
so  haben  nach  4)  die  Gleichungen  dieser  Geraden  die  Form: 

!{x — u)coso>  =  (y — I7)oos0, 
(jf  —  r)  cos  o  =  (2 -*  ir)  cos  40, 
(z  — w)  cos  6  ==  (of  —  tt)  cos  c5 ; 
und  nach  6)  und  10)  ist: 

12)  ...    .      cosö*  +  cos»*  +  cos 5*  =  1 
und 

13)  .     .      cosacos^-|-cos/3cos(o-f  cosycosQ=:0. 

Weil  wegen  der  Gleichung- 12)  einer  der  drei  Cosinus  cos0, 
coso,  coso  bestimmt  nicht  verschwindet,  so  wollen  wir  anneb* 
roen,  dass  etwa  cos^  dieser  nicht  verschwindende  Cosinus  sei ;  mit 
HinznfQgong  der  folgenden  ersten  identischen  Gleichung  ist  nach  11): 

(a:  — ti)cos«cosö  =  (a: — «)  cosorcosd, 
{x  —  ti)  cos /3 cos  00=  {y  —  r)  cos /3  cos  6, 
(o:— «)cosycos5  =  (2  —  to)cosycos0; 
also  durch  Addition: 

{x  —  ti)  (cos  CL  COS  B  +  cos  jS  cos  0) + cos  y  cos  Q) 
=  {(jr  — w)cos«+(3r— r)cos/J-f  (r — tr)cosy)cos0,' 
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folglkh  nach  13): 

|(a:  —  tt)  cosa  -f  (y  —  r)  cosß  +  (2  —  w)coiiy  |co«^^0, 

al90y  weil  coa^  nicht  verschwindet: 

14)  .  .    (jr— u)co6a-|-(y — v)co8j3  +  (2 — to)co8y  =  0, 

wo  {xyi)  sein  beliebiger  Punkt  des  Perpendikels  ist 

Bezeichnen  wir  den  Darchschnittspütikt  des  Perpendikels  mit 
der  gegebenen  (geraden .  durch  (ftf}).,  so  h«t  van  hiernach  die 
Gleichung: 


oder: 


also: 


Of— tt)cosa  +  (l?— ü)cos/3  +  (j— ip)cosy=0 

(r-*4t)cosa+(9— &)cos/}-i'  ö  — c)cosy 
=  (w — o)coKa4-(«>  —  6)cosj5  +  (ir  — c)cosy; 


\{t  — ö)co8a+  (I?— '6)co8p  +  (j — r)co9y)cosa 
=  |(w  —  <r)co8a-f  (p  —  ö)coHß  +  (tu  —  c)co8/ico8a, 

t  (jr  — «i)co8a  +  rt— &)C08/J  +  (j  — c)co8)')cos/3 
=r|(ti— o)coser-|- <t> — Ä)cosj5  +  (t^ — c)co8y)cos/}, 

lOf  — a)co8«  +  (lJ  — ft)co8/}  +  (}  —c)co»y]co8y 
=  t(i« — ii)co8a+  (p — b)cosß'^{w — c)cosy^cos7; 

folglich,   weil  nach  4): 

(r  —  o)  cos  /J  r=  (n — 6)  cos  a, 
(9^6)co8X=(|  — c)cos/J, 
(j  —  c)  cos  a=  (r — ö)  cosy 
Ut; 

(r— «)(costt*  f  coe/J«  +  co8y*) 
=  {(tt~a)cosa  +  (r  — A)co8/3  +  (ip  — c)cosyjco8a, 

(ly  —  6)  (cos  a«  +  cos  /J*  +  cos  y*) 

=  t(ti— a)co8a  +  fp— 6)co8/3  +  (ic— c)co8y|cos/?, 

(J  — c)  (co8a*+cos/S*  +  cosy*) 
Ä{(tt— a)cosa+(p— 6)cosß  +  (to — c)cosy}cosy; 

daher  na^  6): 
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X-^a^z  I  (tt— a)co«a  +  (v—b)co8  ß  +  (fo-c)co8)r)cosa» 

16)   {  V--6  =  Kti— «)cof  a+(t>— 6)co«/J  +  (fr— c)cosylco8/J, 

j  — c  =  |(ii— o)co8a+(r-6)co8j5  +  (w— c)co8y]cg8y; 

woraus  sich: 

15*) 

J  — «  =  —  (li  —  fl) +|(a— a)co««  + (t>— 6)C08/J+ («c— c)Co8y)co»a. 
p-^v  =—  (ü  —  6)  -f  |(ti— a)co8a-f  (v— 6)co8/9  +  (ir— c)cogy)cos/J, 
j  — fo=  — (tr — c)  +  |(tt— a)co8«  +  (t — 6)co8/J+  (tr — c)co8y}co8y; 

oder,   wie  man  leicht  Qbersiebt; 

16**) 

r  —  «=:{(»— c)  cos  a  —  (tt — ff)C08y)C08y 

—  I  (tt — n)  C08/5 — (v — b)  COS«  |co8/9, 

9  —  o={(« — a)co8/J  — (r  —  6)co8aico8a 

—  {(c — 6)cQ8y — (fo  — c)eos/3)cosy, 

j  — t0=s|(o — 6)co8y  —  (ip — c)co8/9}cos/} 

—  t  (tt^— c)  cos« —  (tt  —  a)cos7}  cos« 

ersieht;  and  bezeichnet  nun  P  die  Entfernung  des  Punktes  (uvw) 
7on  der  gegebenen  Geraden,  so  ist  nach  7^: 

p«  =  (r-tt)«  +  (i?-r)«  +  (j-tr)», 

iso,  wie  ans  vorstehenden  Formeln  sich  leicht  ergieht: 

16) 

f=  V(t«-o)«+(»-Ä)*+(tc-c)«— |(ii-a)cosa+  (r-6)cos/5+(w-c)cosy}«. 

Weil  cosa'-f  cos/3*-t-cosy*=l  ist,  so  kann  man  die  Grosse 
uner  dem  Wurzelzeichen  so  schreiben: 

I(tt  — fl)«  +  (r— 6)*  +  (ip— c)*|(coao«  +  co8/?«.+  co8y*) 
—  |(ii  — ii)cos«  +  (r— 6)co8/J  +  (fr— c)cosyP, 

als«  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 
I  (tt  —  a)  cos  jJ  —  (v  — Ä)co8a}* 
'+\(v — Ä)cosy— (tr— c)cos/Jl* 
+  !(»— c)ces«— («— fl)cosyJ*; 
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daher : 

V(  (tt  -^  a)  cos/3— *  (fj  —  b)  cos  a  p 
+  {(»— *)co8y— (wr^c)co«/5)* 
+  { (w  —  c)  cos  a — (tt «—  a)  cos  y  I*. 

LSsst  man  die  Winkel  By  to,  Q  dem  Tbeile  des  Perpendikels 
entsprechen,  welcher  von  dem  gegebenen  Punkte  (tcvte)  nach  dem 
Punkte  {Xtf}),  nftmlicb  nach  der  gegebenen  Geraden  bin  gerichtet 
ist,  so  ist  allgemein: 

%  —  tt  =  Pco8Ö,    tj  — »;=/*co8iv,    j — to=Pco80; 

also : 

jr  — tt  n — V  7— tp 

cos  B  =     p   9    cos  (D  =    p  ■ »    cos  5  =    p    ; 

folglich  nach  dem  Obigem 

(fl  — ti)  —  \{a — «)cosa-f(6  — v)cos/}'f  (c<--ip)co8  7lcoso 
cosa  ==  p » 

(6 — f?)  —  |(a  —  ti)cosa'f  (6 — v)cos/?  +  (c— fo)co8y|cosj8 
cos  (0  = p * » 

_      (c — f»)  — {(a— tt)cosa-K6  — »)cosj8  +  (c — to)co8y}co8v 
cos  Cd  = p ■ J 

wo  man  fiir  P  seinen  Ausdruck  aus  dem  Vorhergehenden  einza- 
führen  hat. 

8,  3. 

Wenn  die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Gerade  gan?  10  dr 
Ebene  der  xy  liegt,  so  ist  y  =  90^,  cosy  =  0,  ferner  c  =  0  ud 
allgemein  z=:0;  also  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  letzten  dr 
Gleichungen  i^^.i)  identische  Gleichungen,  und  unsere  Ger^e 
wird  also  durch  die  eine  Gleichung 

J) (ar — a)cos|?  =  (y^6)cosa 

charakterisirt,  wo  nach  §.  2.  5) 

2) •    .  cosc*  +  cos/5*=l 

ist. 

Nach  9.  2.  16**)  ist  in  diesem  Falle: 
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t^--r  ={(« — a)co«j8— (r — b)eosa}co8a 


oder: 

ijr— 11=     \(a — tt)co8/J  — (6  — r)co8a|co8/J, 
t^ — 1=— {(a — u)co8ß — (6  — o)co8a|coiso; 

also  nach  2): 

4)  .    .    .    .  P=t(cr— «)co8/J  — (6— ü)co8«|*, 
folglich : 

5)  .      .      .      .    P=:5dbt(«-^«)C08/J  — (6-*-d)C08«}, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Gro88e 

(a — ti)  C08  /3  —  (6 — 1>)  C08  a 

positiv  oder  negativ  ist. 

FOr  unsere  folgenden  Untersuchungen  ist  es  aber  von  der 
grussten  Bedeutung,  das»  wir  uns  von  dem  doppelten  Vorzeichen 
in  dem  Ausdrucke  von  P  befreien,  was  natürlich  nur  dadurch  er- 
möglicht werden  kann,  dass  wir  das  Perpendikel  P  nicht  mehr 
wie  bisher  bloss  als  absolut  oder  potdtiv  auffassen,  sondern  das- 
selbe selbst  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Voraussetzungen 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  uns  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  In  der  Ebene  der  jry,  auf  welche  von  dem  Punkte 
(»r)  aus  das  Perpendikel  gefällt  worden  ist,  hin  eine  Kraft  wir- 
kend denken,  und  wollen  jederzeit  das  Perpendikel  P  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  diese  Kraft  die  Ebene 
der  Xff  um  den  Punkt  (wr),  als  einen  festen  Drehpunkt  gedacht, 
nach  der  Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  zu  drehen 
strebt. 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  sind 
r  — tt,  ff — V  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  (xt})  des  Perpendi- 
kels in  einem  durch  den  Punkt  (uv)  als  Anfang  mit  dem 
primitiven  Systeme  der  ory  parallel  gelegten  Coordinatensy- 
steme.  In  Fig.  1.  und  Fig.  2.  sind  die  stärker  als  die  fibrigen 
gezeichnete    horizontale     and     vertikale    Linie    die    erste    and 
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zweite  Axe  des  durch  den  Punkt  (ue)  als  Anfang  gelegten,  den 
prirnitiven  Systeme  parallelen  Coordinatenftyatema ;  durch  die 
Pfeile  werden  die  positiven  Theile  der  beiden  Axen  bezeichnet; 
die  flbrigen  nicht  punktirten  Linien  «ind  die  Richtungen  der  KraR, 
die  wir  uns  Torher  gedacht  haben,  in  den  verschiedenen  mugli- 
chen  Ffillen,  und  die  Seiten,  nach  denen  diese  Kraft  wirkt,  wer- 
den wiederum  durch  Pfeile  an  diesen  Linien  bezeichnet.  In  den 
in  Flg.  1.  dargestellten  Falle  ist  nach  den  oben  geroachten  Fest- 
setzungen P  posiliv ;  ferner  ist,  wie  auf  der  Stelle  aus  der  Figar 
erhellet ,   heziehungsw'eise : 


r— tt 

1^— e 

cosa 

cos/7 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv ; 

also  ist  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(a— tt)co8/J  — 

(6— »)cosa 

positiv,   und  Ibiglich 

nach  5): 

P= 

:(«  — tl)C08|3 

^(6~r). 

cosa. 

In  dem  in  Fig.  2.  dargestellten  Falle  ist  nach  den  oben  gemach- 
teu  Festsetzungen  P  negativ;  ferner  i^t,  wie  auf  der  Stelle  aus 
der  Figur  erhellet,  beziehungsweise: 

•jlf  — ti  t^— ©  cos«  cosjS 

positiv  positiv  positiv  negativ 

.  negativ  positiv  positiv  positiv 

negativ  negativ  negativ  positiv 

positiv  negativ  negativ  negativ; 

also  Ist  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(a — h)  cos  j? —  (6 — »)  cos  « 

negativ,  und  folglich  nach  5)  wiederum: 

P=(a — ii)cos/J— (A— ü)co8/r. 

Mach  der  wegen  des  Zeichens  von  P  oben  gegebenen  Besthn- 
mung  ist  also  in  vfilliger  Allgemeinheit: 

6)    .    .    .    .     P  =  (a-«i)cos/J  — (6-r)cas«, 
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anler  welclier  Form  dieser  Aoedrock  des  Perpendikel«  ftlr  alle 
«ocere  «fetteren  Untereuclivni^en  von  der  grDseten  Wichtigkeit  iet. 


5.4. 

In  der  Ebene^  aal'  welche  sich  alle  unsere  folgenden  Betrach* 
tungen  beziehen,  nehmen  u*ir  einen  beliebigen  Punkt  O  an,  den 
w\t  der  Kürze  wegen  den  Pol  nennen  wollen.  Durch  dienen  Punkt 
als  Anfang  denken  wir  uns  zwei  beliebige  auf  einander  senkrecht 
stehende  Gerade  crefegt,  welche  wir  die  i:-Axe  und  die  p-Axe 
nennen  werden;  jeder  dieser  beiden  Geraden  wird  wie  gewöhn- 
lich ein  posiliFer  und  ein  negativer  Theil  beigelegt.  Nun  nehmen 
wir,  immer  in  der  Ebene,  auf  welche  sich  alle  unsere  Betrach- 
tungen bezieben,  was  fernerhin  nicht  mehr  besonders  bemerkt 
werden  soll,  drei  feste  gerade  Linien  an,  die  wir  die  Axen  nen- 
nen werden;  die  erste,  zweite  und  dritte  dieser  Axen  mOgen 
respecflve  durch  die  in  Bezug  auf  die  ^-Axe  und  y-Axe  durch 
die  Coordinaten  Qq^  Öq;  Oi,  6| ;  a^»  6%  bestimmten  Punkte  gehen; 
jeder  dieser  drei  Axen  legen  wir,  wie,  jeder  geraden  Linie  Gber- 
haiipt,  zwei  Richtungen  bei,  die  wir  fiir  jede  der  drei  Axen  deren 
positive  und  *  negative  Richtung  nennen  werden,  und  bezeichnen 
die  von  den  drei  positiven  Riebtungen  mit  den  positiven  Tbeilen 
der  j;-Axe  und  der  ^-Axe  eingeschlossenen,  180^  nicht  fiberstei* 
genden  Winkel  durch  a^,  ß^^;  «i»  /?i ;  tfst  /?a*  Von  dem  Pol  den* 
ken  wir  uns  auf  die  drei  Axen  Perpendikel  gefällt,  welche  wir, 
mit  Rücksicht  auf  die  im  vorhergebenden  Paragraphen  gegebenen 
Bestimmungen,  gehurig  als  positiv  und  degativ  betrachten,  und 
respective  durch  <Sq,  c5, ,  Cd^  bezeichnen,  wo  wir  dann  nach  $. 3.  6) 
die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Formeln  haben: 

1) ^  5i  =aiCosft— A|Cosa, , 

Fällen  wir  aber  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  unserer  Ebene, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  a?-Axe  und  ^-Axe  durch 
Xy  ff  bezeichnet  werden  mögen,  auf  die  drei  Axen  Perpendikel, 
und  bezeichnen  diese  Perpendikel  mit  Riicksieht  auf  die  nach 
dem  vorhergehenden  Paragraphen  ihnen  zukommenden  Zeichen 
durch  p^,,  pi,  P2;  so  Ist  nach  §.3.6)  in  völliger  Allgemeinheit: 

,  Po^(ao'-'a:)cosßo''  (bo'-'y)coBaQ, 
2)    .    .     .  I  pi  =  (ai  — ar)co8ft  — (6, -y)cosai. 
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indem  wir  jetst  die  erete  and  zweite  Aze  etwae  nfiber  in  s 
Auge  fassen»  wollen  wir  uii«  von  dem  Pol  swei  Gerade  X^  and 
Li  au8gezo|;en  denken,  deren  Richtnngen  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  ersten  and  zweiten  Axe  ölwreinstimmen ;  die  von  den 
Geraden  L^  und  L|  mit  dem  positiven  Theile  der  :r-Aze  ein- 
geschlossenen,  von  dem  positiven  Theile  der  or-Aze  an  durch 
den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  von  0  bis  360<>  gezählten  Win- 
kel  bezeichnen  wir  durch  <po  ^^^  9\ » .  ^^^  von  df  n  Geraden  Lq 
und  Li  eingeschlossene /JSO*^  nichts  übersteigende  Winkel,  indem 
wir  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenacbdera 
man  sieb,  um  von  der  Linie  Lq  an  durch  diesen  Winkel  hindurch 
zu  der  Linie  Li  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne 
mit  der  Richtung  bewegen  muss,  welche  man  einschlagen  muss, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  x-Axe  an  durch  den  rechtes 
Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  ^-Aze  zn  ge- 
langen, soll  mit  Rficksicht  hierauf  durch  ««oi  bezeichnet  und  nun 
durch  die  Winkel  ^o  "'^^  9'i  -ausgedrdckt  werden. 

Die  von  der  a:-Aze  und  ^Aze  eingeschlossenen  vier  rechten 
Winkel  sollen,  in  gewöhnlicher  Folge  genommen,  der  erste,  zweite, 
dritte,  vierte  rechte  Winkel  genannt  werden. 

Wenn  Lq  '""  ersten  rechten  Winkel  liegt,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  3.  auf  der.  Stelle, 
dass  nur 


—  Woi  =Vo — 9i ; 
Wqi  =  9,  —  g)o    oder   Wqi  =  (tpi  — 9o) — 360® 


oder 
oder 
also  nur 

sein  kann. 

Wenn  Lq  >ni  zweiten  rechten  Winkel  Hegt,  so  Überzeugt  mao 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  4.  auf  der  Stelle, 
dass  wiederum  nur 

•«'Ol  =  9^1  —  SPo » 
oder 

—  icoi  =  360®—  {tpi  —  ^o) » 
oder         ^ 

—  «»oi=Vo  —  Vi? 
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also  mir 

sein  kann. 

Wenn  Lq  im  dritten  rechten  Winkel  liei^t,  so  fiberzengt  man 
aich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  6.  auf  der  Stelle^ 
daaa  nur 

«^'oi  =  9i — 9o» 
oder 

oder 

also  nur 

«>oi  =  9>i -"^0    »<•«»•   «'Ol  =^ (9i  — 9o)+3W® 

sein  kann. 

Wenn  Lq  im  vierten  rechten  Winkel  liegt,  so  überseugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  6.  auf  der  Stelle, 
dass  wiederum  nur 

«'oi  =  9'i""9ot 
oder 

oder 

-^Woi=9o*~9'i; 
also  nar 

«»Ol  =  ^1  — Vo  oder  ii^oi  =  (Vi'-9o)  +  360<> 
sein  kann. 

Folglich  kann  nur 

«»Ol  =  9i  — <Po  oder  tooi  =  (9i  — 9o)  T  3W 
sein,  und  es  ist  folglich  ganz  allgemein: 

cosiOoi  =  cos  (q>i  —  <po) ,    sin^^g  =  sin (9,  —  90) ; 
folglieh  in  völliger  Allgemeinheit: 

cosci'oi  =  cos  9)0  cos  9|  -f  sin  90  sin  9|, 
sin  tooi  =  cos  g>Q  sin  q>i  —  sin  9^0  cos  ^. 
Ans  F%.7.  erbellet  aber,  dass  immer 
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oder 

oder 

oder 

9o=3W-«o.  9o=460«^i5o; 
also  offeobar  ganz  allgemein  ^ 

cos  (Pq  =■  cos  «0 »  A>D  9^0  =^  ^^s  /'o » 
and  eben  so  gans  allgemein: 

cos  9|  s=  cos  «1 ,    sin  ^i  =r  cos  ßi 

ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen  in  völliger  Allgemeiolieit : 

^  i  cos  to^i  =  cos  «0  cos  a|  -|-  cos  ß^  cos  ßi , 

3)    •    .    .  J 

^  sinto^i  =cosaoCos/}| — cos /3^  cos  a^. 

Haben  tOi«  und  to^o  ^"  Bezog  auf  die  zweite  und  dritte  Axe 
and  in  Bezug  auf  die  drifte  nnd  erste  Axe  ganz  ähnliche  Beden- 
tang wie  tooi  in  Bezug  auf  die  erste  und  zweite  Axe;  so  ist  nach  3): 

iCOS  tOi  t  =  cos  «i  cos  Ct^  -|-  cos  ßi  cos  jSftf 


and 
8)    .    .    .  I 


siniCis  =:7C0Stf|G0S/SB — COS^iCOSOs; 
cosfC2o  =  cosa^cosoo  4-  COS/7«COSJ?09 


sin  tojo  =  cos  ct^  cos  ß^  —  cos  ß^cos  «o. 
Hieraas  findet  man  leicht: 

cos  iO|s  cos  10^  =     cos  «Q  cos  a|  cos  a^  +  cos  a^  cos  j9f  cos  o^  cos  /9^ 
-|-  cos  ßo  cos  ^1  cos  /Js*  -f  cos  ß^  cos  «1  cos  a^  cos  ^ , 

sinfPi2sini02o= — cos  o^  cos  «i  cos|?«*-|-cosaoCOs/3|  cosi%cos/I| 
-*  cos  ßo  cos  ^1  cos  a^^  -f  cos  /?o  cos  tti  cos  a^  cos  ß% 
und 

sint0iacost0so=     cosoocostfi  coss^cos/Js— cos«^eos/7|  cossg* 
— cos  j9^  cos  /9|  cos  o^  cos  ß^  -f  cos  j^acos  a^  cos  /S|*, 

cosioi^sinw^cs— cosaöCosff|COs<%cos/?2— cosff0cos/9|cos/9^s* 
-|-cosA)C<mA  ^osaj|Cos/9^-f  cos^coso^  cosfl^*; 
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also,  iveil 

costuj^  +  cos  jSa*  =  1 
ist: 

cos  «0jL2  C^B  ^20  —  ^^^  ^%  ^>"  <^0  =         ^^^  ^0  ^^®  ^1  "^  ^^^  l'o  ^^^  A  > 

sin  t0|2  cos  »20  +  cos  tO]  ^  sin  W20 =  —  (c«»  «ö  cos  ßi  —  cos  /9o  cos  tty ) ; 
folglich  nach  3): 

cos  Wqi  =  cos  {wi^  4- 1^)  f    sin  t^oi  ==  ""  ^in  (^1 1 4-  <(W* ' 
Daher  ist  überhaupt: 

iCOS  tOoi  =  cos  (fTi^  +  fOto)  , 
COSfOiS  =  COS(l02o  +  W0l)f 
COStC^  =  cos  {Wqx  +  tOij) 

und : 

/  sin  woi  = — sin  (w,,  +  icj«) » 

7) <  sintO|9=:-- 6in(t02o-|-froi)» 

(  sin  to^o  ==  —  8>n  (to©!  +  Wia). 
Weil 
cos  (woi  +  «^is  +  «>2o) = cos«^oi  cos  (toia^toso)  -  sio  toot  sin  {wi^^-w^^, 
sin  (woi  + 10|2  +  W20) = «in  wqi  co8  (wn+Wao)  +  cos  t^ot  «in(W|2+ttP^) 
ist;   so  ist  nach  6)  und  7): 

cos  (woi  +  «Pia +<«^o) = cos  Woi  +  «in  t©oi*» 
sin(troi  +«ri2+W2o)=***"«'oi  coswoi  —  coswoisinieoi ; 
also: 

j    cos  («?oi  +  W|«  +  tC2o)  =1» 

y  sin(woi+wn  +  w»o)  =  0; 
welche  Formeln  trie  die  froheren  ganz  allgemein  gültig  sind. 

Die  drei  Perpendikel  p^^  pi ,  p^  sind  nicht  unabhängig  von 
einander,  sondern  es  findet  zwischen  denselben  eine  Gleichung 
Statt«  welche  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann.  Die 
drei  Gleichungen  2)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form: 

Po—  («ocos/j^ — 6ocos«(0=^costt^— orcos^, 

Pl  —  (lll  COsft  — 6|  C06O|)  ss^GOStfi  —  ^COS/}|» 

|i^ -*  («2  cos /}2^^  cos  o^ssy  cos  1% — xcosß^; 
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nach  1)  also  aaf  die  Form  : 

1p^-— C$0  =  s^  cos  o^ — X  cos  A), 
Pi  —  «i  =  y  cos  «1  —  X  eos/?| , 
P% — 52=yco8«a — ^co8/3j; 
multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sin  f0i9  =  cos  Ol  cos  ß^  —  cos  ßi  cos  o^ , 
sin  tt^2o  =  ^^^  or^cos  ß^  —  cos  ß^  cos  o^ » 
sin  tOoi  ^  cos  Oq  cos  /}|  —  cos  ß^  cos  a| 
und  addirt  sie  dann  sa  einander,  so  erhKit  man  die  Gleiehang: 

10) 

(Po— 5o)«»n«Oi*+<Pi  — öi)sintCao+(jE>a  — 5t)sini^i  =0 

oder: 

11) 

PoBiD«<'is+/h  stn<<'so-l-Pft*>n*^oi  =^^0^1^1019 -f-cSi  sin  tO9o+^«>i>«0bi- 

Sind  p^',  pi',  ps'  die  einem  beliebigen  anderen  Punkte  ent- 
sprechenden Perpendikel 9  so  ist  eben  so:     . 

Po'  sin  wi%+pi '  sin  to^-\-p%M  tooi  ==  ^o  ^lo  fPi«-|-Si  ein  tcto-^Ssniiitebi  • 
also  durch  Sobtraction: 

12) 

(Po— Po')«"i»«Ois  +  (ft  — Pi')«'»nf02o  +  (p%  -p»0«n«6i  =^  0- 

Wenn  man  aus  je  zweien  der  Gleichungen  9)  zuerst  ty,  dann 
X  eliminirt»  so  erhält  man : 

IA;slniOoi  =(/\>— 5o)<^<>««i  —  (pi  — öi)cosab, 
;r  sin  tO|« = (/>!  —  0| )  cos  0^  ^  (P2 -"  ^t)  CM  «1 » 
dT  sin  fOso  =  (p^ — ö^  cos  oo — (p(>  —  c5o)  cös  Ot 
und: 

iy  sin  lOoi  =  (Po— ö©)  cos  ft  —  (p»  —  S^)  cos  j^o» 
jfsiniri4«(pi  — 5|)cos/J,— (p,-5.)cosft, 
ysintoto  =Cp»—  54)cos/Jo— (po— So)<^»Aj- 

Durch  je  zwei  der  Grossen  po,  p|,  p%  wird  also  die  Lage 
des  Punktes  (ory)  vollkommen  bestimmt,  aber  offenbar  nur  danD, 
wenn 
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8iD«oi>    aintoit,    tAnw^ 

nicht  verscbfvinden,  wenn  aUo  die  drei  angenonunenen  Azen  sieb 
gegenseitig  acbneiden,  was  wir  demnach  im  Folgenden  stets  vorans* 
setzen  werden. 

Wir  wollen  jetzt  die  geometrische  Bedeutong  der  in  Folge  der 
6leichnng  11)  constanten  Grosse 

anfsuchen.  Zu  dem  Ende  beceicbnen  wir  d!e  Durcbschnitts- 
punkte  der  Isten  und  2ten9  2ten  und  3fen,  3ten  und  Isten  Axe 
respectiTe  durcb  Aqi^  Ay^,  A^,  und  den  'Fläcbeninbalt  des 
von  den  drei  Azen  begrenzten  Dreiecks  A^i  Ay^A^  durch  A,  Jeder 
der  drei  Azen  wird  nach  dem  Obigen  eine  positive  und  eine  ne- 
gative Richtung  beigelegt.  *  Die  drei  Seiten  A^Ai^^  Ay^A^, 
A^A^  des  Dreiecks  A^^A^^Af^  wollen  wir  als  positiv  oder  ne- 
gativ betrachten y  jenachdem  sie  von  den  Punkten  ^on  ^i%»  ^to 
aus  sich  nach  den  positiven  oder  negativen  Richtungen  der  Azen, 
in  denen  diese  Seiten  liegen»  bin  erstrecken»  und  mit  Rücksicht 
hierauf  respective  durch  «j ,  s^,  Sq  bezeichnen.    Weil  die  Grosse 

Po  «in  «Pia  +  Pi  sin  w^  +  P%  »«»  »oi 

constant  ist,  so  wird  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  ver- 
stattet sein,  dieselbe  auf  einen  bestimmten  Punkt  zu  beziehen, 
wozu  wir  den  Punkt  A^i  wühlen  wollen,  fOf  welchen  po=:0, 
Pi  =0,  und  also  der  Werth  der  obigen  Grosse  pasintooi  ist, 
welchen  wir  daher  von  jetzt  an  nur  in's  Auge  fassen  werden. 
Aus  der  gewiss  sogleich  durch  sich  selbst  verständlichen  Fig.  8., 
wo  Js  negativ  und  p^  positiv  ist,  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in 
allen  F&llen 


aleo 

und  folglich 


2zl=— «ipj,    2^=— foftsintpoi» 
4^  =  lo'i  *%P%  »»"  <»oi  > 


PflSintOoi  = 


«0*1  «« 


ist«  Aus  der  eben  so  durch  sich  selbst  verstandlichen  Fig.  9., 
wo  t^  negativ  und  p«  negativ  ist,  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in 
allen  Fällen 

^  =  ^P% »    2^  ==  «0*1  Sin tooi ; 
also 

Theil  XXXVUl.  2T 
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und  folglich 

ist.    Daher  ist  ganz  allgemeio: 

/iaSintroi  =  — — » 
und  daher,  vpenn  vrir  der  KOrze  wegen 

16) J=z—— 

9ohH 

setzen 9  auch: 

16)  .    .    .  po^'>i^^s*f  J^i^'n^'to'f  Ptfi'in^oi  =  «'» 
und  natOriieh  auch: 

17)  •    .    .  OoB\nu>t2+^lS^tiW2o•t^^^s\nW(n^=^J^ 
Vfenn  die  drei  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,    \»i 

für  diesen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  po=0,  Pi=0, 
p^s=0,   also: 

PQB\nwi^+PiB\nt02o  +  P%^^^*'>oi  =0> 
und  folglich,  da  überhaupt  die  Grosse 

Po  sin  «Ti  t -f  jD|i  sin  loso  4- /»t  sin  tToi 

constant  ist,  ganz  allgemein: 

'18)    .    .    .  poSintri2-f  Pi  sin  1020  "fPs  sin  toot=0. 

Die  drei  Perpendikel  po»  Pi»  P*  betrachtet  man  als  eine  Art 
neuer  Coordinaten  des  Punktes  (a:f/),  und  hat  dieselben,  weil  sie 
sich  auf  ein  System  dreier  sich  schneidender  Axen  beziehen, 
Dreilinien-Coordinaten  genannt 


5.5. 

Hauptsächlich  müssen   wir  jetzt  zeigen,   dass  die  Gleichung 
einer  jeden  geraden  Linie  auf  die  Form 

1) Lpo  +  Mpi  +  Np^  =  0 

gebracht   werden    kann,    wo    L,  ilf,  iV  constante    Grossen    be- 
zeichnen. 
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In  Besag  aof  das  CooTdiDateD83rtea  der/  opy  hat  bekamiliich 
die  Gleicbang  einer  jeden  geraden  Linie  die  Form : 

2) ^y  — Äc+C=0. 

Weil  nun  nach  §.  4.  9) 

Po  =  öo  +  ycoao^o— «coaÄi, 

Pi  =  öl  +yco«ai  — arcosft, 

ist,  8o  wird  die  Gleicbang  1),  wenn  man  dieae  Gruaaen  in  die- 
selbe  einfahrt: 

(LcoscK^-f  J/costfi -fAcosos)^  I 
-{Leosß^  +  Mefmßi  +Ncosßt)a:  [  =0, 

and  vergteicht  man  nun  diese  Gleicbang  mit  der  GleiohiiAg  2),  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grössen  L,  Jf,  JY  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

L  cos  Oq -I;  ilf  cos  «1 -f  iV  cos  CK^  =  ^  9 

Leo9ßQ  +  Mcöeßi  +Neo9ß^t:sß, 
£5o  +  Aföi  +  JV'öa  =  <?. 
Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
^  eos  ßi — Ol  cos  ß% ,    Ol  cos  a^—  o^  cos  a| ,    cos  a^  cos  ß^—eos  ßicoaa^ 
und  addirt  sie  dann  zu  einander ,   so  erhält  man,  weil 
cos  Ooio^  cos  ßi-^Qi  cos  jSf) 

-f  cos  ßo  (Oi  cos  1X9  —  €32  cos  «1 ) 

4tC&o(co8tt]  cos/?^-^  cos /3|  COSOs) 

=:      c5o  (c<>9  ^  <^0B  ßt  -^  cos  /?f  COS  Os) 

-f  c5i  (cos  «2  cos  ß^  —  cos  /?9  cos  o^) 

4-  ^^{cos  Go  cos  ^1  —  cos  ßo  cos  «1 ) 

=s      2$oSi<^*<^s+  ^1  sin  1020  ~i~  Äd^sintc'oi 
ist:  .  * 

L(Q(^al»Wi^  +  c5]  sintoso  -f  ci^sintooi) 

=  A  (Sj  cos  ßi  —  Ol  cos  jJj)  +  iB  (öl  cos  or»  —  ö^  cos  uj )  +  Csin  tria. 

Maltiplicirt  man  die  drei  obigen  Gleichongen  nach  der  Reihe  mit 

2T* 
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^oomß^'^^ooBßQ,    ^^coaOf^—QQeosa^f    coBo^cosßo-^coBß^coBaQ 
und  addirt  sie  dann  zu  einander»  so  erhfiit  man»  weil 
cos  ai  {<3q  cos  ß^ — cS^  cos  ßo) 
#     +  cos  ßi  (S9C0S  «0  —  c5o  cos  «s) 

-f  ^i  (cos  a^  cos  ßo — cos  ß^  cos  a^) 

=     ^0  (cos  %  cos  /?t — cos  ßi  cos  o^) 

-|-  Ol  (cos  a^  cos  /9o — cos  /^^  cos  oto) 

-|-  »«(cOSffo  C08/3|  — COS/^oCOSOi) 

=     c5o  sin  f0ia  -f  »i  sin  toao  +  ^1  »in  »oi 
ist: 

M(j5oBinwi^  -f  €S|  slnto^  -f  o^sintc^i) 

=  il  (öo  COS  jS, — 09  cos/9o) -f  iB  (O2C0S  0^— Qocos  0^) -f  Csio  «0^ 

Maitipliolrt  laan  die  drei  obigen  Gleichangen  naAi  der  Reibe  mit 

Q]^  cos  /?0— Qocos  ßi  9    So  cos  0|— c5|  cos  oo  y   COS  «o  COS  ßi — COS  ^Q  cos  a| 

und  addirt  sie  dann  zu  einander»  so  erhält  man,  weil 

cos  a^  (O]  cos  /?o — ^0  cos  ßi) 
-f  cos  ß^  (g5(|  cos  cti  —  Q|  cos  l«o) 
-f  £$2  (cos  «0  cos  ßi  —  cos  j9o  cos  Ol) 
=     Oo  (cos  «1  cos  ß^ — cos  ßi  cos  o^) 
-f  Ol  (cos  o^  cos  A>  ~~  cos  /?9  cos  o^) 

-f-  Os  (cos  Oq  cos  /?i  —  cos  ^0  cos  OTi) 

=     Oosintoif-f  ^1  sin«oao-f  ^a^>n*^oi 
ist: 

jy(öosini0ia  -f  Oi  sinto^  +  o^lntooi) 
=  il(5i  cos/5o— 5oCosft)  +  Ä(5oCos»|— Sicos«^)  +  CsXnw^, 

Also  ist: 

3) 

i4(OaC08ft— Oicosfft)  +  g(5iCosgg— Ogcosai)  +  Csintoi^ 

~^  »    Oq sin fOis  4-^1  sin  tTso  +  ^a  sin  ti^oi  ' 

J(OoCosfa  — OaCQgfe)  +  g(5gC0S0ö— Opcosog)  +  Cslptc^ 

il  (Ol  cos  fe  — '  Oq  cos  ft) +B((5o  cos  ci  —  Oi  cos  Cq)  -f  Csin topi 
OoSin^f^ls+Sisinto^-f  S^sint^oi 
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Diese  Fermeln  liefera,  wenn  nur  nicht* 

ist,  wenn  also  die  drei  Axen  sich  nicht  io  einem  Punkte  scbneir 
den  (§.  40,  int  L^  My  N  immer  endliche  vullig  bestimmte  Werthe, 
woraus  also  zugleich  erhellet,  dass  wir  im  Folgeoden  voraussu* 
setzen  genSthigt  sind,  dass  die  drei  Axen  sich  nicht  in  einem 
Punkte  schneiden,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll. 

Man  kann  die  Ausdrucke  für  L,  JU,  N  auch  auf  folgende.  Art 
schreiben : 

4) 

j  _A(^co8ßi — g|CosjSg)-— ^(SaCosgi^SiCOSi^)  -f  Csinwi^ 
'"  Oo^ioiTis-f  OisintOgo-f  c^asintooi  '' 

^     il(8ocosjgg— Sacosft))  —  Jg(5ocos€i%— S^cosob)  +  Csintc^ 
"  c5osinW|s-f  0|  sin  1020+ ^sio^^oi  ' 

^_^(c5icos/jo  — topcoeft)  — -gCOiCosa^— SqCosci)  +  Csintopt, 

oder  auch  auf  folgende  Art: 

8) 
-.      5t(gco8gg  —  ilcosfe)—  Sa(iBcosgi  —iJcosft)  +  Cmnwi^ 

-y     SaCiBcosoo  —  iJcosfe)  —  go(Bcoscga  —  Aeosß^)  +  Cslnw^ 
"^  Oo8>n  Wi%  +  5i  sinio^o  -h  ^^sinwoi  ' 

Opißcosai  —  Aco9ßi)  —  Qi  (Bcpaop  —  AtOBßo)  +  Csinwo, 
'^  QoaintDi^-i-QiainfüM-i-w^abiWQi 

Sind  ä^,  b^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen, 
in  der  gegebenen  Geraden  liegenden  Punktes,  und  bezeichnen 
tt;^,  Pj^  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  der 
beiden  Richtungen  dieser  Geraden,  die  wir  wie  gewSbnIich  ihre 
positive  Richtung  nennen  wollen,  mit  den  positiven  Tbeilen  der 
:p*Axe  und  der  ^-Axe  einschliesst,  so  ist  nach  §.3. 1)  die  Glei- 
chung der'  Geraden : 

oder 

^cosff;^ — xcoaß^  +  (a;^cos/3;i-— 6;iC0Sa;^)  =  0, 

und  man  kann  also  im  Obigen 
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A  =  cos  u^y    B  SS  cos ßj^y    C  ==  a^eosßi'^bj^  co8 a^^ 

setzen.    Also  ist: 

JBcos  «0  "*•  -^  cos  /^o  Ä  cos  ÖQ  cos  ß^ — cos  Pq  cos  a^ , 
B  cos  dl  —  A  cos  ft  =  cos  «1  cos  ß^  —  cos  ft  cos  a;^, 

BCOS  «s  —  il  cos  /9t  =  cos  a^  cos  |J;^  —  cos /3s  cos  Of;|^. 

Bezeichnen  v/xt  das  von  dem  Pol  auf  die  gegebene  Gerade 
geföHte,  nach  den  frfiher  gegebenen  Bestlmmangen  gehßrig  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Perpendikel  durch  O;^;  so  ist 
nach  9.  3.  6) : 

Q^=5it^cos^;^— 6;^€osa;^,    also   C=5;i; 

und  bezeichnenr  wir  die  von  der  positiven  Richtung  der  gegebe- 
n^ea  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der  drei  Azen  einge- 
schlossenen, J809  nicht  übersteigenden  Winkel,  indem  wir  diese 
Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdero  man  sich, 
um  von  den  positiven  Richtungen  der  Axen  an  durch  diese  Win- 
kel hindurch  zu  der  positiven  Richtung  der  gegebenen  Geraden  zo 
gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Richtung 
bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  a:  an  durch  den  rechten  Winkel  (ory) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen, 
durch  Wqx*  ^iXy  *^>   ^^  '^^  ^^c\i  §.4.3),  4),  5): 

sin  u^^  =  cos  «0  cos  ß^  -*-  cos  ß^  cos  a^ , 

sint«^;^  =  COS«|  cosßj^-^cotißi  cosa;^, 

sint0|2X  =co8a^co6/9ji  —  cos/JsCOsa;^; 

also  nach  dem  Obigen: 

JScos«o  -^  ilcosjSo  =  sinw'oA» 

B  cos  tti  —  A  cos  ßi  =  sin  to^;^, 

j?  cos  02  —  2lcos/35,  =  8inw2;^. 

Hiernach  bat  man  also  nach  5)  fär  die  Grossen  Jj,  M^  N  die 
folgenden  merkwürdigen  Ausdrfick?: 

"'«»osintois-f  Oisinir^-f  ^s^lntToi  ' 

<   n/l     i^%e\f\WQX  —  5oSinti?g;i  +  »Asintoy) 

/   •  '  •     1       ~"öosiniCi2  +  ö|8iiifC2o +ö«sinfOQ, ' 

„     5o  sin  toiA  —  5i  sin  woa  +  5;i  sin  topi , 

'^  €$0  sin  tri2  -f  ^1 8>n  t^io  +  ^asin  loöi ' 
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411 


i  = 


<dtgit>tg»A^St8iP<giA  +  SA«iini0t^ 


7) 


J 
iV^= j ; 


wo  J  sein»  aa«  §.  4.  bekannte  Bedeotnng  bat. 
Zwisehen  den  Winkeln 

t0oA»    non»    v>%x   and  «qi»    ^ia>    <^ 

finden  gewisse  Relationen  Statte  zu  denen  man  leicbt  aaf  folgende 
Art  gelangt.    Na<:h  $.  4.  3),  4),  5)  ist  nftmlicb : 

CO81O0A  =  cosooGoaaA  -f  cos/SoC^^^i^A» 

coa  wix  ^  cos  tfi  cos  «a  -f  cos  ßx  ^^^  ß^  * 

cosfr2A  =  coso^cosaA  H*  coBß^co&ßx 

und,  wie  wir  schon  vorher  bemerkten: 

siniOQA  =  co8  05C08/}A  —  cos/?oCosaA, 
sintoiA  =  cosO|  cos  j?A  —  cos  j?|  cosaAf 
sin  trsA  =  cos  09  cos  ßx  —  cos  ß^  cos  ax ; 
also: 

cos  tooA  cos  unx  «=     cos  o^  cos  «i  cos  aA*  -|-  cos  j?o  cos  Oj  cos  ax  cos  /3a 
-|- cos /^o  cos  1^1  cos /?A*  +  cosooCosftcosaAcosjJA, 

sin  toox  sin  wiX  =     cos  Oq  cos  a|  cos  /3a'  —  cos  ß^  cos  a^  cos  oa  cos  ßx 
+ cos  /3o  cos  ßi  cos  tfA*  —  cos  o^  cos  ßi  cos  OA  cos  ßx ; 

folglich  offenbar: 

cos  (tooX  -^  wix)  s  cos  o^  cos  a|  -|-  cos  ßo  cos  /3i , 
also : 

cos  («JoA  —  wix)  =  cos  tt^oi ; 
ferner  ist: 

sinwoA  cosioiA=     coso^cosai  cosoagos/3a— cos/?oCOsa|CosaA* 
—  cos  ßo  cos  ßi  cos  OA  cos  ßx  +  cos  Oo  cos  ßi  COS  /3a*> 

cos  «H)A  sin  tci A  =     cos  Oq  cos  O}  cos  oa  cos  /?A  -f  cos  /?o  cos  0|  cos  ßx* 
— cos/?oCOS/?iCOsoacos/3a— cosoöces^cosirA*; 
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folglich  offenbar: 

sinftooA  — «0U)  ^  ces  flv>c08  ßi  —  co«  A>  cosog , 
also: 

sin  {tm, — wiA)  =  sin  tooi  • 
Daher  ist  {iberhaupt: 

.  co6(tooA— lAtt'j^costOoi»     sin(tcHa— tou)  =  sinf0of 

8)     J  cos(toiA— «'9A)=co8fl9i,,    sin(tou — i»«A)=sini»i», 

'  cos(toaA-- tooA)  =  costoao>     sin(tr«A— wo;i)=«in«c^; 

wo  nach  §.  4.  6)>  7)  ein  jedes  dieser  drei  Systeme  aweier  Relatio- 
nen eine  Folge  aus  den  beiden  andereii  Systemen  ist 

Wenn  man  die  Grussen  L,  Af,  iV  als  gegeben  annimmt,  so 
kann  man  daraus  die  Grössen  Cdi  und  uhol»  <ou»  fio^X  finden,  wie 
wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Nach  7)  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 
LJ  —  €5AsintO]«  =  SisiniosA  — O^sinioiA, 
iRf J— OA  sin  to^o  ^  ^s  sin  «'OA  *~  ^0  s>n  ^c'aA , 
JVJ  —  SAsintOoi  =Oo8intoiA — öisintooA; 

welche,  nach  der  Reihe  mit  Oq,  c5|,  cS^  mnitiplicirt  und  dann  zu 
einander  addirt,  sogleich  zu  der  Gleichung 

LQq'\-M^x  +iV5^— -5a  =  0 

fuhren,  woraus  sich 

9) 5a=LSo  +  *Öi  +  -W^S, 

ergiebt 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen : 

B  =  Lcos/^o  -f  ilf  cos/?i  -f^cos  Aft 


und 
also: 


i4=:cosa;^,    B^icosßx^ 


cos  tt;^  =  Leos  Oq  +  Mcos  «i  +  iVcos  o^, 
cos/?;^  =  Xcos/Jo  +  Mco^ßi  +  A^cos  jS,; 
woraus  sich  sehr  leicht: 
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iCO8fl00A=  1/  -f  ilf  COStOoi  -f  NeoBw^o^ 
co»foix=iLco8Woi  +  M  +  Ncoswi^y 

cos f08A=:  Leos tOao  +  ilf  CO8f0|S  -f  iV 


und: 


also  auch: 


12) 


ergiebt. 


taogtroA-r^  +  Äcosfcoi  +  iVcosti^' 
tangt.u=      Ns\nu>,^^Lslnwo^ 


§.  6. 


Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  einer  Geraden  suchen,  welche 
durch  zwei  gegebene  Punkte  geht. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  {p%Pi'p%) 
«nd  ipo'pi'p^'),  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  durch 

so  haben  wir   zur  Bestimmung  von  L,  M,  N  die  beiden  Glei- 
chungen : 

Lpo''+Mp,''+Np^"=.Oi 

aus  denen  sich,   wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,    die 
folgenden  Ausdrücke  ergeben: 

L  =  G(;,i'V-|»,';»,*), 

^=G(PoW-Pi'Po'h 
also  ist 

(Pi'Pf!'-p%Pi'')Po  +  (p%W-PoW)Pi  +  (Po'pA—Pi'Po'^Pt^O 
die  gesuchte  Gleichung. 
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5-  7. 

Wenn  wir  unter  der  Voraussetziingy  dass  jetzt  L^  M,  N  drei 
beliebige,  nicht  zugleich  yerscbwindende  constante  Grusaen  be- 
zeichnen, die  Grosse  po  aich  stetig  verändern  lassen,  und  fiir  jedeo 
Werth  von  po  die  Grossen  pi  und  p^  so  bestimmen»  dass  den 
beiden  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

Lpo  +  I^Pi+JSp^^O, 
PoSinwig^  +  pisinco^  -f  p^sinto^i  =  J 

genfigt  wird;  so  erhalten  wir  offenbar  eine  stetige  Folge  von 
Punkten,  die  in  einer  gewissen  Curve  liegen  werden,  welche  wir 
nun  nSher  discutiren  wollen. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  in  dieser  Curve  zwei  beliebige 
Punkte  (po'Pi'pt)  und  (po'Pi'p%')  a"»  deren  Cöordinaten  also 
den  Gleichungen 

ipo'  +  ^Pl'+^>^'  =  o, 

Po'  sin  tC|2  +  P\ '  sin  w^  +  p%'  sin  toQi  =  J; 

Pq^  sin  tri2  +  Pi'^sin  «Uao  +  p%'B\xt  tcoi  =  J 

genfigen,  und  lege  durch  diese  beiden  Punkte  eine  gerade  Linie, 
welche  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die 
Gleichung 

(pi'p%'-p2Pi'')Po  +  (P2'Po'-PoPi'^Pi+(PoPi''--'PiW)P%=^ 

wo  natfirlich  immer 

Posiniois  +  pi  sinto^o  +  ftsintcoi  =  J 

ist,  charakterisirt  wind. 

Ist  nun  (Po^i  ^s)  ^^^  anderer  ganz  beliebiger  Punkt  in 
rer  zu  discutirenden  obigen  Curve,  so  ist:   ^ 

LPo  +  MPt+NP^=rO, 

Po8in«^iÄ  +  Pi  8»o««o  +  PsBintfloi  = ./; 

und  wir  haben  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Lpo'  +  Mpi'  +  ^P^'^^^ 

Lpo''+«'Pi''+^Pt''^0^ 
LPo  +  MPi  +  üiP^^O. 


Digitized  by  LjOOQIC 


/A  aiigemeiner  anaiptischer  Entwickelung.  415 

Multipliciren  wir  diese  drei  GLeil^hungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

Pi'P^-Pt^Pi^    PiP^-P^Pi'.    Pi^Pt^-p^'P!"; 
danD  mit 

PfT  Po-Po"  P^^    P^Po'-PoPf!,    P^'Po^-po'PiT'. 
endlieh  mit 

Po'Pi-pi'Po^     PoPi' -  PiPo' >    PoPx^-Px'Po"'. 

nnd  addiren  sie  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  erhalten   wir  die 
folgenden  Gleichungen : 

^1  iPi'P^'-p^Pi")  Po+(Pf^'Po''--PoW)Pi  +(Po>i''-Pi'0  P^) 

=  0, 

^J  (Pl'Pt'-P2'Pl'')PoMp2'Po''-Po'P2'')Pl  +  {Po'Pl^-Px'Po")  P^  \ 

=  0, 

^^(Pi'Pt''-P^'Pi'')Po+(P2'Po"-VoPt")Pi-i'(Po'Pi''-pi'Po')P2\ 

=  0; 

also,   well  Zr,  Ms  iV  nicht  eugleich  versehwinden: 

(Pi'P^"^P^Pi'')Po'\-{pJpo''-Pp'p%')PiMpoW-Pi'Po'')P2  =  i^, 
wo  nach  dem  Obigen  zugleich 

PosiniTia  +  P^sinw^o  +  P^siuwoi=J 
ist. 

Vergleicht  man  nun  diese  Gleichungen  mit  den  obigen  Glei- 
chungen fiir  die  durch  die  Punkte  (po'Pi'p^')  und  {p^" Pi" p^') 
gelegte  gerade  Linie,  so  ist  klar,  dass  der  Punkt  (PoA^a)  in 
dieser  geraden  Linie  liegt,  und  da  der  Punkt  {P^PiP^  jeden 
Punkt  der  zu  disoitireiiden  Curre  repräsentirt ,  so  ist  diese  Curve, 
welche  aus  den  Gleichungen 

'    Po®""«'ia+i»i«'«n«'«o+;'isinwoi  =7 

coostruirt  wird,  jederzeit  selbst  eine  Gerade. 

För  diese  Gerade  wollen  wir  nun  die  Grossen,  weiche  in 
§.5.  für  die  dort  betrachtete  Gerade  durch  L,  M,  N  bezeichnet  / 
wurden,  jetzt  durch  £,  VA,  K  beaieichneo,  indem  wir  übrigens 
alle  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  hier  für  die  durch  die 
Gleichungen  1)  charakterisirte  Gerade  beibehalten.  Daher  haben 
wir  nach  §.  5.  für  diese  Gerade  auch  die.  Gleichungen: 
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2) ) 


folgt: 


Aus  den  beiden  Gleicbangen: 

ipo+VItpi  +Äp,  =  0 

(Nt^LtOpo^iMV-^NnOpi, 
(LW-  üffi)p,  =  (Ni  -  LJDp^, 
(ÄÄ«  NVDp^  =  (int  -  9IJ[)po. 

Weil  die  drei  Axen  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden  dfir- 
fen,  so  können  po^Pi»  Ps  ^^^  zugleich  TerschwIndeD ,  und  da 
immer  eine  der  drei  Axen  nothwendig  von  unserer  Geraden  ge- 
schnitten werden  muss»  so  wollen  wir  annehmen,  das«  dies  die 
erste  Axe  sei.  Dann  kCnnen  wir  po  =  0  setzen  und  erhalten  da- 
her aus  den  drei  obigen  Gleichungen  die  beiden  folgenden: 

also,   vreil,  da  po=0  gesetzt  worden  ist,  pi  und  p^  nicht  vt 
gleich  verschwinden  können: 

.   iini-ivjrt  =  o, 

und  folglich  nach  dem  Obigen  für  jedes  po : 

(Mf-.IÄ)po=0.    (Lm-ilflt)/^=0; 

also,  weil  Po  nicht  allgemein*  verschwindet,  da  die  erste  Axe  von 
der  Geraden  geschnitten  wird: 

iWt-lÄrsO,    Lm  —  M£=:0; 

so  dass  wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

LW  — ilfit=0,    üf»  — i«tt  =  0,    iVir-L»  =  0. 

Da  eine  der  drei  Grössen  L,  M,  N  jedenfalls  nicht  verschwiD- 
det,  so  wollen  wir  etwa  annehmen,  dass  dies  die  Grösse  L  sei,  und 

ff=GL 

setien;  dann  ist  wegen  der  obigen  Gleichungen: 

LOn^GM)=sO,    L(GJV— Ä)  =  0; 
also,  weil  L  nicht  verschwindet: 
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J«-Giir=0,    C?2V^— »  =  0; 
8o  dass  wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

i^GL,  m^GM,  »=€;m 

Nach  §.5.  10),  II)  ist  nun: 

costoiu  =  IT-fltcostOot  +Xcosic^, 
costffi^  =ircostOoi +in -fXcostPis, 
co8foaA=ircosw2o -t  )neo8tO]9 -f  K 


and 


sinf0(U  =  jn8iniOoi  — Xsinto^, 
sin«nA=llsintria  —  jEsinto^, 
sin  t0£A  =  ITsin  toao  "*  m  sin  tO|s ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 

cosfoo;i  =s  G(L  +  McoBWoi  +  -'V^co««»©), 
cos  tüix=  G{L  cos  tooi  +  iV  -f  iV^cos  uj,,), 
costosA=  G(Lco8w^  +  Mcoswi^  +  N) 
und: 

sintooA  =  G(M  am  Wqi  — iVsinti^), 
sinioiX=  €r(iVsinfle|9 — Xsiniooi), 
sintoaA=  GCüsintOso  — ilfsintoit). 

Weil  nnn  offenbar 

(L+ ilf  cosiOo,  +  j^costoto)*  +  (Afsiowoi  — iV^sinic^)« 
=  J>  +  üf  •+ jY« + 2LMcoa  »oi  +2üfiVco8  («»+Woi) +22Vicosii^ 

=  X«+  «•+iV«+2IrJlfcoswoi  +2ilfZVcostp«  +  2McostD^ 
and 

CO81O0A*  +  sintooA*  =  1 
ist;  so  ist  offenbar: 

3) 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 
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4) 

^__^ Ii  +  ilf  costopi  -f  NeoBw^ 

cosfiHU  -  _  V  LHiW HiVH-2LAfco8Woi+2i!f/Vcosiöi,+2ZVLco«»J 

Lcoswqi  +  M  -j-  JVcostoi^ 

cos  wu  =  ±  v^£«qp]p^p7vH^Xi1fcofiWoi+2^iVcofl^^ 

Lcostt^  +  ilfco6tg|a  -|- A^ 

cos  twA  —  ±  v^i«^,^«+2VH2Lilfco8WoI+2iH^co8t»la^^2^1cos«äo 

und  : 

5) 

^sinf^oi — iVsintOtQ 

sinuH)A=±  y  LH^If HiV*+2L^co8t^oi+2»iVbostOi,+2JW^o8«.; 

iVsin  t0|2  —  X  sin  Wqi 

L  sin  <02o  ~~  ^  g' "  «^  « 

'  V^LHI^^+NH'2LMcostv,,+2MJSco8w,,+2NLeo8uJ 

also : 

tangtooA  =  /^^.^costToi-hiVco^i^ ' 

.  JVsinu?|2  —  ZrsintToi 

6)  .  .  .      <^  tangtru  =  leog«^,  +  A■^^ViiiS^, ' 

__      XrsintPgo  —  jU  8infCi2 
"        "^  Leos  to^o  Hh  ^ <^08  ii7|2  +  y 

Nach  §.5.  9) 'ist: 

5a  =  ifüo  +  Wüi  +  Möa, 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

5a  =  GCI^üo  +  ^Si  +  ^^S«) » 
und  folglich  nach  3): 

7) 

_  _     L5o  +  Jtf5|  +iV5t 

^^ ""  *  \rL^+m+N^2LJH[co8Woi+2MNco8u>i^+2NLco8u^ 

Das    Erscheinen    der   doppelten   Vorzeichen   in   allen  diesen 
Formeln  liegt  ganz  in  der  Natur  der  Sache,  weil  jede  der  beiden 
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RicbtüDgeii  oDserer  Geraden  aIs  die  positive  Richtung  derselben 
angesehen  werden  kaon. 

Wir  bemerkeo  auch  noch,  dass  nach  §.  5.,  wenn  ai  und  ßx 
die  TOD  einer  der  beiden  RIchtnngen  unserer  Geraden  mit  den 
positiven  Theilen  der  a?«Axe  und  y-Axe  eingeschlossenen,  180^ 
Dicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen, 

eosoA^'^  =Cco80o  +)ncosa|  -f  Xcos«^, 

cos/};t=B=Ccos/?o-f  McosA  -fKcos/?ji; 

also  nach  dem  Obii^en: 

cosaAirrGCXcosoo-f  ^coscTi  -{-Ncobo^, 

cos  ßx=zG(L  cos  ßo  +  *cos  ßi  +  iVcos  ß^ ; 

folglich  nach  3): 

8) 
Xf  cos  «0  +  ^cos  «1  +  JVcostt^ 


C08aA  =  i: 


cosßA  =  db 


V^LHiWHJVH2Li!fcoswoi+2i!fjycos«oi,+2AZ.costi^' 
L  cos  ^0  ~f  ^cofi  ßi-i-N  cos  /Ss 


V  LH^HiVH2Li*costCoi+2üfiVco8fc,a+2iVLcostD,o 
ist 

Von  jetzt  an  sollen  im  Folgenden,  wie  hier^  alle  83nBbole 
wie  L,  M,  N;  L' ,  M' ,  N';  u.  s.  w.  immer  drei  ganz  beliebige, 
nicht  zugleich  verschwindende  constante  Grossen  bezeichnen. 

§.8. 

Um  die  Bedingung  der  Parallelität  der  beiden  durch  die 
Gleichungen 

charakterisirten  Geraden  zu  finden,  bezeichne  man  deren  Gleichun- 
gen im  System  der  xy  respective  durch 

dann  ist  bekanntlich  die  Bedingung  der  Parallelitfit : 

AB'-BA'-O, 
und  folglich,   weil  nach  §.  5. 
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und 


ist: 


A  SS  LeositQ+MeoMai'i' NcoBo^t 

A'  =i  L'  coßOf^i-  M'  coBai+N'  cosa^p 
B'^L'coaßo+M'coBßi+N'cosß^ 


(L  €08  «O+MCOS  «i+iV^CO«  OEb)  (JU  COS  ß^+M'cOB  ßi^lPtOB  ß^  j 

—  (LcoBßQ-\-MeoBßi'\'Neosß^(L' cosa^-i-M' toBUi^N'coBo^  * 
«reiche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 
(LM'  —  ML')  (cos  Ob  cos  ß^  —  cos  ß^  cos  a^)  J 
+(ÄjnP-iVilf')(«os«iCos/?«— cosftcos«^  (  =a 
+  {NL'  -  L2V0  (cos  a,  cos  i?«  —  cos  ß^  cos  a«)  J 
Also  Ist  nach  den  aus  §.  4.  bekannten  Formeln 
(L»'— *X')  sin  w^,+ (ilWV'--iV^O  »•ntciÄ+ (^X'— iA^O«in  tr.^ 
die  gesuchte  Bedrnguogsgleichung. 

§.». 

Es  sei  ipoPiP^k)  CID  gegebener  Punkt,  durch  welchen  eine 
mit  der  durch  die  Gleichung 

Lpo^Mp^-\^Np%  —  Q 

charakterisirten   Geraden    parallele    Gerade   gelegt   werden  soll. 

Beaeichnen  wir  die  Gleichung  dieser  gesuchten  Geraden  dorcb 

so  haben  wir  cur  Bestimmung  von  L\  M' ,  N'  offenbar  die  bei- 
den Gleichungen: 

L'po'  +  M'pi'+rPp^'=0. 

(LSr^MV)  sin  woi + (Müf—NM')  sin  wi^+  (NL'-LN')  sin  fo„=0 

oder: 

(MBiafOoi—NB\nu>to)L'    \ 
+  (N Binwi^  —  L Binwoi) lU*  >  =0. 
-f  (£slnt02o— -ilfsinu?i2)A'   * 
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Also  ist,  wesn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

-L' =  G'l/>i'(i  «info»— ilf  sinwjj) --/j^'(iV8lnf©u  —  Ir  sinwoi)), 
M'z=^G*\p^'{M&\nw^i  —  i^sintr^o)— Po'Clisinfo^  — Jlfsintoif)), 
IVizzG' \po' {N sin Wi^-^L  sin w©! )  —  Pi' (^ sin icoi  —  JVsin wgo) I ; 

oder: 

I,'  =G'  \  L  (po*  sinw^^-ipi'  sinw^+p^'  tnnwoi) 

—  (1^0  +  ^Pi'+  ^ip2')»in«'nl» 

M'  =  G'\  M(po'  sinwi^-t-pi'  sinw^o-i-  Pi'  »»"«'oi) 

—  (L/io'  ^-  ^^Pi '  +  -^;>«')  sin  w^o  I, 

oder : 

L'  =  G'\LJ-  {LpJ  +  nip^ '  +  iVjpt')  sin  w^^ ), 

und  die  gesuchte  Gleichung  ist  folglich : 

IL,/  — (£po'  +  ^Pl'+^iP•')»infl7,alpo  \ 
+  {MJ^(Lpo'  +  Mp,'  +  Np^')F\nw^]p,  (=0, 

+  iivj— (I/>o'+^PI'+^P«')»inwoll;>.2  ) 

oder,   weil  auch 

/7osint0,s  +;>,  sintr^  +  pisintcoi  =•/ 
ist: 

Lpo  +  l^Pi+Npi-(Lpo+Mpi'  +  I^pi')  =  0, 
oder : 

L(po-Po')  +  MiPt  -Pi)  +  mpt-Pi')  =  0. 

§.  10. 
Um  den  Dorchschnittspunkt  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

charakterisirten  Geraden  zu  finden,  wollen  wir  diesen  Durchschnitts- 
pnnkt  durch  (poPtPt)  bezeichnen;  dann  haben  wir  zur  Bestim- 
mung der  Coordinaten  /^o ,  pi,  p^  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

Thcil  XXXVIII.  28 
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Lpo  +  Mpi+Npt  =  0,    L'po^M'pi+N'p^^O; 
PoSinwt^  +  Pislnw^  +  p^smwoi  =  •/; 
wo  bekanntlich 

ist.     Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt,  wenn  G  eine»  ge- 
wissen Factor  bezeichnet: 

Po=G(i»#iV'-iVil#'), 
Pi  =  G(2VL'-iiV').' 
p^zsG(LM''-Ii§L'); 

also,  wenn  man  diese  Aasdrucke  in  die  dritte  Gleichung  einfuhrt: 

r l 

^--(LÄf'— ilfLO«inwoi+(^^— ^^0•in«^li+(^^'--/-iVOsin•,o' 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

{MJS'--NM')J 

''«'"(Lif '-ÄLOsintToi  +  {I^JS'—JSM*)  sin  w,a+  (J^L'-LiVOsinic^' 

(^_L'—L,^JJ_ 

(LM'^IUV)J 

Wenn  der  gemeinschaftliche  Nenner  verschwindet  and  nacb 
§•  8.  also  die  beiden  gegebenen  Geraden  einander  parallel  «ind, 
so  fahren  die  vorhergehenden  Ausdriicke  auf  das  Symbol  des 
Unendlichen. 


§11. 

Wir  wollen  jetzt  zunfichst  die  Entfernung  E  der  beiden  ge- 
gebenen Punkte  {pii'PiP%)  und  (Po'pi'p^)  von  einander  be- 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinateo 
dieser  beiden  Punkte  durch  a^y  y*  und  x" ,  y" ^  so  ist  bekanatlicb: 

Pt^' = (ao — «0  cos  /3o — (Äo — y)  cos  «b* 
und 
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Po"  =  (flo  — .Oco8/?o— (Ao— y'')cosaö, 
Pi''  =  («1  -  ar")  cos  A  —  (61  — y)  cos«, , 
P«''  =  (ö*— ^co8/3,—(Äa— yOcosoi; 

Po— Po  =  (af—x')eo8ßo  —  (y^—y')  cosoo, 
Pi'—pi''=^(a:''  —  x')cosßi  -  (y"  — yO  cosa,, 
/>,'-;>.''=  (or^-a:') cos /5,  -(.y-'—y) cos «a; 

und  folglich: 

(Po -Po")* 
=(a:'-ar")*co8/5o*+(y'-/)*cos«o*-2(a:'-a:'')(y'-y')co8aoCos/Jo, 

=  (^'-a:'0*cosft«+(y'-y'')«cosai«-2(a:'-jr'')(y'-y^)co8aiCosA, 

=  (a:'-ar*)«cogßa»+(y'— y'')*co8«j«-2(ar'~-jr^)(y-y'')cosa,cosi8». 

Moltipllcirt  man  diese  Gleicbangen  nach  der  Reihe  mit: 

cos  tfi  cos  tt^  (cos  «1  cos  /?(  —  cos  ßi  cos  0^)  =  cos  tfi  cos  1% sin  t^i^ , 
cos  oEs  cos  05  (cos  1x2  cos  ßo — cos  /?2  COS  Oq)  =  cos  a^  cos  0^0  sin  tc^ , 
cos  05  cos  «1  (cos  Oo  cos  ßi  —  cos  j3o  cos  aj )  =  cos  Oq  cos  0|  sin  tooi 

und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man: 

( Po'  —  Po"  )*  cos  «i  cos  «a  sin  Wi^ 
+  (Pi'-^Pi")*  cos  Os  cos  ofo  s«n  ««to 
+  (Pa' — pj'')*co8  0ocosaisinii7oi 

icos  ß^*  cos  «1  cos  «2  sin  lOia 
+  cos/^i^cosoacosoosioto^ 
V   +  cos  ß^^  cos  Oq  cos  »1  sin  Wqi 

Multiplicirt  man  dagegen  die  drei  obigen  Gleichungen  nach  der 
Reihe  mit: 

cos /^t  cos /?2 (cos fit  cos /?2  —  cosjSi  cosa2)=cos/?i  cos/^sinwit» 
cos  jSa  cos /3o  (cos  g«  cos  |3o ""  cos  |3s  cos  Oo) = cos  jS«  cos /3o  flln  coto ' 
cos  ßQ  cos  ßi  (cos  «0  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  a| )  =:  cos  ß^  cos  ßi  sin  troi 
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und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erliMIt  man: 

+  (Pi'— Pi'')*cos/J4Cos/?o8in«?2o 
+  (P2'— P«")*co8/JoCosftslntroi 

icos  oq^  cos  ßi  cos  ß^  si  n  f^i  t 
+  C08C,*COSJ?2COS/5o8illtO,o 
+  COS  o^'cos  ßo  COS  ßx  sin  Woi 

Sehr  leicht  erhellet  aber,  dass 

cos  ßo'^coB  Ol  cos  a^  (cos  tfi  cos  ß^  —  cos  ßi  cos  a^ 

-f  cos  ßi^COB  a^ cos  Oq (cos  02  cos  ß^  —  cos  /?« cos  Oq) 

-f  cos  ^9*  cos  €Cq  cos  »1  (cos  Oq  cos  /?!  —  COS  /3o  cos  OTi ) 

=       cos  Oq*  cos  /?|  cos  ß^  (cos  »1  cos  /^^  —  cos  ßi  COS  0(2) 

-|-  cos  a|^  cos  ß^  cos  ß^  (cos  o^  cos  /Sq  **  cos  /^^  cos  ccq) 
-|-  cos  a^*  cos  /^o  cos  ßi  (cos  o^  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  a, ) , 

also  auch,    wenn  man   diese   beiden   gleichen  Grossen    durch  5 
bezeichnet : 

5  s  cos  Oq*  cos  ßi  cos  ß^  sin  tO|s 
-|-  cos  tti  'cos  ß^  cos  j?0  sin  toso 
4-  cos  cc^  cos  j?o  cos  /?!  sin  troi 
=  cos  ßo*  cos  «1  cos  Of  sin  Wi^ 
+  cos  /?! '  cos  c%  cos  Oq  sin  Wfo 
+  cos  j?s'cos  tto  <^<>s  <^i  si''  ^01 
ist,   und  dass  man  daher  nach  dem  Obigen  setzen  kann : 

{x*  —  x")^  S  =  ipo'  — Po'')*  cos  «j  cos  a^  sin  toig 
+  (Pi '  — Pi  ")*cos  «2  cos  «0  sin  »«0 
+  iPi  —pt")^co8  Co  cos  «1  sin  Woi , 

(y'-/)«S=     (po'-Po'')*cosAcosi5,sinwi. 

+  (Pi'— Pi'')*cos/52CosPo8intojo 
+  (Pa'— Pa'')*cos/Jocosft  sinwoi ; 

also  offenbar  durch  Addition : 

£«5=  (po'— Po")*8»nwi,cosW|2  +  (Pi'  '-pi'')^amu>foCosw„ 

+  (Pä'— P2*')*S"D«>01  COStCoi 

oder 
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2£«S==(po'-/^o'')*«in2fr,Ä+(p,'-;h'')»8in2a^+(p.'-|i,T8in2woi 
Nan  ist  aber 

5  .=     cos  Oq*  (cos  tci  s  —  cos  tfi  cos  oa)  sin  tO|  ^ 

-4-  C08a|*(costp^*— cososcos4]^)8inf02o 
+  cos  a>*  (cos  tooi  —  cos  o^cos  Oj)  sin  w^i 
=  cos  o^'sin  tO|s  cos  Wi^  -f  cos  a^ 'sin  to^  cos  u>^-{  cos  a^'sio  tooi  ^^  ^01 

—  cos  0^0  cos  tfi  cos  0^  (cos  €^  sin  tri^-f-cos  «i  sin  w^-{  cos  oe^  sin  Woi) » 

5=     cos/?o*(^<>s^is — cos/?|  coBß^mkH>i^ 
\  cos  /?!*  (cos  togo  —  cos  /Sit  cos  /^o)  9in  w^ 
+  cos  ß^  (cos  iToi  —  cos  j5q  cos  ft )  sin  «toi 
=  cos/}o**>o<^ftCOSti7|2-|-cosj?i*sintO2QCOst0^'f  cos|9lj^*sini9oi  costo^i 

—  cos /?o  ^08 1^1  ^^^'^  1^2  (<^^8^o  siii  ^ift-f  cos /?!  sin  te^-l- cos /S^sinwoi) ; 
also,   weil 

cos  o^  sin  tOi t  -f  cos  cti  sin  lo^o  +  cos  a^  sin  tooi  =  0> 
cos /?o ^1"  <^is  4*  cos /?i  sin tc^o  +  cos ß^sin  w^i  =  0 
ist: 

2i$=coso0'sin2fi^s  -f  coscr|*sin2t02o  +  cosa|*sio2tOoi , 
25  =  cos  j^o^sin  2t0|9  -|-  cos  ßi 'sin 2w^  -f  cos  jS^'sin  2iroi » 

und  folglich  durch  Addition: 

XS  =  sin2tOoi  -f  sin2tria  +  sin2ii>20' 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

^_a(;>o~Po'')*g'»2tr,t4(p,^~;?/)«sin2tr»>+(ya-P2^)*8i"g«goi 
sin 2f0oi  -|-  sin  2t0|9  -f  sin 2t02Q 

F0r  jede  drei  Winkel  Xy  y,  x  ist  bekanntlich: 

sino?  +  sin^  4-sinz 

=  sin  (ar  +  y  +  x)  +  4  sin  4(jr  |-  y)  sin  i(y  f  2)  sin  i(z  +  a:) , 

also : 

sin2ti7oi  4-  sin2tria  f  sin2t02o 
=  sin2(tooi'fw,aftO|o)  +4sin(woi  ftt'i«)8in(tr,2f«o«o)»'"(w2o  f^oi); 
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aber 

und  folglich  nach  §.  4.  8) : 

siD  2(tOoi -h  tois  4- toao)  =:  0 ; 
also : 

sin  2tOoi  ~l-  sin  2tO|2  4-  sin  2to«o 

=  4  sin  (woi  +  wia)  sin  (w, «  +  w«o)  »'"  («o«o  +  »oi )  * 

und  daher  nach  §.  4.  7) : 

sin  2iOoi  "^  8in2fi7]s  -|-  sin  2ti^o  =  —  4siniOoi  sintoi^sln  w^^ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

j^_      (yo^-VO*8in2fr,«+(yi^--Jt;/)*sin2to»4(ft^-ft^)*sin2«o, 

2  sin  lOoi  sin  iO|a  sin  ir^o 
oder: 

/     sint00isintoso    '       siotoi^sintToi  sincc^sintois  (' 

Denken  «vir  uns  nin  den  Pol,  der  natiirlich  jeder  beliebige 
Punkt  sein  kann,  mit  dem  Halbmesser  r  einen  Kreis  beschrie- 
ben, so  ist  die  Gleichung  dieses  Kreises: 

^2  ,  (yo--^o)*co8t0ia      (Pi— c5|)^coswao      (;»a- 5a)*co»«\n  _  g 
^     sin  tooi  sin  toso  sintoi^sinu^oi  sintososinioi« 


§.  12. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  die  Punkte  (po'PiPt) 
und  ipo'pi'p^)  mit  einander  verbindenden  Geraden  seien  p^  p^  Pf 
Um  diese  Coordinaten  zu  finden,  wollen  wir  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  (Po'Pi'P^)  «"^  (Po" Pi" Pf!')  durch  »',  jf* 
und  x",  y"  bezeichnen.    Dann  ist  nach  §.  4.  13),  14): 

x*etmu>Qi  =(po'— öo)ce8ai— (pi'  — öi)cosoi^, 
d?' sin  fTi  s  =  (pi ' — cSi )  cos  Of  —  (p,' — Oa)  cos  er, , 
x'9\nu>^  =  {p^' — 5^)  cos «0  —ipo  -  Sq) cos a^ ; 

y'sinwoi=(/?o'— 5o)cosÄ— (pi'  — ö,)cosi3o, 
Sf'sinfOis  =  (pi'^Oi) cos/^  — (ps' -  Cd,)cos/3, , 
y'  sin  fc„  =  (pa'  —  5,)  cos  Po  —  {P6  —  «o)  cos  h 
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und: 

ar"8inw,2  =(;?i"  —  ö,)cosofj  — (pi"— 52)008«!, 
ar"8!n  w^  =  (pa"-"  ö^)  cos  Oo  —  (po"—  5o)c<*®  ««5 

2^"  sin  Wo,  =  {po'—  5o)  cos  ft  —  (pi"  —  ö, )  cos  ßo  > 
y"8inw,«  =  (f?i"— ö,)cos/33-(;?a"— öa)co8ft, 
y"  sintr^o  =(P«"— öji)co8/3o—  (;?o"  -  «cOcos/J,; 

also  durch  Addition: 

4(ar'+a:")8inwoi  =  (4(Pü'+Po")  — öo|co8a,-{i(jtii'+Pi")~ö|  Icosoo, 
i(a:'+a?")8intr,«={i(p,'+Pi")  — öilcosa.-  {i(/?«'+p«'')-ö«}co8«„ 
i(a:'+ar")8infc»o=li(P«'+/?«")  —  ö«lc«««o-  li(;?o'+Po'0-5o!cosa^; 
*(y'+y")s«nwo,  =t4(jtio'+Pü")  — «olcosft  -li(pi'.+jtii'0-öilco8/Jo, 

*(y'+r)ß»i»«^i«=ti(PiH;?i'0~öilco8iJa-ti(f?«'+P«0-ö«»co8A, 

4(y  +y")  »in  wao  =  t  i(;>«'+P«'0  —  «^  |  cos/5o  - 1 4(Pü'+Po")-  «o  1  cos  fe- 

Weil  nun  bekanntlich  iCar'  +  ar"),  i(y/  +  y)  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Punktes  (PoPtP^)  »^^d,  so  ist  nach  §.  4.  9): 

p^^  -^  öo  =  4(y'  +  yOco8ao  —  i(a:'  +  ar")  cosjSo, 
Pj  -  ö,  =  4(y'  +  y'0coea,  —  4(ar'  +  ar'0co8ft  , 
p,  -  «2  =  4(y'  +  y")  cos  «2  -  i(a:'  +  a:'')  cos  /Sa; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

(Po— 5o)8inic,2=     l«a-4(p«'  +  P2")l  (cosoöcosft  —  co8/5oC08«i) 

+  I  ö|  -  4(Pi '  +  Pi  '0 1  (cö»  «2  cos  /?o  —  cos  ß^  cos  ao)s 
(pi— 5i)8infrao=     |5o  — i(Po'  +  Jt?o'')l  (coaaicosjja— cosft  cosa^ 

+  tö«— 4(P»'  +  Pa'0)(co8aoCO8ft  —  cos/?©  cos  «i), 

(pa-5t)8infroi  =     <  »i  —  4(i»i'  +-  Pi'O  t  (cos  a^  cos  /3o  -  cos /?,  cos  «o) 
+ 1  öo  —  4(po'  +  Po")  I  (cos  a,  cos  ß^  -  cos  ft  cos  a,) ; 

also: 

(po-«o)si«  Wj«=J  öt— 4(P*'+P«'0I  8«n»oi  + 1  ö,-4(pi'+p,")l8intOio. 
(pi— öi)8inwao=töo-4(PoHpö'0l8'»nwia+tö*"-4(P«'+Ps'')l»>n«'oi» 
(pa-  Oa)  ßin  »oi  =  t  «i  -  WPi  '+Pi ")  ^  8inwao+ 1  (^o-^UPo'+Po')\  sinwi«; 


Digitized  by  LjOOQ IC 


428  G runer t:    Das  System  der  ürHlinien-Coordinaten 

und  hieraus  offenbar: 

Pi  sin  w^  =  J  —  i(/?o'  +  Po")  «>"  tt^i2  —  KPä'  +  f'a")  »>"  »oi » 

oder 

Po«iot0ia 


=  «'+i(Po'+;'o>>n«^i 


in«c,a-4< 


(po' «in  ««'is + Pi '  sin  tTto -l-pa'sin  to^i)  1 
+  (po"sin  Wi«+Pi"fiinti^+p«"8infc„|)  i 


Pi«intr«> 


'f(Po"' 


aintOii^4pi'sintOso-f'Ps'^iniPoi)  ) 
sintr|2+Pt''8iniOso^P3''6introi) ) 


(po'8inu7|a4pi'8int020  fft'&intcbi)  i 


C         (Po'8  ..    .   ^. .V  .  ^, uw  i 

^  +  (po  s«n  tc,jj  \px'»\nw^  f ps^sin  iTüi)  ^ 
fotglicb  offenbar: 

Po  =  4(Po'+Po'0,    /^i=i(pi'  +  Pi"),    Ä  =  4(P»'+P«"). 

Durch  eine  ganz  einfache  geometrische  Betrachtung  überzeugt 
man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke ;  es  kam 
aber  hier  darauf  an,  dieselben  ganz  allgemein  analytisch  zu  be- 
weisen, wie  alle  Formeln,  auf  die  uns  diese  Untersuchungen 
föhren  werden. 

§.  13. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Bestimmung  der  von  den  beiden 
durch  die   Gleichungen 

£/?ü  +  ^pi  +  ^P2=o,  I/'po  +  iV'jtll  +  ^>2=o 

charakterisirten  Geraden  eingeschlossenen  Winkel  Aber. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  einer  jeden  dieser  beiden  Gera- 
den mit  den  positiven  Theilen  der  a;-Axe  und  y-Kxe  einschües- 
set,  rcjspective  durch  q>y  ^  und  q>',  ^';  so  ist  nach  §.7.8)  na- 
türlich ohne  Beziehung  der  oberen   und  unteren  Zeichen  in  <ien 
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Formeln  ffir  co%q>t  cost(;  und  cos 9',  cosV»  wobl  aber  mit  Be- 
Zi ebuu^tji:  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den  Formeln  für 
costpt  cost^f  und  eben  80  in  den  Formeln  für  cos  9%  cosif;'  auf 
einander: 

Lcostt^  +  McoBai  -f  Ncosa^ 

coscp  =  1- "": ' ■  -  ■    ■ » 

LcosßQ+  Jücoaßi  +Ncoaß2 

cos  ti;  :=  -J-      . — i=r^ —       - L-^—  ; 

und  : 


=  ± 


cos  9' 
L'  cos  «0  +  itf'cos  a,  +  Pf*  CO8  cc^ 


V^L'«+ilf'«+/V'H2L'JI'cos«oI+2i!f'l\'cosi^^«+2^^'L'cosa^^ 

costj;' 
L'  cos  /?o  +  M'cnsßi-^  N'  cos  ffa . 

aUo : 


cos  q>  cos  9'  -f  cos  yp  Cos  t/;' 
j    (Lcosa^+^i 


i  {Lcosa^-t-Mco6ai-t-Nco8af)(L'  cosaQ~t-M*coaai-\-N'co8a^i 
_ ^  }^(Lcosß,^+Mcosßi+Ncosß^)(L'co»ß.,+]H'co8ßi+N*co8ßJs 

^  X  (I'Hif 'HiV^+^XWcesiTo,  +2if Wcos tria+2i^a'cosw«>) 

ßezeicbnen  wir  nun  die  von  den  beiden  gegebenen  Geraden 
eingeschlossenen,  ISO^  nicht  übersteigenden  Winkel  im  Allgemei- 
nen durch   W,  so  ist  bekanntlich: 

cos  W=  ±:  (cos  q>  cos  g)'  +  cos  rp  cos  y) , 
also  nach  dem  Vorhergehenden : 

cosIF 

(  (L  cos  «o+it^cos  of| -|-iVco8  Oj)  (L'cos  ao+iVcosctj  -|-iVcoscra)\ 
_  1+  (Leos  Po-fil#co8  ft  +iVcos/?«J(L'cosPo-f-.tf  ^cosft  +]V'C0Rß^)\ 
"'     W       (LHÄHiVH2LJf7Ji7^+^ 

^  X(I'Hif'«+^'*+2X'if'cosiCoi+2ifWcosir,«+2iVZ;'cosfC5o) 

Leicht  ergiebt  sich  aber,  dass 
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(L  cos  ttf^  +  M  cos  Ol  +Nco8a^)(L'coBaQi-M'e(mai  +/V'co8flJ 
+  (L  cos  ßo  +  9t  cos  ft  +  iVcos  ß^  (U  cosft,  +  ^'  co«  ft  +  TV'  cos  j?J 
=  LL'(co8  V+co«jJo*;+  ^iV'(co«ai«+cosft  «)+iV7V'(co8«,*+co8A*) 
+  (LM'  +  ü  L')  (cos  Oq  cos  «i  +  cos  ß^  cos  ft  ) 
+  (MN'  +  iVM')  (cos  «1  cos  02  +  cos  ft  cos  /?,) 
+  (2VL'  +  LiV')(cosajCosao  +  cosß^cosßo) 
z^LL'  +  MM'  +  Nrf 
+  {LM'  +  iHLOcoswoi  +  (^^'  +  ^^')  cosio„+(iVL'+L2V')co«i«» 

ist;    also  ist: 

cosW^ 

^  <  +  (L^^+  il#LOcostt?oi  ■+(irjV4- JMr)costg„-f  (iyX^+XiV)  cos  tc»>^ 
a/  (L«+i!f«+iV«+2Xyllcoswoi+2il#ArcosiCi,+2;VL^osic^/ 
^  X(X'*+if '•+iV^  +WItcoswoi  +2M'N*coawi^+2N'L'costßn) 

woraus  sich  auch  zugleich  ergiebig    dass 
LL'  +  MM'+NJS' 

+  (LM'+MU)co»Woi  +  (JUrf  +  ^^')cos  wn+  (iVL'  +  LN')co8fßt^ 

=  0 

die  Bedingangsgleichung  der  Perpendicularität  der  beiden  durch 
die  Gleichungen: 

ipo+^Pi+^P«  =  0,    I'>o  +  Ä'p^  +  ^>»  =  0 

cbarakterisirten  Geraden  ist«    Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

(£  -|-  iVcostOoi  4-^cosiOso)^' 
+  (Lcoswqi  + M+Nco8Wi2)I^'  }  =0 
+  (Lcostoto  +  ^costTn  +  2V)  ZV' 


§.  14. 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichung  der  Geraden,  nelche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht  und  auf  einer  gegebenen  Geraden 
senkrecht  steht,  und  bestimmen  zugleich  die  Entfernung  des  gege- 
benen Punkts  von  der  gegebenen  Geraden. 
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Der  gegebene  Punkt  sei  (poPiPt)*  ^'^^  Gleichung  der  gege- 
benen Geraden  sei 

Lpo  +  Mpi+Np^=zO, 

und  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  sei 

Upo  +  M'pt+N'p^  =  0; 

so  haben  wir,  weil  der  gegebene  Punkt  in  der  gesuchten  Gera- 
den liegen  soll,  und  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickel- 
ten Bedingungsgleichung  der  Perpendicularität  zweier  Geraden, 
zur  Bestimmung  von  L*,  M',  N'  die  folgenden  Gleichungen: 

Po't'+p^'M'+p^'N'^O. 

(L+^COSWoi  +  -iVc08«?,o)-'''      i 

+  (Lco8tCQi+A§+Nco8Wi^M'  >=0; 
+  (Lco8io^+il#coswi2-f  iV)iV'  3 

aus  denen  sich,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  sogleich  : 


p|'(licOSt02o  -f  Mc08U>i^+  N) 

P2'(L  costooi  +  M  +  JVcostCis) 
p^'^L  +  Mcoswqi  +  Ncoaw^) 


'  — P2(L  COSWqi  +  M  +  JVcostCis) 


M'  =  G'  \      ^^    '*'  ^^^^^01  +  AcostTjo)  I  ^ 
,  «  —po'il'COBtD^+McoatOi^+N)  ' 

N'=G'\      /^o'(^co8Woi  +  M+  iVcoswi»)  » 
r  — Pi*{L  -f  JtfcostOQi  +  iVcoStOjK»)  ' 

ergiebt,   wo  es  aber  offenbar  genügt, 

L'  =pi'(Lcosw^  +  Mcostoi^+N)'--p2(Lco8Woi  +M+Ncoawi2), 
äf'=P2(L  +  3tcosu>Qi+Nco8  tcjo)  —  Po'CLcoswjo  +  '^cosfri »+ A^), 
N'  =:po'(Lco8Woi  +  ^+  Nco8toi^—pi'iL  +  ^cosioqi  +iVcosw2o) 
zu  setzen. 

Hieraus  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

=  p^\l^  +  *•  +  iV*+  2LJIf  cos  »Ol  +  2JWVcostr,a  -f  2iVLco8  tp») 

-  (Jtpo'+  ^Pi'  +  Ä'ftO (Xcosw,o  +  ÄCOSWjj  +  iV), 

ilfiV'  -  NM' 
=  Po'  (^*  -^  ilf *  +  JY*  +  2Lilf coswoi  -f  2il#JVcos »la  +  2  /Vicos  w^) 

—  (Lpo' +  il^Pi' +  IVSpiOCl- +  ^cos»oi  +  iVcosfc«>), 
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—  (Lpo'  +  Mpi'  +  i\>aO  (licosff^oi  +  ^  +  ^co«  u^,) ; 
also,    weil  bekanntlich 

PQ'siniOi^  f  pi'sinw^o  ^p^'^^^^oi  =^J 
ist: 

(LM'  -  iWL')  »in  Wo,  +  (MN'  -  ^iü ')  sin ir,, + (M.' — 1.2^0  «in  «om 
=  /(t*  +  AI«  +  iV«  +  2LM  coswoi  +  2ilfJYcos  w,,  +  WLcosw») 

4-(I'Cost0oi  +  ^+^c^«Via)siDtO(o  I 
-f  (£  cos  t(?2o  "^  ^cos  1019  -f  iV)  sin  Woi 
=  J(L«  +  ^«  +  iV«  +  2Lilf  coswoi  +  2JUNcosfCi^  +  2NL  co«w») 

/       £[sint0,a-fsin(toso-|-«'ot)]  \ 
^(L;>o'  +  ^V/'I'+^iP»')j  +iW[8in«?4o+8in(tCoi+ic,t)]  [, 
^  +A^[sinwoi  +  sin(wi9  +  W2o)] 
und  folglich  nach  §.  4.  7) : 

(LAf' —  illL')««nwoi  +  (ilfiV'-iVAi')sinfr,«  +  (iVL'-  L2V0  sinic^ 
=  J(L«  +  ill«  +  ^«  +  2LM  cos  woi  +  2  J9§N  €08  Wj,  +  2iVL  cos  «s»). 

Bezeichnen  irir  nan  den  Fusspankt  des  von  dem  gegebeoen 
Punkte  (po'PiPi)  auf  die  gegebene  Gerade  geßillten  Perpendi- 
kels durch  (poPiP^9  80  ist  hiernach  und  nach  §.  10.  offenbar: 

_     ,  jLpo'+Mpi'  +  iVpa*)  (L+Mco8u>oi  +  Ncosw^) 

Po— Po  -  L^+MHN*  +  2LMco8Woi+2MNco8Wi^mVLco8u^' 

_     ^  (Lpo^-|-ilf/yiHiVp«0(I>coswo,  +  Jf+i^cosw,^ 

Z'»  -Z'»'""  LH/WHiV«  +  2Li!f  cos  Woi+2ilfiVcos«7|«+2^I.costP„' 

_^  (£;?o'  +  Mpi'  +  Np^O  (Leos  tOgo  +  ilf  cos  tO|g  +  iV) 

^«  — ^'■"LH^HiV*+2X)!/costOoi+2^iVcoswia+2iVLcosio«,' 

Bezeichnen  viir  das  von  dem  Punkte  {PoPiP%)  auf  die  gege- 
bene Gerade  gefällte  Perpendikel  durch  P,  so  ist  nach  §.  II.: 

(     sinti^oi  ^'"^20  sintOiasiniToi  sinwtosintf^i«    i 

Fuhrt  man  in  diesen  Ausdruck  aus  den  vorhergehenden  Formeln 
die  Wertbe  von 
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{po-PoT.    (Pi-Pi')^.    (Pt-PiT 

ein,   so  ist  In  dem  dreitheiligen  Factor  des   dadurch   sich   erge 
henden  Ausdrucks  der  Factor  von  L^i 

COStl7|2  COStOo|*COSM?20     ,     COStCäp^COStCo, 

sintToiSinu^sD        sintoi^sintroi  sinfrsosintr,^ 

sin  tO| 2  cos t0i2  +  cos tcpi  cos w^Q  si n  (w^  +  Woi ) 

sin  ti^oi  81  n  fT]  9  81  n  w^o 

sin  W|  g  (cos  tO|  2  *^  cos  topi  cos  togp) 

sin  t0Q|  sin  Wi  ^  sin  tr^o 

_  sintO|2{co8(tgg|>+«Vn)  — costgQi  costogoi 

~  sin  ti^oi  sin  toj^s  sin  1^20  ~"        ' 

und  der  Factor  von  2LX  ist: 

COStOpi  COStOi  2    .    cos  Wqi  COS  t&20   ■  COS  tOpi  COS  tP|  3  COS  9r2o 

sin  tOpi  sin  t02o        8>"  ^12  ^■■^  *<'oi  ^i" ^to ^'">  ^12 

sin  W|2  cos  tpj2-tsln  t02ocogtg2o-t-»in«goi  cos  t0|2 cos  tujo 
—  eosfcoi  gju  ^^^  gju  ^^^  g.  jj  ^^ 

sin  fOiQCOs  tP|2+8in  1020  cos  igao  —  ein  (gotft<Oao)costty,  ^cosw^ 

"'  SinWoi^'"*<'l2^''>^20 

sin  fT]  2  ctin  «^20  si  n  (tri  «-Hcso) 

= eosfTüi -r^ ^ ^-T^ — -^^ = — cos  «Coi . 

^^       sinfro]aintri2Sint02o 

Auf  diese  Art  findet  man  leicht,  dass  der  in  Rede  stehende  Factor 

—  (L«+üf«+iV«+  2Xilfcos«7oi  +2üf^coslOl2+2iVicosw2o), 

und  dass  folglich 

'^  ~X«+JI!f«+iV»+2Lilfcoswoi+2üfiVco8tc,4  +  2iVi.co8M)«, 
ist. 


§.  14. 
Die  BediDgungsgleicbung,  dass  drei  Punkte 

(PoPi'P^).    (Po>i"P2'0,    (Po'^Pi'W) 

in  einer  geraden  Linie  liegen,  findet  man  auf  bekannte  Weise, 
wenn  man  aus  den  drei  Gleichungen 
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llPo   +«Pi'  +^iP«'  =0, 

die  drei  GrOssen  L,  M,  N  eümioirt;  man  erhält  dadurch  leicht 
die  Gleichung: 

Po   iPi'P%'-Pi''P%)  I 

+po''(prpt'-Pi'p^'")  [=0, 

i-Po^iPi'PfT  -PiV«)  ' 

die  map  ooch  auf  verschiedene  andere,  nich  leicht  von  «eibst  er- 
gebende Arten  aasdrGcken  kann. 

Die  Bedingungsgleichung,  dass  die  drei  durch  die  Gleichaogen 
L'po  +M'pi  +Np^  =0, 

L''po  +  irpi+N''p^=0 

charakterisirten  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  aribilt 
man  durch  Elimination  von  /Iq,  pi,  p%  aus  diesen  drei  Gleicbim- 
gen,   wodurch  man  die  Gleichung: 

erhält,  die  sich  auch  noch  auf  verschiedene  andere  Arten  ans* 
drficken  lassen  würde. 

§.  15. 

Wir  wollen  jetzt  zu  einigen  Anwendungen  der  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Formeln  übergehen,  und  wählen  dazu  zuerst  die 
Betrachtang  des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspnnkts  der  drei 
Hohen  des  ebenen  Dreiecks. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  drei  Spitzen  oder  Ecken 
des  Dreiecks  durch 

(Po'Pi'P.O,     (.Po'Pi'p^^.    iPo^Pi^^Pt") 
und  setzen  der  Kürze  wegen: 
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n'=Pi"'/'«"'-^«'Pi"'.    Po''=Pi''p*'-PirPi'.    Po''=^Pi'P%''-ptPi'> 

A'=Pa>ü"'-/»o''p.'".    Pi'=Pt''P<,'-pJ"Pt'    Px''=P^Po'-PoW. 

P*'=PoPi"-Pi''Pfr;    Pt''=Po''Pi'-prPo'i   Pt'=Po'P,''-Pi'Po'' 

und  : 

Qo'  =  Po*-\-Pi  'costToi  +  A'cos  trao, 

Qi*=Po'coswoi  +  Pi+P%coswi^9 
Qa'=Po'co8«J2o+/\'co8U7i«+  P^*; 

Q2''  =  P/co8w,o  +  P/'cosw,,  +  P«''; 
QJ«=PJ"  +  P/'cosw„,  +  Pa'"costr,o, 

©2*^=  P^*»  COS«?<,o  +  /^'"C08W,,  +  Pft*^; 

dann  sind  nach  §.6.  und  §.  14.  die  Gleichungen  der  von  den  Ecken 

(Po'Pl'M.      (Po'>l'>2"),      (Po''prP2"') 

des  Dreiecks  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten  gefällten  Perpen- 
dikel respective: 

1) 

=  0. 
Zwischen  den  Grössen 

P^'    P,'    P*'-    P  "    P,"    P«"-    P  '*'    P «'    ja  «^ 
und 

ÖoS  öl',  e*';    Oo'S  Ol",  Oa";    Öo'*,  Öi^,  ©/' 

finden  gewisse  leicht  zu  beweisende  Relationen  Statt»  welche  wir 
im  Folgenden  zusammenstellen  wollen. 
Der  Kflrze  wegen  setzen  wir: 

n=Po'(Pi"Pit'"-p,''Pi'")+Po''{pi''p*'-P,''Pt')+Po''(Pi'P»"-p,'Px'') 

=^»»'(Pa>o''-|'o"P.''H7'i"(p,*lPo'-Po*'p.0+ft''(p.'Po"-j».>.") 
=P.'(Po"/»i''-Pi"P«*)-»f».*(Po>'-/'i>«')+P.''(P.'Pi"-ft'p,'0. 
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dann  ist,  ivie  man  leicht  findet: 

Po'Po'+Po"''o"+|'o'"''o'"=  n, 
Pi'Po+Pt"Po"  +Pi'"P0'"  =  0. 
P*'P<,'+Pi"Po"+P2"'Po''  =  0', 

Pi.'Pi'+Po"P,"+Pö''Pi"'  =  0, 

Pi'Pi'-^Pi"Pi"  +  P,''Pi''  =  n. 

P2Pi'+Pi"Pi"+P2''Pi"'  =  0; 
Po'Pi'+Po"Pi"+Po'"P*'"=0, 
Jh'Pi'-^Pi"Pi"  +P,  "'/*«"'  =0, 

woraus  sich  ferner  leicht  ergiebt: 

P«'Qo'+Po"Qo"+Po'"Qo''=  n, 
Px'Qo+Pi"Qo"+Pi'"Q<,''  =  ncoBfc,, , 

p,'Q«'+P,"Qo"-^p,''Qo'^  =  nco8fc,„: 

Po'Qx'-^Po"Qi"+Po'"Qr'"  =  ncos,o,„ 

P,'Qt'-\-P."Qi"+Pi'"Qr=n. 

P.'0i'+P."«?i"+J».'"e.*=  ilcos«,,; 
P,>'Q*'+P,>"Q»"+P,''Q,''  =  ilcas  w... , 

P,'ö.'+Pi"0."+p."'ö.'"=nco8«,,., 

Hieraus  ergiebt  sich  nnmittelbar ,  dass  die  Summe  der  drei 
Gleichungen  ])  verschwindet«  so  dass  also^  wenn  durch  gewisse 
Werthe  von  p^^,  /?, ,  p,  zwei  dieser  Gleichungen  erfüllt  werden, 
durch  dieselben  Werthe  von  Po»  Pi,  p%  immer  auch  die  dritte 
Gleichung  erfüllt  wird.   Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Gleichung 

PoSinw^^  +  PiBinw^^  -{- p^srnfc^i  =  J 

und  zweier  der  Gleichungen  1)  die  Grossen  p^,  p^^  p^,  so  wird 
durch  die  erhaltenen  Werthe  dieser  Grössen  immer  auch  die 
dritte  der  Gleichungen  J)  erfüllt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die 
durch  die  Gleichungen  1)  charakterisirten  Geraden,  also  die  voo 
den  Spitzen  oder  Ecken  des  Dreiecks  auf  die  gegenfib erstehen- 
den Selten  desselben  geßillten  Perpendikel,  sich  immer  In  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden. 
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Dm  niiD  die  Coordiaatea  Po,  Ptf  p«  dea  gen^infchaftUebeo 
DarehschnitiBpankto  der  drei  ie  Rede  etekenden  Perpendikel, 
D&nllch  der  drei  Hohen  de«  Dreiecks,  selbst  zu  bestiromeD,  mils- 
«en  wir  ?on  der  folgenden  allgemeinen  Betrachtung  über  drei 
Gleichungen  des  ersten  Grades  von  der  Form: 

ffo«  +  6oy  +  Co*=0, 

ausgehen.  Bekanntlieh  ist  in  einem  solchen  Falle  immer,  wenn 
G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

x=G(boCi  —  CoAi), 

y=:<7(i?ofli— flo^i), 

«  =  G'(oo*i— 6b«i); 

wobei  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  obigen  Systems  dreier 
Gleichungen  benutzt  worden  sind.  Finden  nun  aber  die  Glei- 
chungen 

fl6+<'i+öt=0,  Ä^+*i+Ä,=0,    Co  +  C|+c«=0 
Statt,  so  ist: 

ao=-(ai+a^,  6o  =  — (*i+^«)»    «^o  =  —  («^i  +  «^«) 
und 

"i=— ("t+'»o)>  fii=— (&Ä  +  *o)>     Ci=— (ca  +  co); 

also»   wie  man  sogleich  Gbersieht: 

ÖqCi  —  CoÄ|  =  AiCj  —  qÄt  Ä  AjCo  —  c^bo, 

a^bi  —  60«!  =  Ol  62 — 6|  a«  =  02^0 — b^a^ ; 
und  felglich  naeh  dem  Obigen: 

jrss:  6(6^  — .Cö6|)=  G(6,c^--e,6^  3=  6(6g|Co— «fl^o)» 
y  =  G(i?oa,  —  ao<?i)  =  G  (c,  ö» — ri,  c^)  =  G  (c^a^  —  n^Co) , 
2  =  G  (rFo6,  —  boOi)  =  G  (cp,  62— 6,  n«)  =  G  (ff^Äo  -  b^a^) ; 
wo  G  immer  denselben  Factor  bezeichnet. 

Dass  bei  den  Gleichungen  1)  die  hier  gemachte  Voraussetzung 
erfüllt  ist,  braucht  nach  dem  Obigen  kaum  noth   besonders  be- 

Iheil  XXXVIII.  29 
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merkt  an  werden ,  und  wir  kOnnen  also  auf  diese  Gleichnnf^eD  die 
vorhergebenden  allgemeinen  Formein  anwenden. 

Zuvorderst  bat  man  sieb  aber  nocb  die  folgenden   leicht  zu 
beweisenden  Relationen  zu  merken : 

PiTPo'  +Pi''Pi'  +  Pt''P*'  =0. 

PirPo'+Pi''Pi'+Pt'"p*'=Oi 

Po'Po'+Pi'Pi''  +  P*'P%''=0, 

Po"  Po" +Pi'Pi"+ Pt'P*"  =  n, 
Po''Po"+Px''Pi"+P*"'P*"-=0; 

PoPo"'+Pi'Pi''-^P»'  Pi"'=  tf. 

Po"Po''+Pi"Pi"'+P%"P^"'  =  0, 

Po''Po"'+Pi''Pt"'-\^Pt''P*"'=  U- 

Nach  den  Gleichungen  I)  und  dem  Vorhergehenden  ist: 

p^-  GlijH'Qo"  -Po"Q%"HPo"'Qi'-Pi''Qo"^ 

-(Po"Qi"-Pi"Qo")(p*"'Qo''-Po''Q*')u 

P^=G\(j,o"Q,"-Px"Qo")(Pt'"QJ'-Pt''Qi'') 

-(Pt"Qt"-P*''Qi")  {po"'Qi''-Px"'QJ")\. 

Pt^^GHpi'Q^'-tH'Qi")  (PtrQo"'-Po"'Q»"') 

-(p*"Qo"-po"Q*HPi"'Q»''-P%''Qi')\: 

und  folglich,  wie  man  leicht  fibersieht: 

G-HPo'Po  +  Pi'Pt+P»'p») 

=    I  {Po'Qo"+Pi'Qi'+P%'Qt"W-(Po''Po'+Pi'Pi'+P%"P9')Qt'i 

x(Po''Qi"'-Pi''Qo') 

+ 1  (Po'Qo'  +Pt'Qt'+P%'Qir)Po"-(Po''Po'+Pi"Pi'+P»"Pt')Qo'\ 

xiPi'QJ'-Pt'Qt') 

+  \(Po'Qi>"+Pi'Qi'+P*'Q%')Pi"-(po''Po'+Pi"P,'+P*'P*')Qi"\ 

xipt'Qo'-Po'Qt"), 

also  offenbar: 

Po'po  +  Pi'Pi+P»'p* 

=  G(Po'Qo"+Pi'Qi"  +  P^'Q%")  (Po'Qo"'+Pi'Qi*'+P%'Q»'). 
Ferner  ist:  ' 
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Po  =  Gl  (ft-eo*  -l'o'"©«'")  (Po'öi'  -Px'Qü') 

-  (.Pi''Q*''-Px"'Qn(/>o'Qi'-Pi'Qo)\. 

Pt=G\(prQ»''-Pt''Q,'')(p*'Qo'-Po'Q*') 

-(P*''Qo''-PirQ*'^(pi'Q%'-p*'Qi')U 

folglich,   wie  leicht  erhellet: 

G-HPo"po  +  Pi"pi+P»''pt) 

=    {iPo''QJ'+Pi''Qi''+Pi''Qt'^Pi'' 

-  iPo^Po'  -i-Pi''Pi'+P*'"P%'')Q^'i(Po'Qi'-pi'Qo) 

+  \  (Po'Oo"'  +  Pi'Qi" + ^.''0«*)Po"' 

^  (po''Po''+Pi''Pi'  +P»''P*'')Qo''\(Pi'Q*'-P*'Qi) 

+  {(Po'Qo''  +  Pi''Qi''+P^'Q*'")Pi'' 

-  (Po''Po"+Pi''Pi''  +Pi''P*")Qi'"HPt'Q,>'-Po'Qz'), 

also    offenbar : 

=  G(Po'<?o*+  P,''Qi'"+Pi''Q*'")iPo''Qo'+Pi''Qi'  +  Pz''Q»')- 

Endlich  ist: 
Po=G[(p^'Q^'-pn'Qt')(po"Q,'^-pi'Qo'') 

-  (Po'Qi'  -Pi'Qo')  (p^''Qo''-Po''Q*') ). 

Pi  =  GKpo'e,'  -Pi'Qo')  (^•©/-/'.•Öi") 

-(Pi'Q^'-P*'Qi'nPo''Qi''-Pi'Qo')l 
p,=  G  t  (p,  '0.'  -  P,'«, ')  (P«"«»"  -  P«"<?«") 

-(p,'eo'-Po'0.')(Pi"ö«"-p«"öi")l; 

folglich  offenbar: 

G-HPo%  +  ^.  >.+/».» 
=    I  (n"«»'  +  /*i*Öi '  +  P^^Q^lPi 

+  \(P,rQo  +  ^i^Qi'  +  P2''Qt)Po' 

-(Po'Po'"-^Pi'Pi''-i-P*'P^"')Qo'Hpi"Qt"-Pi"Qn 

+  KPo'^öo'  +  ''*r<?i'  +  P%'Q^')Pi 

-  (Po  Po"  +  Pi'/»r  +  Pt'Pt")  Qi'](Pi"Qo"-Po"Qi"). 
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also : 

=  GiPo'^Qo'  +  Pi^Qx'  +  P^'^Q^'HPo''Qo"+Pi''Qi''i'P%'Qt1' 

Daher  haben. wir  jetzt  die  drei  folgenden  merkwOrdigen  Glei- 
chungen : 

PoPo+Pi'pi  +  Pt'P» 

=  GiPo'Qo"  +  Pt'Qt"+  Pi'Q»")WQo'+Pi'Qi''+Pt'Qt') 

Po"po  +  Pi"Px+P*"p, 
=  G(Pn"Qo'"+Pi"Qi''+P^"Qt'^(Po''Qo'+Pi"Qi'  +  P%"Qih 

^GiPo^Qo'  +  /».'<?.'  +  /'.*0,')  {Po''Qo"^Px''Qx'^P%'Qx^ 
Man  setze  der  Kfirze  wegen: 

3) 
^i.=n'<?o"  +  Pi'Qi'-k^P*' Qt".  An=P^"Qo'  +  ^i"Qi'  +  i»."<?» ; 
^=Po"Qo''+Pi"Qi''+P%'Qi!',  ^M=/'o*ao"+Pr<?i"+i».'<?i"; 

«o  ist: 

4) j  Po'Po  +Pi"Pi  +/>."ft  =  6M»/*„. 

(   Po%  +  Pi*Pi  +  P«*ft=C^„4„; 

und  folglich,  wenn  noch 

5)  Bi  =  Ai^Ait ,    B%  =  A^  A^i ,    B^  ^  A^i  A^^ 

und 

») 

iV=/>o'(P,"Ps*'-P,"P,"')  +  Po"(Pi*P«'— P»"P|0 

+  Po''(Pi'P«''-Pi'A") 

=  P^-iP^-PJ^-P^'-P^")  +  Pi"(P/'Po'-P»''Pt') 

+  P,-'(P,'Po''-Po'i',") 

=  P4'(Po"Pi"'-  Pi"Po"')  +  Pa"(Po"'Pi'— P»"'Po') 

+  P,"'(i»o'A"-/\'fl.'') 
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^eisetst  ivircl: 

7) 

,,  Bi{Pr"Pt"'-P^'fx"'nB^iPi"'P%-P%"Pi'H-lh(PxP%"-P%Pi") 
/>„=  Lt 2^  ' 

^g.(i',"fo"'-P»"J',''')+g,(>«"'J'o'-fo'"i',0+/?,WPo"-PoT,-0 
Pt—G -g . 

,,g,(Po"P,"'-fi"i'o-")+i?«(Po"Ti'-i>,"'i'oO+B.(fo'A"-i'i'fo'0 
p,  =  G ^  . 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man  aber: 

Px''P^"—P^'Pi"'  =  Po'n, 
Pi"Pi'  —Pt"'Pi'  =po"n, 

Pt'Pt"  -P»'Pi"  =Po"'J?;  0 

Pa*Po"'  -Po"Pt"'=Pi'n, 
Pt"'Po'  -  Po  "A'  =  Px  "-ö. 
P.'Po"  —PaPt"  =ipi"'n; 

Po"Px  •"  -Pi'  iV  =^p%n, 
Po-p,'  -Px"'Po'=pt"n, 

Po'P,"  — P,'Po"  =Pa"'i7; 
also  nach  7): 

i  Po  =  ^(^tPo  +  *•»>"  +  »•Po"') . 

8)  —   1  pi=Tr^»'ft'+»«p»"+»»p»"')' 

P*=^(BxPt'  +  ÄrfH"  +  firf»«''0 ; 
und  weil  nun  bekanntlich 

Poamwx%  +  pi  moiom  +  ptamwn  =  J 

und 

T^o'sintcis  -hf>i'sintOto  +ft'>in*Ooi  =•'• 
p«"8inteia-|-jDt"sinwao  -|-jx,"sintcm  =J, 
;i^"'sinto,s4-7>i"'«inti^  -f|ia"'«inwoi  =  7 

ist,  so  ist  nach  8): 
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also 

qn 1 

und  folglich  nach  8): 

oder  nach  dem  Obigen: 

.  ^i%AzPo  +  ^•»^M  Po'  +  ^n^92Po''  ^ 


»       '  -^ia-^18  +  ^M^%1  +  ^31  -^82 

-^12-^18  +  -^28^21  +  -^81  ^82 

Für  die  GrOssen 

-^12»    -^21  5      ^2r*   '^32.>      -^31  *    «^18 

findet  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  folgenden  Ausdrucke. 

II) 

At=  Po'Po"  +Pi'Pt"  +  Pi'Pt"  +  iPo'Pi"+Pi'Po")co8ieoi 

+  (Pt'P*"  +  P»'Pi")coswt,  +  (Pt'Po"  +  Pi'Pt")coew^ 

Au  =  Po'Po"  +  Pi'Pi"^-Pi'P^"^{Po'Pi"^Pi'Po")  cos  »Ol 

+  (P,'F,''+i's'Pi")co8Wja  +  (Pa'J»„"+i'o'i*«'0co8«jo: 

^« =i'„"i»o"'  +  Pi-Pi"'  +  P«"Pa"'  +  (Po"i'i '"  +  Pi  "Po")  cos  »Ol 

+  (i',"i'4'"+i»i"P,"')costr,a+(i'4"i'„"'+P„"P,'")co8«c^ 

^«« =i*o"fl)"'  +  Pi  "Pi "'  +  ''a"^*'"  +  WPi '"  +  i*i  "/"o")  cos  «»Ol 

+(i'i"P»"'+i'«"i'i"0co8ii>„+(i',"Po'"+/'o"P,"')co»u>,o; 

^.I  =i'o"'^o'  +  Pl"Pl    +  ''«'"i'«'+  WA'  +  Pl  "'Po')  C08W01 

+  (P,"'P4'+P»"'P,')C0810„  +  (i»,"'Po'  +Po'"i'»')c08ll««„ 

^, , = i»„"'  Po' + P^  "'Pl'  +  P^"Pi'  +  (P„"'P, '  +  P,  "'P„')  cos  u»o, 

+  (P,"'Pa'+P«"'P,')co8  w„  +  (P,"'Po'+P«"'P,')co8io,„; 
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woraus  also  auch  erhellet,  dass  immer? 

ist. 

Die  drei  unser  Dreieck  bildendeu  Geraden  wollen  wir  jetzt 
selbst  als  Azen  annehmen  und  die  den  Ecken  oder  Spitzen 

gegeuüberstehendert  Seiten  des  Dreiecks  respective  durch  ao»  ^i  >  ^^ 
bezeichnen;  die  erste»  zweite ,  dritte  Axe  sollen  beziehungsweise 
den  Seiten  ao«  Oi»  a^  entsprechen.  Bestimmen  wir  nun  über  die 
positiven  Richtungen  der  drei  Axen  so ,  wie  aus  Fig.  10«  von  selbst 
ersichtlich  ist,  und  nehmen,  wie  es  offenbar  verstattet  ist,  die 
Winkel  ti^Qj,  tO|2  9  to^  sämmtlich  positiv;  so  ist,  wie  man  sich 
aus  Fig.  10.  auf  der  Stelle  überzeugt : 


Po'  =H), 
/^o"  =  0, 

P()'"=aisintCoi» 


P2'=0; 


also  nach  dem  Obigen: 

P^'  =0,  Pj '  =  a,*  sin  Woi  »in  tri« ,  P«'  =  0 
Po"=:0,  Pi"=0,  P2"  =  fltt»sinwi,sintrao 
P^'"=:iio«sintc^siniro,,    P,'"=0,    P^'"z=0 


ferner : 


Qo'  =  Ol*  »in  u>Qi  cos  Wqi  sin  toj^, 

Q^'  =  ai'sin  to^,  sin  tOi^  cos  tOi« ; 

Q^"  =as^sintOissint92o<^08^so> 
Qi"  =a2^slntr]2Costoi2^^n*^9 

Q,'''=:ao*sint02osintPoi  cosiooi , 
Q2'"=<(o*»int0toCOSfO2osintOoi ; 


folglich : 
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Ai%—  An  =  ai»a»*8itt«0öi  «inwi«  «inw»  .Minpi,  cos«», 

A^i^Ai^^Of^^Oi^sinwoi  sinwi^ «into^-sinti/oi  co««^i 
und  hieraus: 

I«ro*  sin  2tOao  sin 'ifOot 
+  «ri«sin2tooiSin2tPi« 
4- aa*sin2iO|asio2i0to 
Ferner  ist: 

^1»  ^isPo'  +  ^«8  ^ti  />o"  +  ^81  ^aa^'o'"  =  ^8l  ^8«Po'" 

tnisiowoi 
OftSiow   ' 

tossintoi, 
Oosinwoi' 

^12  ^l8Pt'  +  ^«3  ^21  P»"  +  ^81  ^3«P«'"=  ^M  ^M  F«" 

!aosiD«4o 
a,sin«p,,' 

Also  ist  nach  10): 

13) 

disintOoi 


P^'^a^*ßm2u)^sin2woi  +  ai*sin2fi7oisin2«ö,a  +  fl«*8in2iöi,sin2«»' 

iiTssiotOia 
apsintro^ 

^»  —  flo*sin2fi7«,st»2woi  +  «,»8in  2woi  siii2fr,a+ «»'»in  2tOissin2w»* 

Oosinfoto 


/*«  — ao»sin2ii^8in2troi  +  Vsin2froisin2tr,a+«a«sin2TOi,sin2«»' 

Durch  eine  einfache  Betrachtung  wird  man  bei  dem  gleich- 
seitigen und  rechtwinkligen  Dreieck  die  Richtigkeit  dieser  For- 
mein  sogleich  bestätigt  finden. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch: 
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Po"=0,    A''=0,    P,"  =  aoaiaiDfroi«; 
also: 

ö«'  =aBao«iou^o*co8tOis; 

^"  B>|l^SfDltf0|^OÖStr2O5 

Qi''  =aotfi6inf0bi^cos49ia, 
Qo^  =  a|a^sintOia^,     * 

und  folglich  :  ^   ^ 

^81  =  Am  ==  a^a^a,  »in  toiji^  81010^0^.09  cos  itoi  } 
also: 

^la^lS  +  -^«8-^41  +  -^31-^8« 

IHoOi  sin  fOoi  *  c<>^  ^is  <^^  ^so 
-f  a^ßQ  sin  fo^o'  cos  lOoi  cos  Wi% 
und 

i  flislntroi 

=(ao<'i^siniOoi's'i^^isSintA|^)>.aia2SintOi2^osu^co8froi-  1        .         > 

f  a^sinto^ 

(  a^sintois 
aosintooi^ 

^1»  ^13P«'  +  ^38  A21  ft"+  ^81  ^83P«"'=  ^tS  ^31  Ps" 

=:(aoaiassint0oisini0i28int09(|)^.aoai8intcoi'cost0|acostcj^.  J        .    •     • 

29* 


=:{aoaiiZ^mwoi8M^t»^BmWfo)^-  atia^iflii9w^HQBWQieoBu>i2-  \ 
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Bezeichnen  wir  onn  die   den  Seiten   Oq»  Oi»  a^    enteprecheode« 
Hohen  des  Dreiecks  durch  k^^  A|,  A^y  so  ist: 

Ao=PQ'^  =  aisinto^i  -z^a^eXfiw^, 
hi^Pi  =:aB8intO|9  =  aosintOoi» 
h^-=Lp^  =  aosinw^  =  aisintoi,; 

also  offenbar  nach  dem  Vorhergehenden: 

AqAi  A»  cos  10^0  cos  tPpt 

^^  "  AoAi  costoiacostoto  +  ÄiA^cos  to^costcoi  +  A^AoCostToi  coBw^i 

Aq A| h^  cos  igpi  cos  t(?tg    * 

^  ^^0^  cos  10|9  cos  1020  4"  AiAsCOSfO^O  COStf^  -f-  A^AoCOStC^i  COSlOit' 

,    AoA^A^costCtaCosto^o 

^^0^1  COSIOisCOSfT^-f  ^^COStOsO<^0^*^01  +  A^AoCOSlf^i  COSIVis 


§.  16. 

Um  noch  ein  anderes  Beispiel .  so  geben,  wollen  wir  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  A'A^A*"  betrachten,  indem  wir  die 
Goordinaten  der  Ecken  A'  y  A" y  A"  respective  durch 

Po'»  Pi'»  V\\    Po^  P\'y'P%\    PiTs  Pi"^  Pt^ 
bezeichnen. 

Nach  §.  12*  sind  die  Goordinaten  der  Mittelpunkte  der  Seiten 

^^J^  A^Äi^y  ^A 

respective : 

i(Po'  +  Po'0,     i(Pi'+p/),     \{p^\p%^\ 

kW+Po'^.    HPl''■^'P^'^.   Hp^'+nD; 
HPo"'+Po').    HPi'^+PiO.    Hp%'"+P%'); 

und  die  Gleichungen  der  durch 

A'  und  den  Mittelpunkt  von  A'A", 

-"MW  »9  ,f  A     A  , 

-"  99  »*  M  „  A  A 

gehenden  Geraden  sind  folglich  nach  {.  6.  : 
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+  tPo'dh"  +  Pt")  -  t^'^Po^+Po^y^pt 

iPi''(Pt'+Pt)-Pir(Pi'"+Pi')^Po 
+  W(pJ'-i-po')—Po''(p±''+PtVPi  }=0, 
+  {Po'ipi"  +  PiO  -Pi'iPo"  -i-PiT^P* 

ipriPi-i-ptT)  -nr(pt' +pn\Po 

+  {pi''(Po'+Po')-Pir(Pt'+pt)iPi  [=0; 
+  {po'iPi'+Pi')  -prCPa +/»o'')ip» 


oder : 


1) 

-\-\p%'{po'+Po''-\-Pfn-Po'{pt'-i'P^'^-p%"^\Px  [  =0, 

+  \Po'{Pi'-i'Pi'''^Px")-Px'(<Po''^Po'^Po'^\p%  ] 

\pi''iP%'+p%'+P9r)-P2:'(:pi'+Pi''+pr)\Po  j 

+  {pM^iPi^'+Po^+Po^  - Po"(K+/>2''+;'«"0  l/^i  [  =  0, 

+  {Po''(Pi'+Pi''+Pi'")-Pi"(Po'+Po''+Po'n}p%  ) 

\Pi''(p%'+P^''^P%'^'-p^"'(pi'+Pi''+Pi'^)po  I 
+  \pt'"iPo'+Po''+Po'^)'-Po"'(p^'+P%''+P%"')\pi  [=0. 

+  {po"'(pi'+Pi''+pn-pr(Po'+Po''+Po'')}pt ) 

Hieraus  ergiebt  sich  nnmittelbary  dass  die  Samme  dieser  drei 
Gleichungen  verschwindet^  so  dass  also,  wenn  fSr  gewisse  Wertbe 
von  Pof  Pi9  P%  2^®>  dieser  Gleichungen  erfOilt  werden»  für  die- 
selben Wertbe  von  Po»/'i>P2  hnmer  auch  die  dritte  Gleichung 
erfüllt  ist.     Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Gleichung 

Posmwi2  +  Pi  siitwao  +  Pafiinwoi  =  J 

und  zweier  der  Gleichungen  1)  die  Grössen  p^,  pi,  p^;  so  wird 
durch  die  erhaltenen  Wertbe  dieser  GrOssen  immer  auch  die  dritte 
der  Gleichungen  ])  erfüllt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  durch 
die  Gleichungen  1)  charakterisirten  Geraden,  also  die  von  den 
Spitzen  oder  Ecken  des  Dreiecks  nach  den  Mittelpunkten  der 
Gegenseiten  gezogenen  Geraden,  sich  immer  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  schneiden. 
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Mao  tiber^e^gt  sich  sohr  leldit>  das«  Ae  drei^leichoogen  1), 
lodern  G  einen  gevrissen  Factor  beseichnet,  erfüllt  werden,  wenn  man 

2) |pi  =  G(pi'+V+;^i'')* 

setzt,  wo  es  also  nitr  noch  darauf  ankemmt,  den  Factor  G  tu 
bestimmen,  wozu  man  sehr  leicht  gelangt,  wenn  man  die  ror- 
stehenden  Wertbe  von  Po$  pi,  p%in  die  Gleiehuttg  - 

Po  shi  t»!^ -f  ;7i  «in  u^ -f  j9s  sin  tooi  =  ^ 
einfährt;   denn  dadoreb  erhält  man  auf  der  Stelle: 

IiPo  +  Po"  +  P^n  8>n  w,  a  j 

oder: 

1{p^*  s\mu\^^p^'  slnto^-l-p«   «iniroi)  \ 
+  (Po''«in«»i»  +  ft"8in«>to+l»Ä'' siöWqi)  >  G=i/, 
+  (Po*'««»!«  +  Pi'^einto^  ^p^Mto^i) 
also  ZJG=tzJ,  und  folglich: 
3) G^i; 

daher  nach  2): 

!Po  =  HPoi:Po''+Po"h 
Pi  =  i(Px''^Pi''+Pi'"h 

§•  17- 
Wir  wollen  nun  noch  den  Flächeninhalt  F  des   Dreiecb 


AÄ'Al"   betrachten,    indem   wir   #iederam   die  Coordinaten  der 
Ecken  A ,  A\  Ä"  respective  durch 

Po'»ä'.  P«';    Po'Sft'Sft";    Po"fPi'"»Pi' 

bezeichnen. 

Beaeichaen  wir  die  rechtwinkligen  Coordinalen  der  Eck«! 
A',  A\  A"  durch  <a?',  y';  a:**»^";  ^f^;  so  tat  nach  enner  sehr 
bekannten  Formel: 
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indein  man  dad  obere  6d«r  untere  Zetchett  nimmt  ^  j^nachdem 
man  sich,  uro  den  Umfang  des  Dreiecks  nach  der  Ordnung  der 
Ecken  zu  durchlaufen»  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit 
der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  tereh 
den  Coordinatenwinkel  (jxy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  hin  bewegen  rouss.    Nun  ist  nach  §.  4.  13),  14): 

x'  sin  Woi  ==  (/?o'  —  ©o)  cos  «i  —  (pi '  —  5i )  cos  «o  > 

y'  sinf©oi=(po'  -5o)co8A— (j9i'  —  5,)cos/3o; 

y"  s«i«ro|3=(pe''  — öo)oesiS|— (ft''-^ö,)cosp^; 

^ eififtoi =(;yo"'— öo)c<>« A  — (pi"'-  Si)<^oöiJo ; 
also: 

(.V"— y'^)8«n«'oi  =  (Po"-;'o''0cosA-(/?/--pi'^)cosi5o. 
iy"'—y')  e>nwoi  =(;»o"'— Po')co«ft  —  (pi*'— pi')cos/?o, 

(y'— y'')«««^!  =(;>o'— Pü^)cosft  —  (pi'— p/)cos/?o; 

und  folglich : 

±  2Fsinicoi* 

=  ip^'-  öö)(/^,*-po'')cesftieof8ft  -(po  -  *5o)(pi  *-pi'')eos/?oco«i»i 
-(fh'-öi)  (po''-Po"')cos«oCOsA  +(p, '-  5,)(p/-pi'^)cosfl?oCosiJo 
+ (Pö'^-öo)  (po'^-PoOcos«,  cos  A  -(Po''~öo)(pi'^-pi  ')co8/?ocosai 
— (Pi  ''-Sj)  (po'^-poOcosöoCOsft +(pi ''- öi)(p,  '*-pi  Ocosoöcosft, 
+ (fo^'-ög)  (po'-Ps'')coa«jCos  A  -  (po'^-  5o)(ft '-Pi  '')cos^ocosiri 
— (pi''-S,)(Po'-po''>cosaoCosA+(pi*'— Öi)(pi'— p,^)cosaoC08/Jo, 

woraus  sich  sogleicb: 

±2FsiniCoi* 

=  -IPi'(Po''-Po'^)  +p/(Po''-PoO  +Pi'^(Po'-Po'')l  cosoöcos A 
-tPo'(Pi'--Pi*'r+Po''(pi'^-pt')  +  Po^'Cpi'-p»")  |cosfocos«i, 

also: 
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X(cO8  0roCO8/?i — C08/$oC08ai)» 

folglich  nach  §.4.3): 

i  2FeiD  »0»  =  Po'  (Pi"  -1»»")  +  Po"  (pi^-Pi')  +  Po"'(pi'  -  Pi'O 
ergiebt. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  nun  aus  den  Formeln  §.  4.  13), 
14)  überhaupt: 

i:2FsinfOgi=po'(;^i"-;h"0+;^o"(Pi'"-PiO  +  Po'"(a'-Pi"), 

±2Fsinfi>»=p,'(/?o''-/>o"0+ft''{Po'"-PoO+K''(Pe'~P^^ 

Multiplicirt  man  aber  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  p^y 
Po  *  Pi    ^^^  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man,  weil 

/^o'sintois-f  Pi'sinfOao-f  jt^'sinwoi  =«^ 

ist,   nach  sehr  leichter  Rechnung  die  folgende  Formel: 

dt2JF=     Po'{Pi''Pt"-prp%") 
+  Po"(prp«'-PiW") 

welche  sich  noch  auf  verschiedene  Arten  würde  umgestalten  las- 
sen, indem  man  sugleich  für  J  jeden  seiner  bekannten  Ausdrficke 
setzen  kann.    Es  ist  z.B.: 

F  = 

.  po\Px'p%'-pi'''i^'')^po'<<piy^'-pi^^^^^ 

^  2  (€i>o  sin  tcx2  +  <>>i  sin  ^"^  +  ^i "in  t^oi) 

Diese  Betrachtung  auf  jedes  beliebige  Vieleck  zu  erweitern, 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  nur,  in  ähnlicher 
Weise  wie  vorher  bei  dem  Dreieck,  von  dem  bekannten  allgemei- 
nen  Ausdrucke  flir  den  Flächeninhalt  eines  jeden  Vielecks  durch 
rechtwinklige  Coordihaten  ausgeht. 
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Note  über  die  Integration  der  partiellen  Differential- 

gleichang 

cPj  dz  dz  ^ 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
ProfeMor  an  der  Ilandel0-Akade|iiie  in    Wien.  ^ 


Wir  setzen,  um  diese  Gleichung  zu  integriren, 

2  =  (^  +  y)AZ        '  (2) 

und  erhalten  hiedureh: 

(3) 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  für  solche  Werthe  von  A,  welche 
aus  der  Gleichung 

A»+(iWi+nia— l)A  +  n==0  (4) 

hervorgehen,  und  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 

d^Z  dZ  dZ      ^ 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 
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(6) 

woselbst  9)(d;)  eine  wiilköhrliche  Fanction  von  x^  ^(y)  eine  will- 
kuhrliche  Function  von  y  bedeutet,  und  A-|-ffti  und  k+m^  ganze 
positive  Zahlen  sind.    Es  ist  somit : 

(7) 

z  ^  (a:  +y)    j  ^^+m— iL(^^y)if«  J  +  rfyA+«,-iL(-p+y)*+i-.J  | 

4««  volUttodlge  Integral  der  GUiehiiog  (1).  (Siehe  hierüber  im 
33.  Bande  des  Archivs  S.  476.) 

Euler  integrirt  die  Gleichung  (l)  im  speciellen  Falle  m|  =mt 
durch  Keihen.    kt  die  Gleichung  (I)  von  der  Gestalt: 

(8) 
d^z  dz  dz 

so  brechen  die  Reihen  ab  im  Falle  k  ganz  und  positiv  Ist,  (siebe 
Euler*s  vollst.  Anleitung  zur  Integralrechnung,  deutsch 
von  Salomon.  3.  Bd.  S.224).  Nach  der  von  uns  gegebenen 
Formel  (7)  hat  man  aber,  da 

Wlj  =1112=  »ty     n  =  (wi+Ä)(iii  — Ä—  I) 
ist,  folgende  Gleichung  für  X: 

X«  +  (2iii-^IH  +  (m+*)(m-ife-l)=0, 

woraus  die  Werthe: 

Xss  —  m  —  k    und    ilsi:  — m  +  A+l 

hervorgehen.  Wir  findi»  daher  «tttelat  utiseter  Formel  folgende 
Inlegrale  der  Gleichqng  (8): 

(10) 
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Das  Integral  (9)  gilt  ffir  ganze  und  negative  *Wertbe  von  k,  das 
Integral  (10)  hingegen  fitr  ganse  und  positive  Werthe  von  k,  und. 
auch  för  iE;  =  0. 

•Auch  die  Gleichung  * 

,     ,     .   d!h     ,       dz  ^      dz      ^  .„. 

integrirtEuler  mittelst  Reiben,  die  fär  ganze  Wertbe  von  m  ab- 
brechen. Wir  finden  mittelst  der  Formeln  (9)  und  (10),  wenn  wir 
in  selbe  A  = — m  setzen,  folgende  Integrale  der  Glelchnng  (11) ; 

,  _  rf"-^r  y(g)  1  .  rf— * r  ^ijf)  "I        ns^ 

'  -  da:— »L(ar+»)»J  +  dy— »L(j:+y)"J '  ^    ' 

(13) 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  giltig  für  ganze  und  positive 
Wertbe  von  m;  das  zweite  hingegen  für  ganze  und  negative 
Werthe  von  m.  Werden  die  Differentiatic^nen  wirklich  ausgeföhrt, 
so  kömmt  man  natflrlich  zu  den  Reihen,  welche  Euler  als  Inte- 
grale aufstellte. 


Es  ist  uns  geglückt,  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
/     .     X  ^^     .        d^   ,        dz      ^  ,,,v 

auch  In  den  Fällen  aufzustellen,  wo  bloss  eine  der  beiden  Zahlen 
^i9  ''%  S^i^  ^^^  "  '^^'>  ct^ft  ^  ganz  und  positiv,  mi  beliebig, 
sodann  ist  das  Integral  der  Gleichung  (14) : 


■■  ==  ^i[(^i^/<:^ +y>--**c»>'*y]  • 


(15) 


Die  Richtigkeit  dieses  Integrales  iXsst  sich  leicht  dartbnn.    Denn 
ans  (15)  folgt: 


dor»- 


und  dlfferensirt  man  diese  Gleichung  nach  g,  so  erhält  man: 

d£S^  =  lS-(^+^/<*+»)'"-*^(»)'*»5 
l  heil  XXXVIII.  30 
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454    Spilzer:    Note  über  die  /ntepr,  der  partiellen  Dilterentfaigl. 
hieraus  fdgt: 

und  wenn  man  die  Gleichung  (16)  berücksichtiget: 

Wird  diese  Gleichung  m^nial  nach  ^  differenzirt,  so  erhSM  umd. 
d^  dz  dz 

was  zu  beweisen  war.  —  Es  folgt  daher  in  der  That  far  die 
Gleichung 

falls  m^  eine  ganze  positiTe  Zahl  ist,  folgendes  Integral: 

^{y)  ist  hier  eine  willkührliche  Function  von  y,  und  wird  die  hier 
angezeigte  Integration  von 

(a?+y)'"i-^^(y)i£y 

nach  y  durchgefllhrt »  so  erscheint  al&  Integrationsconstaote  ein« 
willkührliche  Function  von  x,  demnach  lässt  sich  das  Integral 
(18)  auch  so  schreiben: 

(17)     • 

Ehen  so  lässt  sieh  auch  zeigen,  dass,  falls  titi  ganz  und  positiv, 
ms  ganz  beliebig  ist,  das  Integral  der  Gleichung  (14)  die  Ge- 
stalt hat: 

(18) 

^ =|£i[(^ + (^/f^+y>"^^'*(-H- 
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S«tst  man  in  (14) 

*=s(*+y)»-"i--.Z,  (19) 

80  erbalt  man: 

^'■^9):^y+a-nHi§  +  (l-fnO^  =  0.         (20) 

Dieser  Gleichung    genügt  aber   nach  dem  so  eben  Bewiesenen, 
für  ganze  und  negs^tive  Werthe  von  mi,  oder  auch  fiir  mj  =0: 

Z  =  ^.[(^  +  3r)-.-»y(a:)  +  (^+Sf)-H-/(|^] 
nnd  für  ganze  und  negative  Werthe  von  m«,  oder  auch  fär  m^^O: 

folglich  erscheint  das  Integral  der  Gleichung 

In  folgenden  vier. verschiedenen  Formen: 
Erstens: 

was  giltig  ist  für  ganze  und  positive  Werthe  von  m«. 
Zweitens: 

z  =  (*+y)»-.-.^[(:r+y)--V(y)  +  ('+»)"•-'/ ^^^' 

was  giltig  Ist  für  ganze  und  negative  Werthe  von  7119,  oder  auch 
fSr  ffia  =  0. 

Drittens: 

'= ^»[d^- + (^  A+*>--^^(-)'^] ' 

was  giltig  ist  Rir  ganze  und  positive  Werthe  von  fft|^ 
Viertens:    - 
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z  =  (a;+y)i-«.-«.^-_[(:r+3f)«.--ig>(:r)  +  (x+y)-^-^J  g^]^ 

was  giltig   ist  fär  ganze  und  negative  Wertbe  von  nti  oder  aoch 
für  hh  =  0. 


XXXTIII. 

Note  Qber  die  Integration  der  Differenzen -Gleichung 

/•(j?  +  »)  =  y(a:)/l[Ä).  (1) 

in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl^  und  (p(jc)  eine 
gegebene  Function  von  x  ist. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer,' 
Profestor  an  der  Handels  -  Akademie  in  Wien. 


Ich  habe  im  32ten  Bande  dieses  Archivs  Seite  334 
eine  neue  Methode  fiir  die  Auf losung«  solcher  Differenaen- Glei- 
chungen gegeben,  deren  Coefficienten  rationale  algebraische  Func- 
tionen von  a  sind.  Gleichungen  der  Form  (1)  gestatteo  aber 
eine  viel  einfachere  Auflusungsweise,  und  zwar  selbst  in  soicbeo 
Fällen^  wo  q>(a:)  keine  algebraische  Function  von  x  ist. 

Wir  wollen  diese  in  mehreren  speciellen  Fällen  zeigen. 
Sei  vorerst: 

n:t  +  l)  =  q>(x)flx)i  (2) 

so  ist  bekanntlich : 

denn  hieraus  folgt: 
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f{x  + 1)  =  9{1)9>(2)9>(3).  ...g>{^-  1M^).A1). 

folglich  findet  wirklich  zwischen  ,f{x)  und  fix-^-l)  die  Gleichung  (2) 
statt.    Hat  man  die  Gleichung: 

Aar  +  2)  =  g>(a?)/ra:),  (4)     ^ 

so  ist  auf  ganz  ähnliche  Weise : 

f(x)  =  9>(1)9>(3)9(5) . . . .  q)(^  -  2)  ./(l).  (5) 

Denn  hieraus  folgt:  , 

/(^  +  2)  =  ,,(l)9)(3)g>(5).... 9(^-2)9(0:). AI). 

und  zwischen  f{x)  und  /ta?  -f  2)  findet  wirklieh  die  Gleichung  (4) 
statt. 

Ganz  eben  so  ist  aber  auch 

/tj;)  =  9>(2)g)(4)g)(6) . . .  .q)(a:-2)./][2),  (6) 

folglich  genügt  der  Gleichung  (4) 

f{x)=     9(lM3)g>(5)....g>(j:-2)./l[l) 

+  9)C2)9{4)9(6).... 9(^-2). /1[2); 

das  erste  dieser   beiden  partikulären  Integrale  gilt  fSr  ungerade, 
das  zweite  partikuläre  Integral  für  gerade  Werthe  voii  x. 

Ganz  so  hat  man  auch  für  die  Gleichung  dritter  Ordnung: 

f{x-^z)=ip{x)ax) 

die  Auflösung: 

f{x)=    9(lM4)9K7)....9(^-3)./(l) 
+  9)(2)9(5)g>(8)....9>(^-3)./(2) 
+  90)g>(6)g>(»)....v(^— 3)./(3). 
Das  Iste  partikuläre  Integral  gilt,  falls  x  die  Form  3»  -f- 1 , 

99  *te  99  99  »9  »         9>       99  >,  «Ml  +  I9 

„  3te  99  99  99  M         »9       »»  M  vW  +  t> 

bat,  unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 
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Note  aber  DifferentialgleichnDgen  der  Form: 

z^n)  =i  x^iAxz*  \  Bx).  (1) 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Profestor  an  der  Handeis -Akademie  in  Wien. 


Wir  erlauben  uns  hier  zwei  Sätze  Ober  lineare   Differential- 
gleichungen der  Form  (1)  aufzustellen  und  zu  beweisen. 

Der  erste  Satz  lautet:    Wenn  das  Integral  der  Gleichung  (I 
bekannt  ist«  es  sei 

i=*(^);  (2) 

so  lässt  sich  das  lotegr«tl  der  Gleichung 

y«)=5a:^  (3) 

aufstellen;  es  Ist  nämlich  in  folgender  Form  enthalten:. 


y=j\{ux)Vdu,  (4) 


woselbst  V  eine  Function  von  u,  und  Uf,  u^  constante  Zahlen 
bedeuten.  Cm  V  und  sodann  «|,  %  zu  bestimmen ,  seinen  wir 
den  in  (4)  aufgestellten  Werth  von  y  in  die  Gleichung  (3),  wir 
erhalten  sodann: 

J       [tf»tj;(«)(tta;)  —  ar«  i^ux)\  Vdu  =  0.  (5) 

•»1 
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Es  ist  aber: 

folglich 

TfK^Ktia?)  =  u^x^[Aux^'{ux)  +B^(t«ar)]. 

Daher  hat  man: 

(6) 
/  "*  [4ii"+"+»j:^'(tMr)  +  Bvf'^iux)  —  i>{fta!)\  Vdu  =  0. 

\ 
Mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  lässt  sich 

ß       At^^^^^Xfff'iux)  Vdu 

«r 

in  folgenden  Ausdruck  umgestalten: 

A \ «"•+«+V(tea:) V\^''AJ       '^{ux)    ^     ^^ ^ du • 

Durch  diess  geht  die  Gleichung  (6)  Gber  in: 

^|t«»>+»+^FiJ;(twr)r*  (7) 

Setzt  man  den  Theil,  der  unter  dem  Integralzeichen  stehtj  gleieb 
Null,  so  erhfilt  man  die  Gleichung: 


A^^^^^^^^'^iB^+n^DF.  (8) 


ans  welcher  folgender  Werth  f&r  F  folgt: 


F  =i«^^''^^^^(«+«)«"'^/  (9) 

und  setzt  man  dIess  tn  die  Gleichung 

ii"«+-+iFi/;(tu?)  =  0, 
so  erhalt  man: 


tt^e^C«+«)ti"^if,(ttr)  =  0,  (10) 

ans  welcher  Gleichung  ti  zu  suchen  ist.     Ergeben  sich  aus  (10) 


Digitized  by  VjOOQIC 


460  Spitzer:    Note  über  DIITerentiatgUtchungen 

für  u  zwei  constante  Zahlen  tii    und  u^  als  Wurseln,  so  crhSlt 
man,  selbe  als  lotegrationsgrenzen  gesetzt,  für  ti  folgenden  Werth: 

und  diess  ist  richtig  ^  wenn  das  Integral  weder  unbestimnit  noch 
unendlich  ist. 


Der  zweite  Satz  lautet:    Wenn  das  Integral  der  Gleüfchnng 
j(«)=a:«(^a?2'  +  J»2)  (12) 

bekannt  ist,  es  sei 

2=t(j:);  (13) 

so  Ifisst  sich  das  Integral  der  Gleichung 

y^^^  =  af^{A^xy'^-B,y)  (14) 

aufstellen,  es  ist  nämlich: 


y^=  I      i\)(ux)Vduj 


(15) 


woselbst  V  wieder  eine  Function  von  «,  und  tt|,  u^  constante 
Zahlen  bedeuten.  ^  Dm  zuerst  Vy  und  sodann  tCf,  %  zu  bestim- 
men, setzen  wir  den  in  (15)  aufgestellten  Werth  von  y  in  die 
Gleichung  (14),  hiedurch  erbalten  wir: 

(16) 

f       \vP^^){ux)  —  Aio^-^^u^'iux) — Bia^{uxy\  Vdu  =  0. 

Nun  ist  aber: 

^(•)(ar)  ==  x^[Ax^'(u:)  +  ßi^a}] , 
^(•)(tia:)  =  u^j^[Aux^'(ux)  +  B^(ux)], 
folglich  hat  man: 

(17) 


Digitized  by  LjOOQIC 


ä^  Form:  it(n)z=se^Aaß»'^B»y  45I 

Mittelst  der  H^thode  des  tfaeili^wMn  btvgriroM   läsBt  «idb  alM 
der  Ansdnick 

»1 
umgestalteD;  es  ist  nämlicb  derselbe  gleich 

uod  setzt  man  diess  In  die  Gieichong  (17),  so  erhält  man : 

(18) 
J  (iltt-H-H-i  —  A^  u)  FiJ;(tta:)  }"* 

+y***(«a:)(  F(/?M"*+«-Bi)-  ^  [F(^t«"H«+i-.4tt)]ldi,=::0. 

Setzt  man  nun 

F(Bi«*f«-Äi)-^[  F(^tt"H-»H-i  -  A^u)]  =  0,       (19) 

so  ergibt  sich  hieraus  folgender  Werth  für   F: 

F  =  ««-^2!«»+»—  4)/^^  (20) 

wo  der'Kdrze  halber 

B,      ^_A,ß^AB, 

A^'    ^^AAi(m  +  n) 

gesetzt  wurde;  und  setzt  man  diesen  Werth  von  F  in  die  Glei- 
chung 

(ü<tt«+^i  ~  Aiü)  Fif;(tfer)  =  0, 

so  erhSlt  man: 

««(^ti«*f  -  Ai)ßi;(tix)  =  0,  (21) 

ans  welcher  Gleichung  u  zu  suchen  ist.  Ergeben  sich  aus  (21) 
für  tt  zwei  constante  Zahlen  ti},  tf«  als  Wurzeln^  so  erhält  man, 
selbe  als  Integrationsgrenzen  setzend,  für  y  folgenden  Werth  : 

1f  ^j'^u^HAff^  —  Ai)P-'hi,{naOdu, 

30» 
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UDd  diess  ist  richtig,  weon  das  Integral  weder  uDliestimint  noch 
uoeodlich  ist. 


Aus  den  beiden  so  eben  aufgestellten  Sätzen  sieht  man,  %ne 
zweckmässig  es  ist,  Integrale  von  Differentialgleicbnngen  der  Fonn 
(I)  zu  kennen.  Wir  erlauben  uns  daher  hier  eine  bestimmte  Dif- 
ferentialgleichung der  Form  (1)  besonders  vorzuführen.  Es  hit 
nämlich  die  lineare  Differentialgleichung 

iT  =  ai^-^ixt'  +2mz)  (23) 

das  Integral 

vorausgesetzt,  dass  Ci,  Cj^f  Cz  willkfihrliche  Constantenndy=9(a:) 
sowohl,  als  ^  =  %l>ix)  particuläre  Integrale  der  Differentialglei- 
chung 

sind. 


Note  über  die    Integration  der  linearen  Differential- 

gleichong 

«•y"  +  («1 +*i*)y  +  («0 + M)y  =  0.  (i) 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
FrofeMor  an  der  Handels -Akademie  in  Wien. 


Alle  Differentialgleichungen  der  Form  (1)  k5nnen,  wie  immer 
auch  die  constanten  Zahlen  o^,  Oi,  Oq,  6|,  Aq  beschaffen  sind, 
wenn  nur  bi  von  Null  verschieden  ist,  auf  folgende  Form  ge- 
bracht werden: 
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DifferenUaigieiekun9  «sy''+(«i+*ia?)Jf'  +  (öo+*o*)y  =  0-    468 
«f"+(-n«+m+«)y'+[il-a(m+ar)]y=50,  (2) 

und  diese  Dilerentialgleicbnng  wollen  wir  nun  integriren  io  den 
beiden  Fällen^  wo  A  eine  ganze  positiTe  oder  eine  ganse  negative 
Zahl  ist 

Integration  der  Gleichung  (2)  im  Falle  A  eine  ganze 
positive  Zahl  ist. 

Wir  setzen  in  (2): 

y^f^z.  (3) 

unter  z  eine  neue  Variable  verstanden,  nnd  erhalten  hiedorch: 

iM;^+(m+a:+way  +  ifc  =  0.  (4) 

Diese  Gleicfaong  dilFerenziren  wir  nun  — Amt\  nach  x\  hiedorch 
erhalten  wir:  ' 

(5) 

imC^-^  +  (m  +  a? +n«)2(i-^  =  (i  +  C^ar  +  C;ar«+ . . . .  Gia:^-* , 

unter  €%,  C^,  (^....O  willkührliche  Constante  verstanden.  Ans 
der  Gleichung  (5)  folgt: 

(6) 

woselbst  Li 9  L^9  L^*.,.Lj  constante  Zahlen  sind,  die  von  den 
willkührlichen  Constanten  Ci,  C^,  Cs,...Cj  abhängen,  und  somit 
selbst  willkfihrlich  sind.  Ans  (6)  gebt  hervor  folgender  Werth 
fDr  XI 

'vA^[«         -      /e*       -      dx\;  (7) 

folglich  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (2)  f3r  den 
Fall  ganzer  und  positiver  Werthe  von  Ai 

»=i^^Tri[«         *-      /«         -      *r],  (8) 

und  diess  lässt  sich  anch  so  darstellen : 
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»^«.e-'^Je         «•      ]  (9) 

O 

woselbst  Kl  und  X^  willkflhrliche  Constante  bedeuten. 

Integration  der  Gleichung  (2)  im  Falle  A  Null  ist  oder 
eine  ganze  negative  Zahl. 

Wir  setzen  in  (2): 

y  =  e      ««  r,  (10) 

wieder  unter  z  eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalten,  da 

Sf'  =  «       «-    (x'-?^x).  (11) 

ist,  statt  der  Gleichung  (2)  folgende  Gleichung: 

nz^— (na  +  m  +  ^ry  +  (il  —  l)i  =  0.  (12) 

Wird  diese  Gleichung  (A — l)inal  differenzirt»  so  erhalten  vrir: 

(13) 

unter  C^f  C%t  C^....C^a-^i  winkahrliche  Constante  verstanden. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

(14) 

z(>')  =  Li€"^      *"      /c  «»      Ar+L,+L4ar+....+i:r-^4.i  a?-^-^ 

woselbst  L|,  £«2  9  L^....L-a-^i  constante  Zahlen  sind,  die  von 
den  willkflhrlichen  Constanten  Q,,  C«,  (^....  C-^4.1  abhängen,  und 
somit  selbst  willkährlich  sind.  Aus  (14)  geht  nun  hervor  folgen, 
der  Werth  fftr  z: 


d'^  ,  + 


(m+jc-Hia)»  (mf<-Hta)« 


t  =  ii^^z:ile"       *•/«*•       dar];  (15) 
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somit  Ut  das  vollstSodige  Integral  der  Gleichong  (2)  für  den  Fall 
^nzer  und  negativer  Werthe  von  A  oder  auch  für  A^sO: 

y  =  e     -««    5S=2K       «•      /€         -       dx].     (16) 
und  diess  iSsst  sich  auch  so  darstellen: 

y^K.e      ^   ^[e^      ^      ]  (17) 

o 
unter  ITi  und  AC,  willkährliehe  Constante  veratanden. 


Berichtigungen. 

Archiv  ThI.  XXXVUl.  S.77.  soll  die  letzte  der  Gleichungen 
(2)  statt 

y  =  al^Aa!Y^Bxtf''\-Cy) 

lauten : 

^^st^Axy-k-BaByf-^qf). 

Seite  134  soll  statt 

y  =  ^'^^l^T^y  (m+:r)i»-B«(a-/»)xrf^] 
stehen : 
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»LI. 

Ueber  einen  Satz,  von  welchem  der  die  Zahl  «  be- 
treffende  Satz  von  Wallis  ein  besonderer  Fall  ist 

Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  wir  der  Kfirse  wegen 
1) ^=  /     Ana^x 

setzen,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  IntegralreehnuDg: 

1  n      1 

2)    .    .    .      ^«rs— -8iDa«-*co8a:  +  — -- Jr»-Ä. 

Nehmen  wir  nuD  zuerst  an,  dass  n  eine  gerade  Zahl  sei,  «ai 
setzen  demzufolge  n=2fi,  so  erhalten  wir  ans  der  vorstehenden 
Gleichung  die  folgenden  Gleichungen: 

jrt/M  =— 2-sina:"'^»cos*-f     2»    •^^^*' 

-V^^-'=~(^)2;*""^       '^'"^     (2^-2)2^     -^^' 

(2>*-3)(2ft-l)  _        (2,*-3)(2^-l)      '  ^.,^.  ^^ 

(2^-2)2m      -*^-*-  - (2ft-4)  (2^-2)2^"°^^  ''"'^ 

(2^-S)  (2^-3)  (2^-1) 
+     (2,*-4)(2^-2)2(*     ^"''-•' 

u.  s.  w. 
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6.8. 10.... 2^    -**= ireXZäT"""^     '^'    4.6.8....2t«  ^ 

3.6.7....(2fi-l)  ^         3.5.7....(2;i^l)  .  1.3j$....CiM— 1)  v 

4.6.8....2^     ^= 2.4.6....2^    8iDa:cosa:+  2.4.6....2^  ^O' 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

-      „             (1.3.S....(2>t-l)  sinx .  3.5.7....(2tt-l)  sin 
3)    J^«^=-}2.4.ö....2r  1    '   4.6.8....2,» j 


»— I)  sind:* 


5.7.... (2^—1)  aina;» 
■•"    6.8.... 2/»     "     5 


co&r 
n.  8.  w. 

2(» — 1  sina;«/'-* 
2f»     '   2f»— 1 

.  1.3.5.7....(2|*— 1) 
"*"      2.4.6.8.„.2(»      ^• 

Nehmen  wir  ferner  an,  daes  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  und 
setzen  demzufolge  R=2f».|- 1,  so  erhalten  wir  nach  der  Gleichung 
2)  die  folgenden  Gleichungen: 

1  2i» 

(2>t-2)2^  _       (2f»— 2)2|» 

(2^- 1)  (2^ + 1)^'^  -  -  C2<»-3)(2^-l)  (2^+1)""'*^"*  «»«* 

(2ft-4)(2M-2)2M      „ 
^  (2f»-3)(2^-l)(2^+l)^^-»' 

u.  s.  w. 

6'8— 2<*     y  6.8....  2ft      .  .     4.6.8....2^     ^ 

7.9 .... (2p+l) ^--5:7Z:(2h1) *'°*  *^'* +5:7X3^+i)-^ 

4.6....  2;*  4.6....  2^       .  .     2.4.6....2|4     ^ 

5.7....(2^+l)^« OZ(Vfi)^'°^  ''°''^+3.5.7....(2t«-f  1)-^' ; 

woraus  sich,   wenn  man  bedenkt,   dass 
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0 

ist,  dureb  Addition  die  folgende  Gleiehnng  ergiebt: 

\     2.4.6....2fi      siDJg*        4.6.8....2ft       sinor* 
A2H-i=-J3,5,7_(2f4+l)*     2     +ö.7.9....(2f*+l)-     4 

6.8.10....2ft     8111^ 

+  7.9. 11...  (2^+1)*    6 

+  2^+r     2f* 

,      2.4.6.8..,.2f*       Ol« 
+  3.5.7.9..,,(2^-fl)-^^'"^' 

Setzen  wir,  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  beseicb- 

net»  r=<9  ^^  ^^^   >>^^  ^®ni  Fandamentalsatze  der  Theorie  der 

bestimmten  Integrale  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  Ar: 

-¥„s=Lim.t(«iinf»«  +  sin2i«  +  8in3*»+  ....  +sin«"), 

j:,-i=Lim.t(sint«-i  +  8in2i*-i  +  sinSt*^*  +  ....+sin«i-i); 

und  nehmen  wir  nun  an ,  dass  x  zwischen  0  und  iit  liege ;  so  sind 

sin i,    8in2i,    sin 3t, ....  sin ki 

sämmtlich  positiv,  und  es  ist  offenbar  im  Allgemeinen: 

sin*«  < «In**-*,    8in2i»  <  sin2t*«-»,  ....,sln**«  <  siniW*-»; 

also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

Xn^Xn^i,   und  daher  X^fji^  Ä^fA^i,  2l2/a+«  <  As^A-f i. 

Also  ist  nach  3)  und  i)  offenbar: 


^\ 


1.3.6.. ..(2f*—l)  2.4.6....2ft       „  .   ,  . 

1.3.6....(2>t— 1)    Binar      3. 5. 7 ....(2^—1)   siiur» 
2.4.6.. ..2^      *    1     "*"      4.6.8....2^     '     8    + - 

2ft-l   gim*^-'  2.4.d....2ft sin^ 

"  +  '^*  2^—1   ~  3.5.7.. ..(2|.+1)"     2  '*"" 

4.6.8....2ft       sina:*  2^     sina;^ 

6.7.9....(2(4+l)'     4        •"     2f»+l*    2p 
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und  : 


®^  •     •   2.4.6..-.(2fi  +  2)^"~3.5.7....(2^+I)-^*'°** 

1.3.6....(2fi+l)   sina?      3.6.7.... (2fi  +  l)   eina;» 
2.4.Ö....C2fi+2)'     1     '^4.6.8....(2fi  +  2)'     3 

(2fi— l)(2ft>H)   ein«*^     V+1   8iD;r^Ai+^ 
•••+      2f*(2^  +  2)      •   2^-1   +2fi  +  2*  2^  +  1 

2. 4.6...,  2^      sinar«         4.6.8....2|[t       sin^g^ 
"■3.5.7....(2f4+l)*     2     ""6. 7. 9.... (2^+1)*     4 

_^      ^     2ft       sin«^ 
"  ••      2|[i  +  r     2,i 

Weil 

2f*— 1        1       _  2  2ft   ^  2  «.      1 

2^     '2^  — l""2fi'  2fi+l'2^~2^  +  l 
und 


2f*^  2fi  +  l 
ist,   so  ist: 

2^  —  1         1  2^       2. 

2^     '2f*-l^  2^  +  l'2fi' 
Nan  ist: 

(2^^3)(2fi~l)    _1 I2j*_-1    2^-1        1 

(2|*— 2)2ft      '2|*-3""2^-2'     2^     '2^-1' 

(2ft— 2)2iit  1 2fi_       2|[i       j_ 

(2f*— l)(2|*+l)'2f*-2  "-2fi-l'2|^  +  r2fi' 

nach  dem  Vorhergehenden  ist: 

2<ft— I        1  2^       J^ 

2fi    '2fi«l  ^  2^+r2fi' 

und  ausserdem  offenbar : 

2f*— 2-^  2fi  — 1   ^' 
also  angenscheinllch : 

(2fi^3)(2ft^l)        1      .        (2^-2)  2ft 


(2^— 2)2f*       ^fi— 3  ^  (2f*~l)(2fi+l)*2fi-2* 


» cos  ar. 


*)  W«il  nämlich  «•>«•  — i,  n*'^(n—^)in+\)  Ut,   so  ist 


n  — 
Thell  XXXVm.  31 
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Ferner  ist: 

(2^--S)(2ft— 3)(2ft-l)  _1 2f4-3  (2ft--3)(2^--l)        1 

(2^-.4)(2fi— 2)2f^     •  V=^  ^  2fi-4'      (2^— 2)2ft      'afi— 3* 

(2ft— 4)(2^-~2)ä^  1      _  2fi~2       (2^^2)2fi  1 

(2f*-3)(2fi— l)(2fi  +  l>'2|*— 4^2|[i-3*(2fi— l)(2^+l)'2f*-2' 

nach  dem  V orbergebend eii  ist: 

(2fi-3)(2ft-l)        1  (2ft-2)2ft 1_ 

(2fi -2) 2|[i      •  2^—3 -^  (2^  —  1)  (2|[i  + 1) '  2fi— 2 ' 

und  ausserdem  offenbar: 

2yi~3       2ft->2, 
2|*-4  -^  2f*-3' 

also  angenscbeinUcb : 

(2fi-S)(2^--3)(2ft-l)        1  (2ff-4)(2fi^2)2^  1 

(2f*— 4)(2f4-2)2fi       '2^-5^(211*— 3)(2|*-l)(2^  +  l)'2^— 4* 

Wie  man  aaf  diese  Art  VFeiter  gehen  Icann,  ist  klar,  und  es 
ist  also  aucb : 

1.3,6....  (2fi-l)    1         2.4.6....2ft       1 
2.4.6....2fA     •l^3.5.7....(2|*  +  l)'2' 

Die  Potenzen  von  mx  sind  sftmmtlicb  positiv,   und  es  ist 

sinx>sinj;*,    sina?'>sina:*,....,sina:^M-*>  slnx^; 

und  da  nun  unter  der  gemacbten  Voraussetsung,  dass  x  swiscbai 
0  und  in  liegt,  aucb  coso;  positiv  ist,  so  ist  nacb  5)  offenbar: 

^  1.3.5....(2fA— 1)  2.4.6....2fft     ^  .    ,   .^  ^ 

oder: 
»,         1.3.5.... (2>f-l)    .       2.4.6....2^      o  •   i  « 

Weil 

2^  +  1       1 l_         2g 1^     _1_ 

2(»+2"2;r+l"~2(*  +  2'    3jr+l'2^'*^2/»  +  l 
und 


2^+2^2ft+l 
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ist,  so  ist: 


Nan  ist: 


(2ft-l)(2ft-H)  _1 2,*+!  2ft  +  l       1 

(2f*— 2)2ft  1  2^  2;*      2 

(2(*— 1)  (2^+1)  •2(»— a— 2^-1 '  2^+ r  ^ ' 

Dach  dem  Vorbergehopden  ist: 

2p-|-2'2((4-l  "^  2f»+l*5^' 


and  ausserdem  offenbar: 


2>>  +  l  2m    . 

2^     "^Z;*  — 1* 

also  aagenscfaeinlich : 

(2M-l)(2ft  +  l)       1  (2M-2)2>t  1 

2(»(2m  +  2)      '21»— 1  '^C2(»—l)  (2^+1) '2^-2" 

Ferner  ist: 

(2^-3) (2^-1) (2f*  +  l)       1         2^-^!   (2>t->l)(2|«-fl)       1 
(2M-2)2(»(2ft  +  2)      ■2(i— 3~2|»— 2*      2m(2(«  +  2)     ■2(«— 1' 

(2ft— 4)(2f*-2)2M       _1 2ft— 2        (2^— 2)2^  1 

(2m-3)(2(*— l)(2(»  +  l)"2M-4-2;r=:3*(2M— l)(2f»  +  l)'2,»— 2' 

nacb  dem  Vorbergehewlen  Ist: 

(2i*-lH2t+l)       1  (2^-2)2^  1 

2ft(2ft  +  2)     •2;r^'^(2(»— l)(2M  +  l)'2ft--2' 

and  aM«e»den  offenbar: 

2f*-2  "^  SjJ^* 

also  aogenscheinlicb : 

(2>*~3)(2>*-l)(2ft-t-l)       I  (2>i~4)(2t*-2)2M  1 

(2(t— 2)2M(2(i+2)      ■2<i— 3  "^  (2;«— 3)  (2;»— l)(2(t-|-l)*5p=^* 

Wi»  man  auf  diese  Art  weitergehen  kann,  Ht  Mar,  und  es 
ist  also  auch: 

31* 
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3.6.7....  (2ft  +  l)  2.4.6....2ft        ^ 

4.ö.8....(2fi  +  2)-*^3.6.7....(2fi+I)-'- 

Weil  nun  alle  Potenzen  von  sinor  positiv  sind  und 
sin  x^  <  sin  a?* ,    sin  a;*  <  sin  a:* , .... ,  sin  a:*/^+^  <  sin  :r*^ 
ist,  weil  ferner  auch  cosor  positiv  ist;  so  ist  nach  6)  offenbar: 

9) 

1.3.5....  (2^4-1)  2-4.6....2>. 

2.4.6....(2|«+2)*      3.5.7....(2(»+l)''*'"'^ 

1.3.5...:(2tt  +  l)  . 

^2.4.6. ...(2^  +  2)*'"'^*="** 
oder: 

10) 

2.4.6....(2ft-t.2)<^-^'"^'^"'^><3.5.7....(2ft  +  l)    ^«•"*^- 
Nach  8)  und  10)  ist  also : 

11) 

1.3.5...(2ft+l),        ,  ,^  2.4.6....2^  „  .  ,  .    1.3.5.... (2^-1) 

2.4,6...(2ftW^'"""^'"''^^^3.6.7...(2ft4T)-^'"*^'<  2.4.6....2r*- 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen 

_1.3.6....(2|[t— 1) 
"^'^    —     4.4.6....2]r"' 
12)    ....      ^ 

.  1.3.5....(2ft  +  l) 

^/«4-i-2.4.6....{2fi  +  2)       . 
setzen,  so  ist: 

2.4.6....2fi.     _     2.4.6....2ft  1 


3.5.7....(2ft  +  l)^1.3.5....(2ft— l)'2f*  +  I'~(2f4  +  l)J;, 
2.4.6....(2fi  +  2)       1  1 


~I.3.5....(2f*+l)'2fA  +  2""(2f*+2)J^r 
auch  - 

und  man  kann  also  die  Relationen  11)  auf  verschiedene  Arten 
schreiben,  unter  denen  wir  für  jetzt  jedoch  nur  die  folgenden  be- 
merken wollen: 
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13)  { 

woraus  man  leicht: 

14)  (2fi+2)^^i*(2a:--8in2ar)<(28iniar)«<(2|ii+l)i^^«.ar 
erhält. 

Au8  12)  ergiebt  sich : 

^      28inijf«        ,    . 
^<(2fi  +  2)^H-i*  ■'■*""'" ''''^'^' 

^>(2,»+l)^^«' 


also : 
16) 


Ob  und  welche  fruchtbaren  Folgerungen  aus  diesen  allgemei- 
nen Sätzen  sich  ziehen  lassen,  will  ich  jetzt  ausführlicher  nicht 
untersuchen,  sondern  nur  so  viel  bemerken,  dass  unter  densel- 
ben der  berShmte  Satz  von  Wallis  als  ein  besonderer  Fall  ent* 
halten  ist.  Setzt  man  nämlich,  was  nach  dem  Obigen  noch  ver- 
stattet ist,  x  =  |9E,  so  ist  28inj^*=l  und  sina?cosa;  =  0;  also 
nach  15): 

^®>    •    •    •      (2ft  +  l)J^«<*^<(2^  +  2)^^'?' 

folglich  nach  12): 

17) 

1        \      2.4.6....2fi       ^«^,    ^_L_    >2.4.6.... (2^  +  2)1* 
2MTn.3.6....(2f»^l)l     ^'''^2fi  +  2)l.3.6....(2f*  +  l)l    ' 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

1  2f*  +  2     1 


AyL\.\  2fA  +  1  *  Ay, 


ist,   so  ist: 


1 1 2ft  +  2  1  ^ 

(2^  +  2)  Jm^i«     (2ft+l)V-(2^  +  l)*.V"(2ft-H)J^« 

1  1 


2,i+r(2^+i)^^«' 
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und  da  nun  nach  16} 


ist,  80  Ist: 

1  _  1  3g 

(2^+2)^^+1«       (2^  +  1)^^«  ^  2(2f»  +  I)* 
woraus  man  siebte  dass  die  Differenz  zwischen  den  beiden  firfinxeo 

und 


(2^  +  1)^^«   """    (2ft  +  «)i<^+i« 

von  i»  der  Null  bis  zo  jedem  beliebigen  Grade  genähert  werden 
kann,  wenn  man  fi  in's  UnendHehe  wachsen  lässt,  welches  das 
noth wendige  Erfordemiss  ist,  wenn  ewe  iolcbe  Gränzen- Bestim- 
mung überhaupt  wirklichen  prakHaehen  Werth  haben  soll. 

Die  Differenz  zwischen  den  beiden 'in  14)  angegebenen  Gräo- 
zen  von  :r  ist: 

2sin4ar*  2sinir*      .     . 

(2fc+2)^^4.?-(2^  +  l)J?  +  «»^cos* 

28in4^j2H:2    .)       .  l        2sinig»    ,  . 

und  folglich,  well  nach  14) 

2sinix* 

(2fi  +  l)J;,«<^ 
ist: 

i      2sintar*  .  )  2sjnia;*     ^     *       .    . 

l(2,.+2)^^+?+*'"^^^*^l  -(2M-rM?^2;r+i+«"'^^«"' 

woraua  man  sieht,  dass  sich  nicht  im  Allgemeinen  behaupten 
läset,  daee  diese  Differenz  der  beiden  Grämen  ven  j?  der  Neu 
beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  jii  in's  ünend- 
liche  wachsen  Ifisst,  indem  eine  solche  Behauptung  nur  dann 
richtig  und  zulässig  ist,  wenn  das  Glied  8ina;cosa;  verschwindet 
also,  wie  wir  gesehen  haben,  für  xrz^n.  Hiedurcb  verlieren  die 
obigen  allgemeinen  Betrachtungen,  wie  Ich  gern  einräume,  weseat- 
lieh  an  ihrem  Werthe;  jedoch  haben  sie  mir  aus  verschiedenen 
Rücksichten  interessant  genug  geschienen,  um  sie,  weitere  Ud- 
tersuchungen  mir  vorbehaltend  und  vielleicht  zu  denselben  Andere 
anregend,   hier  mitzutheilen. 
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Xlill. 

U^ber  eine  Aul^abe  aus  der  Lehre  varo  GrMatea  «ad 

KleiiMiteii« 

Von 

de»  Herausgeber. 


Bei  der  Auflosvng  der  Aufgaben  vom  GrSssten  und  Kleinsten, 
welche  die  Bestimmung  mehrerer  unbekaosten  Grossen  Ferlangeo, 
unterliegt  zwar  die  Ansetzung  der  Gleichungen,  mittelst  welcher 
die  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen  sind ,  besonderen  Schwie- 
rigkeiten meistens  nicht,  da  hiei«  nur  die  Ent^rickelung  gewisser 
erster  partieller  Diflferentialquotienten  nothig  ist,  die  dann  sämmt- 
lich  der  Null  gleich  zu  setzen  sind.  Die  Anwendung  der  allge- 
roeinen  Kriterie«,  welche  in  der  Differeotiakechming  bot  Unter- 
Scheidung  des  Maximums  und  Miniromas  entwickelt  werden,  bei 
nur  zwei  unbekannten  Grussen  zwar  noch  ziemlich  leicht,  führt 
aber  bei  einer  grosseren  Anzahl  unbekannter  Grossen  oft  in  Weit- 
läufigkeiten, weshalb  diese  Unterscheidung  sehr  hKuflg  ganz  bei 
Seite  gesetzt  wird,  was  natOrlich  aus  dem  Gesichtspunkte  der 
strengen  Theorie  nicht  gebilligt  werden  kann.  Oefters  kann  man 
sich  aber  zweckmässig  specieller,  zum  Theil  ganz  elementarer 
Betrachtungen  bedienen,  um  zu  der  in  Rede  stehenden  Unter- 
scheidung zu  gelangen,  was  bei  der  folgenden  bekannten  Aufgabe 
zu  zeigen  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist.  Auf  die  grosse  prak* 
tische  Wichtigkeit  dieser  Aufgabe  brauche  kb  wohl  nicbt  noch 
besonders  hinzuweisen,  bemerke  jedoch,  dass  eben  diese  prak- 
tische Wichtigkeit  der  Aufgabe  mir  eine  vMIg  strenge  Behand- 
lung derselben,  auch  in  der  angedeuteten  Besiebung,  als  wttn- 
schenswerth  erscheinen  Hess. 

Aufgabe. 

Die  Werthe  einer  Reihe  von  Grussen,  welche  theo- 
retisch eine  gewisse  bestimmte,  also  als  gegeben  zu 
betrachtende  Summe  a  haben,  seien  durch  Messungen, 
Beobachtungen  oder  Versuche  bestimmt  worden«  und 
man  habe  dadurch  för  diese  Grussen  die  Werthe 

«1»    fl«»    ^9    a4>'«">  *»« 
erbalten.    Weil  diese  Werthe,  als  auf  dem  angegebenen 
Wege  gefunden,   nothwendig  mit  Fehlern  behaftet  sein 
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müssen;   so  werden  sie  im  Allgemeinen  nicht  die  Summe 
Sy  sondern  die  von  s  verschiedene  Summe 

geben,   und  man  soll  nun  für  die  durch  Messungen,    Be- 
obachtungen oder  Versuche  bestimmten  Werthe 

«1»     «2>     «S»      Ö4>  ••••»  «» 

solche  Correctionen   berechnen,    dass,    wenn   wir    diese 
Correctionen  beziehungsweise  durch 

^1»     a^>'    ^3»     ^4,....,  Xn 
bezeichnen,   und  also 

fli+^i»     Oa  +  ^a,     Ö8+a:3,     «4  +  0:4 ,  a^  +  o:« 

die  corrigirten  Werthe  sind,   genau 

(fli +a?i)  +  (fla  +  ara)  +  (oa +0:3)  +  .. .. +(an  +  a:i,)  =», 

und  ausserdem  die  Summe  der  Quadrate  der   Correctio- 
nen, nämlich,  die  Grösse 

V  +  V  +  ^s*  +  0:4«+ ....  +  j:„«, 

welche  wir^im  Folgenden  durch  u  bezeichnen,  also 

^i*  +  ^a*  +  ar3«  +  V+-.    +^«*=tt 
setzen  wollen,  ein  Minimum  Ist. 

Auflösung. 
Aus  der  Gleichung 

(«i+^i)  +  (fla+ar«)  +  (a3+a?8)  +  ....  +  (o»  +  ari,)  =  i 
folgt,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

setzen : 

^«  =  ^  —  (^1  +^«  +  ar8  +  ....+ar«.i), 
also: 

folglich,  wenn  man  u  nach 

a^i,     ar«,     0:3,  ....,  a^n-i 
partiell  differentlirt : 
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hu 


bxi 


=  Axi  +2ar«+2a:8+2a?4  +  ....  +2arn-i— 2^, 


^    =2ari  +  4ara+2ara+2j;4+....  +  2a;i,-i-2/f, 
gj^    =2j:i+2ara+4ar8+2a:4+....+ar«-i— 2zf, 

U.   8.    W.       • 

hu 
g^— =2ari  +2a:.+ars+....+2a:„-a+4a:«-.i— 2^. 

Die  dem  Maximum  und  Minimum  gemeinschaftlichen  Bedingung»- 
gleicbungen  sind  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

also  9    nach  Vorstehendem  >    wenn  man  die  sämmtllchen  Gleichun- 
gen durch  2  dividirt: 

j;,  +2j?4+ara+a?4  +  ....  +  a^-i  — z/=0, 

u.  s.  w. 
a?! +ar8+a:8+....+a?«-«+2^„-i  —  z^  =  0; 

woraus  sich  durch  Subtraction 

J?i      "~^«      =0,  a?!      =a?4, 

x^     — x^     =0,  also:  x^     ^^4» 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

:rfi-2 — Xu—x  =  0 ;  a?i,-9  =  xn-\ 

oder 

^^Ti  =  o?«  =  a^a  =  ....= a:«—! , 

und  folglich  wegen  de^r  ersten  der  obigen  Gleichungen: 

J      ,  A  ^  A  A 

nx^—A,    ^1=-;  also:  arj  =  -,    ^2  =  -»    ^«  =  ^>-»  ^«-*  =  ^ 

ergiebt.    Weil  aber  nach  dem  Obigen 

ar«=  zf  — (ari+a:a  +  a?8  +  ....  +  a?«-.i) 
ist,   so  ist: 


also: 
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oder: 


^1  =  -'    *•=»•    ^  =  ^— •>*«==^ 


ji— (fl,  +  Ca  +  g, -f  ff4 +  ....  + g«) 

T  n  ' 


^»  = 


a?«=: 


Q.   8.   W. 

< -(^1 +«»  +  <»» +«4+     "-fgii) 


Wären  z.  B.  o^^  g^^  o,  die  darch  Messung  beetfmmteD  Win- 
kel eioe^^  ebeaeo  Dreiecke,  fiir  welche  bekanntlicb  die  theore- 
tische  Summe  i  =  180^  ist;  so  wäre 

und    die    Correctionen   der    durch   Messung    bestimmten    Winkel 
wären  also  nach  dem  Obigen: 

/l       180»— (gi+a«+g,) 
oPi  =3  = 3 i 

^«=3  =  3  ' 

J       180Q-(gi  +  ga+gs) . 
^»=3  =  ~T  ' 

folglich  die  corrigirten  Winkel  selbst: 

.  180^  — (gi  +  Ojj+Os)     ^jrto  i  •         1         1 
''i  +a?i  ==fli  + -^-^ ^'=60ö+?gi  —4««— 4«,, 

g.2+ara  =  ga+ '    3       ^  äW>— iai  +  igj  — Jö,, 

,  ISQO  — (gi-fga+g8)_^^^     ,         1«  4.«« 
g3+ir8=:g3+ 3 —  =Wr— i«!— ifla+sOj. 

Dass  nun  die  hier  gegebene  Auflösung  för  die  Grosse     ^ 

wie  es  sein  soll,  wirklich  ein  Minimum  liefert,  kanp  auf  folgende 
Art  gezeigt  werden  *). 


*)  Die  Anwendung  der  DifFcrentialrechnnng  in  dem  Falle  11=3  •• ». 
in  ThL  XXXI.  S.  479.  Nr.  111. 
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ZnvSrderst  bamerke  ich,  daas  es  Ferstattet  lat,  im  Folgenden 
anzunehmen  y  dass  die  Gr5ase 

nicht  verschwindet;   denn  verschwände  ^,  so  würden  die  Correc- 
tionen 

4  A  A  //. 

also  auch  die  Summe  ihrer  Quadrate 

tf  =  a:i*+a:,*+ar8*+a:4*  +  ....  +  x^ 

verschwinden,   folglich  letztere  natfirlich  ein  Minimum  sein,    was 
also  in  diesem  Falle  eines  weiteren  Beweises  nicht  bedürfen  würde. 

Bezeichnen  wir  nun  gewisse,  von 

beliebig  verschiedene  Correctionen  der  durch  Messungen,   Beob- 
achtungen oder  Versuche  bestimmten  Werthe 

unserer  Grossen^  welche  letzteren  die  theoretische  Sumifie  $  haben, 
beziehungsweise  durch 

äCi  ,  s^  »  x^  »  ^4  , ....,  Xn  ; 

die  entsprechenden  corrigirten  Werthe  dieser  Grössen  also  durch 

so  werden   wir,    wenn  «i,  o^,  o,,  1x4,  ....,Oii  beliebige  Factoren 
bezeichnen,  offenbar  im  Allgemeinen    , 

ari  ^«1— f    j:^  =aj-,    j:,  =0,-,  ....r  a:«  =of|,- 

setzen  können,  und  haben  also,   weil 

sein  rouss,  die  Gleichung: 


«i  +  a»+fl8+-+fl«+(ai  +  a2+«8 +  -+««)-=«> 


folglich: 


(«1 +«^+«8+ •••+««•)  — =*  —  (fll +««  +  08 +--  +  fln)  =  ^. 


also: 


Digitized  by  LjOOQ IC 


480  Grunert:    üeöer  eine  Aufgabe  aus  der  Lehre 

folglich,  weil  nach  dem  Obigen  J  als  nicht  yerscbwindend  aoge 
noromen  werden  kann : 

I      «i+«»4-C8  +  -..  -|-ce«_^  ttt4-ag4-«,4-....+g,_j 

n  n  ' 

Nun  ist  nach  dem  Obigen: 

und 

a:|«+araa+a?,«+ .... +ar«»  =  n  T-J 

also: 

-._! =2 3 (iriHira*+^s*+-.-.  +  ^ii*). 

Offenbar  ist  aber: 

(«I  +«8  +  08+  ....  +aii)* 

+  («!-««)*+(«,— «8)a+(tfi -«4)«+. ...  +  («!-«.)« 

u.  s.  w. 
folglich: 

+  («.-«8)*+(«.2-«4)*+....  +  («2~««)*     .     / 

i     .  U.   8.   W.  i 

'  +(«..-1-«»)«    J 

und  sind  nun  die  Grossen  aj,  a^,  o,»  04 »....«  «n  nicht  sämmtiicb 
unter  einander  gleich ,  so  ist  hiemach  offenbar: 
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also  nach  dem  Obigen: 

n  ^     ' 

daher  nach  dem  Obigen: 

Man  wird  also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  sein,  dass 
a:i*+ara*+a;j*+....+arn*  wirklich  ein  Minimum  ist,  wenn  man 
nur  annehmen  darf,  dass  die  Grossen  cti,  oe^,  ctg,  «4,  ....,  on 
nicht  sämmtlich  einander  gleich  sind.  Wollte  man  nun  aber  an- 
nehmen, dass  ffi  =0^  =  0(5  =<^4  =  *  •••=<i^  wäre,  so  würde  wegen 

der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung  -^ — -^ — -^ — -^ — -^=1 

offenbar  «1=02=08  =  0^4=  ....  =  on  =:  1,  also  nach  dem  Obigen: 

:r|=-,     ^%=->     0:3  =-,....,  .r.=- 

und  folglich  jr|'=rri,  x^'=^x^^  x^' rsix^, -»*.%  OTn' =  ^n  sein;  es 
wfirde  also  zwischen  den  Correctionen  x^^  x^,  x^y,,..^  Xn  und 
^\  y  *a'»  ^s'f  ••••»  ^*n'  g*^r  keine  Verschiedenheit  Statt  6nden,  in- 
dem es  ja  doch  eben  in  der  Natur  unserer  ganzen  vorstehenden 
Betrachtung  lag,  anzunehmen ,  dass  Xi,  x%,  x^' ,  074',....,  Xn 
von  den  Correctionen  Xi ,  x^,  x^,  x^^,...,Xn  verschiedene 
Correctionen  sind.  Die  Summe  Xi^+Xi^+Xi*-^....-i-Xtfl  ist  alöo 
wirklich  ein  Minimum,  wie  behauptet  wurde. 


Xlilll. 

M  i  s  c  e  I  1  e  n. 


Allgemeiner  Satz  vom  Viereck  und  Satz  vom  umschriebenen 

Viereck. 

Von  dem  Her  an  «geh  er. 
Wenn  abcd  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  ^in  Viereck  ist  und  der 
Punkt  o  eine  solche  Lage  hat,  dass,  wenn  man  oa,  ob, 
oc,  od  zieht,  i^oab+  i^ocd^i^obc  +  /^oad  ist;  so  liegt  der 
Punkt  o  immer  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  bei- 
den Diagonalen  ae,  bd  des  Vierecks  gehenden  Geraden. 
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Beweis.    Aus  der  Gleichung 
^oa6+Aöcd=Aöftc+^o«d  folgt:  ^oa6— ^o6c=A^^ — ^oed. 

Ist  nun  m  der  Mittelpunkt  der  Diagonale  ac  und  man  denkt  sich 
von  a,  e,  m  auf  ob  die  Perpendikel  aa' ,  ec' ,  mm'  gefUlt^  se  ist 
offenbar : 

mm'  =  i(aa'—cc'), 
and  folglich: 

A  oab — A  obc  s=  i.  06 .  (aa'  -r  cc')  =  06.  mm' , 
also: 

Denkt  man  sieb  femer  von  a,  c,  m  auf  od  die  Perpendikel 
aa";  ccs'S  mtn"  gefUlt«  so  ist  offenbar: 

mm''=zi(aa"  —  cc"), 
und  folglich: 

ijJioarf  — Aöcd  =  i,orf.(aa" — c&')  =  od,mm", 
also :   J^  oad  —  A  ^'^^I  =  ^  •  A  oi2m.     Daher  ist : 

2. A 06m  =  2.  l^odm^    A ^»i  =^ A <»<^- 

Die  beiden  gleichen  Dreiecke  ahm  und  odm  haben  aber  die 
gemeinschaftliche  Grundlinie  om,  und  müssen  also  in  Besag  auf 
dieselbe  gleiche  Höhen  haben  >  oder  ihre  Spitzen  6  and  cf  mfissen 
von  om  gleich  weit  entfernt  sein,  woraus  sich  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  rechtwinkliger  congruenter  Dreiecke  auf  der 
Stelle  ergiebt,  dass  die  Linie  mitf  gehörig  verlängert»  die  Dia- 
gonale bd  in  ihrem  Mittelpunkte  n  treffen  rouss,  womit  der  Sali 
bewiesen  ist. 

Ist  nan  abcd  ein  um  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  o  ist, 
beschriebenes  Viereck,  so  Ist  der  Punkt  o  von  den  vier  Seiten 
ab,  bc,  cdy  da  gleich  weit  entfernt,  und  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecks  ist 

ab-{-cd^sibc-\rad,  also  offenbar:    ^oab-\r /^oed:=^ ^obc-\r dkoad. 

Also  erglebt  sich  aus  dem  vorher  bewiesenen  Satze  anmittel- 
bar  die  merkwürdige  Eigenschaft  des  um  den  Kreis  bescbriebenen 
Vierecks,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  immer  aaf 
der  durch  die  Mittelpunkte  seiner  beiden  Diagonalen 
gehenden  Geraden  liegt. 

(Dem  Wesentlichen  nach  entlehnt  aus:  Des  methodea  ea 
G^emötrle,  par  Paul  Sertet.    Paris^  I8S6.   p.  0.    Der  letxte. 
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eine  Eigeoschaft  dea  um  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  aus- 
sprechende  Satz  wird  Ton  Serret  als  ,yTfa<$ordme  de  New- 
ton'^  beseichnet) 


Einige  Sätze  der  Elementar -Geometrie. 

Von  dem  Heraasgeber. 

In  denselben  interessanten  Buche  fährt  Herr  Paul  Serret 
p.  14.  auf  als:  üeuvliv^e  m^iliode.  Par  ies  lignes,  les 
aires  on  les  volunies  auzillaires,  und  erläutert  diese  Me- 
thode» wie  er  bei  allen  Metboden  meistens  in  sehr  instructiver 
Weise  thut,  durch  die  folgenden  Elementarsätze,  ?on  denen  we- 
nigstens die  beiden  ersten  natürlich  allgemein  bekannt  sind,  hier 
es  jedecb  nur  auf  die  von  Herrn  S.  zur  Erläuterung  der  Methode 
gegebenen  Beweise  ankommt,  die  vielieicht  nicht  so  allgemein 
bekannt  sind  und  deshalb  hier  mitgetherlt  werden  sollen,  nm  zu- 
(;letcb  die  Leser  auf  das  genannte  Buch  aufmerksam  zu  machen. 

Tlieorea»  1*  Von  den  sechs  Segmenten,  welche 
eine  geradlinige  Transversale  auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  abschneidet,  ist  das  Product  dreier  nicht 
znsammenstossender  dem  Producte  der  drei  anderen 
gleich« 

Beweis.  Bezeichnen  wir  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  die  Flächenräume 
der  Dreiecke  bAc,  cBa,  aCb  respective  durch  I^A,  J^ß,  j^C;  so 
bat  man  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  der  ebenen  Geo- 
metrie*): 


*)  Gewöhnlicli  wird  der  hier  cur  Anwendung  Icomniende  Elementar, 
■ati  nar  für  Parallelogramme  und  Dreiecke  bewiesen,  welche  einen 
Winkel  gemein  haben  oder  in  denen  zwei  Winkel  einander  i^lelrh 
•ind;  daes  aber  der  Sntc  auch  für  Parallelogramme  and  Dreiecke  gilt, 
in  deoen  zwei  Winkel  zusammen  zwei  rechte  Winkel  betragen, 
erhellet  «ehr  leicht.  Sind  nAmlich  In  Taf.  IX.  Fig.  5.  etwa  ABC  und 
BDE  zwei  Dreiecke,  In  deoea  die  Stimme  der  Winkel  ABC  und  ÜBE 
zwei  rechte  Winkel  hetragt,  «o  da««  diese  Winkel  Nebenwinkel  von  ein- 
ander sind  oder  als  solche  betrachtet  werden  können;  eo  siehe  man  CE 
and  hat  dann  unmittelbar  die  folgenden  Proportionen : 

^  ABC:  A  BCE  =  AB:BE, 
^BCJE:J^BDE=BC:BD; 

alao  darch  ZneammentetzoDg : 

^ÄBCi^BDEsz  AB.BC:  BD.BE, 
wie  bewieaen  werden  aolite. 
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J\A Ac.iw 

j^ß      Bc.ca* 
\B       Ba.ca 

J^C^Ca.ab' 
AC      Cb.ab 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander  and  hebt  auf, 
was  sich  aafheben  Iftsst,  so  erhält  man  auf  der  Steile  die  Gleicbang: 

1  =  p  \n     JL*    aJso:     AcBa.Cb^  ßcCa.Abf 
Bc.Ca.Ab 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Tlieorem  II.  Die  drei  Geraden,  welche  aus  deo 
Ecken  eines  Dreiecks  sämmtlicb  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  gezogen  sind,  bestimmen  auf  den  Seiten 
des  Dreiecks  sechs  Segmente,  von  denen  das  Product 
dreier  nicht  zusamroenstossender  dem  Producta  der 
drei  anderen  gleich   ist. 

Beweis.  Mit  Rucksicht  aujf  Taf.  IX.  Fig.  6.  wollen  wir  die 
Flächenräume  der  sechs  Dreiecke 

BOa,  COa;    COb,  AOb;    AOc,  BOc 

respective  durch 

Aa,  A«';    A*>  A*';    A<?>  Ac' 
bezeichnen;  dann  hat  man  nach  einem  bekannten  Elementarsatze 
die  Gleichungen: 

Aa_:^       AA—i^       Ag  _  ^c, 
Aa'""Ca'     ^b''^Ab'     /^c' ^  Bc' 

also  durch  Multiplication : 

AflA^'Ac   _Ba.Cb.Ac 
V    '    '    '    '      Aa'.A^'.A«'""Oi.JA.Äc' 

Nach  dem  bei  dem  Beweise  von  Theorem  I.  angewandten  Ele- 
mentarsatze hat  man  aber  ferner: 

j^a       OB.Oa      A6  _OC.Ob       Ac  _OA.Oc^ 
A*'  ""  OA.  Ob  •     AC "~  OB.  Oc'     A«'  ""  OC.  Oa' 

also  durch  Multiplication: 

Ag«Aft»Ag       , 
^^ Aa'.AÄ'.Ac'^'' 
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Durch  Vergleichong  der  GleichungeD  I)  und  2)  folgt  unmiKelbftr: 

Ca.Ab.Bc'^^' 
also: 

Bu.Cb.Aeii=Ca.J6.Bc 
oder: 

Ae.Ba.Cb^Ah.Bc.Ca, 

wie  bewiese»  werden,  solftld. 

Theorem  in.  Wenn  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  der  Punkt  O 
eine  Ecke  eioee  t^^gelmäeaigea  Oetaedete  ist,  und  der 
derselben  entsprechende  Winkel  des  Octaeders  von 
einer  beliebigen  Ebene  geschnitten  wird,  welche  die 
in  O  zusammenstessefeden  Karten  des  Ootaeders  in 
den  Punkten  A^  B,  C,  D  schbeidet;  so  findet  immer 
die  Gleichung: 

statt  *). 

Beweis.  Man  ziehe  die  Diagoiralen  AC  und  BD  des  Vier- 
ecks ABCD,  so  hat  man  die  Identität: 

Pyr.  OABC+Pyr.  OACD :±iPyt.  OßDA  +  Vyr.  OBCD. 

Bezeichnet  man  nun  die  Hüben  der  Pyramiden  OABC,  OACD 
in  Bezugs  aof  die  gemeinscbafUicbe  Basis  AOC  durch  Hi,  Hd\ 
die  Hohen  der  Pyramiden  OBDA,  OBCD  in  Bezug  auf  die  ge- 
meiniMAraftllche  Basis  BOD  durch  Ba,  Hey  so  ist: 

Pyr.  OABC  =  i.Bb.^AOC. 
Pyr.  OACD  :s=:i.Bd.j^AOC; 
Pyr.  OBBA^\.Ha.^BOD, 
Pyn  OBCD xsl.H^.^ BOD. 

Weil  nach  den  ßgenschaften  des  Ocfaed  er  winkeis  die  Drei- 
ecke AOC  und  BOD  bei  O  gleiche  Winkel  haben,  so  ist: 

üBOD       OB*OD 

^AOC  ■"   OA.OC 

also: 


*)  Der  Erfinder  des  Sdtie«  >ft  hevy. 
TheU  XXXYin.  32 
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folglich : 

Py?«  OABC=k.Uh.i^AOC, 
Pyr.  OACD=i.Bd./^AOC; 

Pyr.  OBDA=:^.Ba.^^.^AOC, 

Pyr.  OBCD=:i.Bc.^j^.^AOC. 

Offenbar  sind  ferner  OA,  OB,  OC,  OD  gegen  die  Ebenen 
AOC  und  BOD  sämmtlich  gleich  geneigt,  und  es  ist  also: 

HaiBkiBc.Bd-  OAiOB.OCiOD 

oder 

^*=TO-''"   '''-Uä''"   ^'—Wä"'* 

folglich: 

Pyr.  OABC=i.^.Ha.^AOC, 

Pyr-  OACD=i.^.H,.^AOC; 

Pyr.  OBDA=i.^^.H..^AOC, 

Pyr.  OßCD=i. OAOC'^'^"  ^^^^ 

Setit  mao  nuo  diese  Ansdracke  io  die  identische  Gleichang,  tob 
welcher  wir  ausgingen,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  durch 

i.II,.^AOC 

dividirt,  die  Gleichung: 


OB     OD      OB.  OD  .  OB.  OD   OC 
OA^  OA  —  OA.OC^  OA.OC'OA' 

also,  wenn  man  mit 

OA.OCOA 
maitiplicirt : 

OA. OB.  0C+  OA.  OC.  OD=  OA.OB.  OD+  OB.  OC  OD, 

und,  wenn  man  nun  mit 

OA.OB.OC.OD 
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dividirt : 

oder 

OA  +  ÖC^  OB  +  52J' 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


Conjugirte  Punkte  der  Elfipse. 

Von  den  Heraosgeber. 

Zwei  Punkte  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  wie  gewöhnlich 
durch  a,  6  bezeichnet  werden >  seien  (xy)  and  {x'y')\  so  sind  die 
Gleichungen  der  Normalen  der  Ellipse  in  diesen  Puokten,  wenn 
die  laufenden  Co'ordinaten  durch  u»  o  bezeichnet  werden,  bekanntlich : 


■^y'=Ä^e-^0; 


oder,  wie  man  leicht  findet: 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Normalen 
Ton  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  durch  p,  p';  so  ist  nach  einer 
bekannten  Grandformel  der  analytischen  Geometrie: 

oder,  wie  man  mittelst  der  Gleichung  der  Ellipse  leicht  findet: 

Sollen  nun  die  beiden  Punkte  {xy)  und  {x'y')  der  Ellipse  eine 
solche  Lage  haben ,  dass  die  beiden  denselben  entsprechenden  Nor- 
malen gleich  weit  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind;  so  muss 
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oder,  weil 


3^*  =  ^(a«^:r«),    3^'«=5(«*-^'*) 


ist: 

ar«(a«-ar«)(ii*-6«:r'«)  =  a:'*(a»-a:'«)(a4-e«ar«) 
sein. 

Ordnet  man  diese  Glelehang  oeoh  x,  so  erhSit  man: 

aderi 

(a4_  g«;p'«)  J.4  _  («•— e«:r'*) o:*  =  —  a*a:'«(o«— ar'«) ; 

und  löst  man  nun  diese  Glelchosg  in  Bezug  auf  x^  als  unbe- 
kannte GrOsse  wie  eine  quadratische  Gleichung  auf,  so  erhSlt 
man  zuvörderst  auf  der  Stelle : 

'^  ~"2(a*  — c«a:'«)^  ""  4(a*-AT'«)«  ' 

und  hieraus  ferner  mittelst  leichter  Rechnung: 

Zieht  man  aber  aus'  dem  Zähler  des  Bruchs  a«f  der  rechten 
Seite  des  Gieiobbeitszeicheos  die  Quadratwurzel  aua,  so  findet 
man  leicht,  dass  dieser  Zähler  das  yollkommene  Quadrat 

ist,   und  daB9  man  also  die  Gleichung 

hat. 

Ans   dieser   Gleichung    ergiebt    sich    durch   Ausziehung   der 
Quadratwurzel : 
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rt4_eV« 

Aus  der  Gleichnng  a:*  =  ar'*  folgt  j:  =  J:^>'  »n^  diese 
symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der  Nebentte  liegenden  Pnnkte 
der  Ellipse y  von  denen  sich  von  selbst  versteht,  dass  die  ihnen 
entsprechenden  Normalen  gleich  weit  von  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  entfernt  sind^  wollen  wir  natürlich  nicht  weiter  betrach- 
ten^ indem  wir  vielmehr  unser  Aagenmerk  lediglich  auf^  die 
durch  die  Gleichung 

^=    a4-eVfc 

bestimmten  Punkte  der  Ellipse,  in  denen  die  Normalen  auch  gleich 
weit  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind,  und  die  man  wohl  con- 
jugirte  Punkte  der  Bltlpse  genannt  hat,   riehten  werden. 
Man  findet  leicht: 


also: 


und  weil 


j^'Äcz^Ctt^-^Är'«),  also  a«^a;'«=^^ 
ist,   so  ist  nach  dem  Obigen  auch: 


«'  =  : 


oder 


ex  ex 


folglich,    wenn  ^',  q^'   die   beiden  Vectoren   des   Punktes  {x'y') 
bezeichnen : 
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Die  GleichuDg 

^      a*(a«-ar'«) 

bringt  man  leicht  auf  die  symmetrische  Form : 
und  setzt  man  nun: 

SO  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

hat  also  die  beiden  bemerkenswerthen  Gleichungen: 


oder : 


folglich : 


6*  y*+y«-Ä»-    yy» 

oder : 

Bezeichnet  man  jetzt  die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte der  beiden  Normalen  mit  der  Hauptaxe  der  Ellipse  durch 
tf,  ti';  so  ist  nach  den  ans  dem  Obigen  bekaiinten  Gleichni^en 
der  Normalen: 

also,  wie  man  leicht  findet: 

oder: 

aht  ahi'  ^ 

folglich: 
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also  nach  dem  Obigen: 


oder: 


!(!)'+(^)'l-©'©'=G)' 


Bezeichnet  man  die  Abscissen  der  Dnrchschnittspnnkte  der 
Normalen  mit  der  Abscisseoaxe  in  Bezug  auf  die  Fns^pnnkte  der 
Ordinaten  als  Anfangspunkte  der  Abscissen,  —  nämlich  die  mit 
ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Subnormaleo,  —  durch  s 
und  j';  80  ist: 


also: 


folglich : 


.._«-  =  (!- ^^=-^ 


"=-6«'    «---gä-' 


and  daher  oach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
oder: 

Bezeichnet  man  die  den  Punkten  (xy)  und  (a;']^')  entsprechen- 
den  Krflmmangshalbmesser  der  Ellipse  durch  r  und  r",  so  ist 
bekanntlich : 

(b*a!*  +  ä*y^       ,_(*?fl±«V!L». 
*■-        a*b*        '    ^  ~         a*b* 

also: 

a*6«r = (6«««  +  a«y*)',    »■'  =  (*•«**  +  «*»")• ; 
rolglicb : 

a«6»(a6r)»  =  6«««+  «V»    a«6«(«Är')»  =  6«a^  +  oV? 
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oder: 


und  hieraus: 


Folglich  ist: 


also  nach  dem  Obigen: 

^^  ^|(o*r)l+(a6r')t)-3to»-(a6r)IUfl«-(«6r')l}  =u«» 

oder: 

2ö*— a«|(a6r)»  +  (a6r')M  — la«-(oftr)5Ua«-(aÄr')»l  =  a*e*, 

woraus  sich  die  Gleichung: 

a*—  (a6r)l.(a6r')lÄaV, 
also  die  Gleichung: 

ii»6«Ä(a6r)t-(«6r')l, 

oder,  wie  hieraus  seglelcb  folgt,  dlÄ  «leicbaBg:  abzzzrr',  oder 
die  Proportion  o:r  =  r':6   ergiebt. 

Der  Inhalt  der  Ellipse  ist  bekanntlich  abuty  also  nach  dem 
Vorstehenden  rr'n. 

Diese  leiebt  noch  weiter  seu  filhrenden  Bemerkungen  haben 
nnr  den  Zweck»  diesen  Gegenstand,  namentlich  auch  mit  ROck- 
sieht  auf  die  übrigen  Kegelschnitte,  ?sur  Verwendung  zu  Ue- 
bungsaufgaben  zu  empfehlen,  wozu  mir  derselbe  nicht  ange- 
eignet zu  sein  scheint. 


Berichtif^uni^. 
S.  340.  Z.  6  ▼.  n.  mot«  es  in  dem  Integral-Ansilriicke  tod  %  ifei  2Uk- 
ler  dei  Bruchs  unter  dem  Integralzeichen  2^^  statt  "iiffäy  helMeii. 
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Literarischer  Berieht 

CXLIX- 


Am  Sten'  Februar  1862  starb  in  Paris  in  hohem  Alter 

Jean  Baptist«  Bloti 

geboren  in  Paris  am  21sten  April  1774. 

Welcher  Mathematiker  und  Physiker  verdankte  seinen  treff 
liehen  Schriften  nicht  die  vielfachste  Belehrung  und  Anregung! 


xlrithmetik. 

Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Versuch 
einer  elementaren  Darstellung  von  Dr.  H.  Dur^ge, 
Docent  am  eidgenossischen  Poiytechnicum  und  an  der 
Universität  zu  Zürich.    Leipzig.    Teubner.    1861.    8. 

Der  Herr  Verfasser  hat  uns  durch  die  Herausgabe  dieses 
Buches  eine  besondere  Freude  gemacht,  und  vrird  den  Dank  aller 
der  Jfinger  der  Wissenschaft  ernten,  welche»  ohne  auf  die  Quel- 
len zurückgehen  zu  müssen  oder  zu  wollen,  was  natürlich  immer 
seine  besonderen  Schwierigkeiten  hat,  sich  in  einer  mehr  elemen- 
taren Weise,  die  aber  doch  welter  ftibrt  wie  die  Lehrbücher  der 
Int^^airechnung  überhaupt,  mit  der  so  wichtigen  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  bekannt  machen  wollen.  Das  Verdienst, 
welches  er  sich  dadurch  erworben  hat,  verdient  um  so  me1»r 
Anerkennung,  als  ein  ähnliches  Werk  die  deutsche  mathematische 
Literatur,  so  viel  wir  wissen,  noch  nicht  besitzt,  wenn  nicht  viel- 
leicht,  worüber  wir  nicht  genau  unterrichtet  sind,  eine  Deber- 
setzung  des  bekannten  Buchs  von  Verhulst  existirt,  was  wir 
jedoch  nicht  glauben.  Dass  bei  der  Darstellung  der  Theorie  Herr 
Doctor  Durdge  nicht  der  in  der  allerdings  trefflichen  Theorie 
des  fonctions  doublement  p^riodiques  et,  en  parti' 
calier,  des  fonctions  elliptiques  par  Briot  et  Bouqnet. 
Paris.  1859.  angewandten,  von  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complexen  Veränderlichen  ausgehenden  Behend lungs weise  gleich 

Thl.XXXVIlI.Hfl.l.  l 
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von  Yorn  herein  gefolgt,  sondern  vielmehr,  anIcnSpfend  an  aadere 
dem  Anfänger  hinreichend  bekannte  Functionen,  möglichst  ele- 
mentar verfahren«  und,  gewissermassen  historisch,  den  von  Abel 
und  Jacobi,  natGrIich  mit  besonderer  weiterer  RGcksicht  auf 
Legen dre  u.  s.  w.,  betretenen  Weg  eingeschlagen  hat,  hiiligeo 
wir  in  einem  Werke  von  der  Tendenz  des  vorliegenden  nicht 
bloss  vollkommen',  sondern  erkennen  darin,  mit  Rücksicht  auf 
den  hauptsächlichsten  Zweck  des  Werkes:  zur  weiteren  Verbrei- 
tung der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  beizutragen,  einen 
besonderen  Vorzug  desselben.  Dabei  wollen  wir  aber  jedoch 
auch  nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass  allerdings  am 
Ende  des  Werks  im  21sten  Abschnitte  auch  die  Functionen  com- 
plexer  Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale  eine 
einsichtsvolle  und  för  den  Zweck  des  Buchs  jedenfalls  hinrei- 
chende Berücksichtigung  gefunden  haben.  Ausserdem  verdient 
es  mit  Anerkennung  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  das  Gebiet  der  Anwendungen  nicht  ganz  unbetreten  gelaii- 
sen  haty  und  glauben  daher  das  Buch  Allen,  die  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  ein  eingehendes  Studium  widmen  wolleo, 
zur  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen,  indem  wir  des  Weiteren 
wegen  uns  hier  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalts  be- 
gnügen müssen: 

L  Begriff  der  elliptischen  Functionen.  II.  Von  der  Perio- 
dicität  der  elliptischen  Functionen.  III.  Von  der  Rednction  der 
elliptischen  Functionen  auf  die  Normalforro.  IV.  Von  den  drei 
Gattungen  der  elliptischen  Functionen.  V.  Rectification  der  El- 
lipse und  Hyperbel.  VI.  Ueber  eine  Substitution  der  zweiten 
Ordnung  zur  Reduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die  Nor- 
malform. VH.  Das  Additionstheorem.  VHl.  Ueber  den  Zusam- 
menhang der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Tri^- 
nometrie.  IX.  Das  Additionstheorem  fär  die  zweite  und  dritte 
Gattung.  X.  Integration  der  elliptischen  Differentialgleiohang  in 
algebraischer  Form.  XL  «lacobi's  geometrische  Constmction 
des  Additionstheorems.    XII.  Die  Landen'sche  TransformatioD. 

XIII.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Factorenfolgeit 

XIV.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Reihen.  XV. 
Reihenentwickelung  für  die  zweite  Gattung.  XVI.  Reihenentwtcke- 
lung  für  die  dritte  Gattung.  XVII.  Die  Jacobi' sehe  Function. 
XVIII.  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  die  Jaco- 
bi'sehe  Function.  XIX.  Ueber  die  elliptischen  Transcendenten 
der  dritten  Gattung.  —  Anhang.  XX.  Üeber  die  Bewegung  des 
sphärischen  Pendels.  XXI.  Ueber  Functionen  einer  conplexen 
Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale. 
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Aas  dieser  Anzeige  des  Inhalts  werden  die  Leser  am  Bestea 
übersehen,  was  sie  in  dem  empfehlenswerthen  Buche  zu  erwar- 
ten haben • 


Mechanik« 

Sul  meto  del  Pendolo.  Memoria  del  Professors 
Lorenzo  Respighi.    Bologna.    1854.    4^. 

Leider  ist  uns  diese  Schrift«  welche  sehr  sorgfältige  und 
elegante  analytische  Untersuchungen  der  Pendelbewegung  mit 
Rucksicht  auf  die  Drehung  der  Erde,  natürlich  also  auch  auf 
Foucault's  bekannten  Versuch,  enthält,  erst  jetzt  bekannt  ge- 
worden. Da  wir  dieselbe  aber  fiir  einen  sehr  werth vollen  Beitrag 
zur  analytischen  Theorie  dieses  Versuchs  halten,  so  wird  diese 
nachträgliche  kurze  Anzeige  gewiss  gerechtfertigt  erscbeinem 
Ganz  besonders  interessant  wird  diese  Schrift  auch  noch,  weil  der 
Herr  Verfasser  darin  ausführliche  und  genaue  Nachricht  gleht 
von  durch  ihn  in  der  Basilica  di  San  Petronia  in  Bologna 
angestellten  Pendel -Versuchen,  deren  Resultate  er  natürlich  mit 
der  von  ihm  entwickelten  analytischen  Theorie  vergleicht,  welche 
Discussion  wir  für  sehr  lehrreich  halten,  und  auch  deshalb  die 
Schrift  noch  zu  besonderer  Beachtung  empfehlen. 


Optik. 

Suir  accomodamento  delT  occhio  umano  per  la 
visione  distinta  alle  diverse  distanze.  Memoria  del 
Professore  Lorenzo  Respighi.    Bologna.    1868.    4^. 

Sulla  irradiazione  oculare.  Memoria  del  Prof.  Lo->. 
renzo  Respighi.    Bologua.    1850.    4^. 

Diese  beiden  Abhandlungen  über  das  Accomodations- Vermö- 
gen des  menschlichen  Auges  für  das  genaue  Sehen  in  verschie- 
denen Entfernungen  und  über  Irradiazion  sind  zwar  schon  vor  ein 
Paar  Jahren  erschienen,  uns  aber  leider  erst  jetzt  bekannt  ge< 
worden.  Dieselben  enthalten  sehr  sorgfältige  Untersuchungen* 
und  Betrachtnngen  über  die  beiden  in  Rede  stehenden  wichtigea^ 
Gegenstände,  haben  uns  eine  sehr  lehrreiche  Lectfire  gewährt, 
und  scheinen  uns  sehr  zu  verdienen,  dass  wir  auch  jetzt  noch., 
die  Physiker  und  Astronomen,  so  wie  alle  Leser  unseres  Journals,, 
auf  dieselben  besonders  aufmerksam  machen. 


Digitized  by  LjOOQIC 


uterarischer  Berieht  CXLIX, 


Astronomie. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittbeilungen  aus  dem 
Gebiete  der  Astronomie  und  verwandter  Wissen- 
schaften. Herausgegeben  Ton  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Pe- 
ters, Director  der  Sternwarte  in  Altena.  Band  I.  Heft  4. 
Bandll.    Heftl.    BandJI.    Heft2.    Altona.    1860.  1861.  S«». 

Das  3te  Heft  des  ersten  Bandes  dieser  sehr  verdienstlichen 
und  lehrreichen  Zweitschrift  ist  zuletzt  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXV. 
angezeigt  worden.  Wir  tragen  jetzt  die  kurze  Anzeige  der  seit- 
dem erschienenen  neuen  Hefte  nach,  da  wegen  Mangel  an  Raam 
die  Anzeige  leider  eine  Unterbrechung  erlitten  hat. 

Band  I.  Heft  4.  Ueber  physikalische  ErscheinuD- 
gen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frh.  von 
Feilitzsch. 

Band  II.  Heft  1.  Ueber  physikalische  Erscheinun- 
gen bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frb.  von 
Feilitzsch.    Fortsetzung   der  vorigen  Abhandlung. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  namentlich  eine  sehr  sorgfäl- 
tige Zusammenstellung  aller  frflher  beobachteten  ErscheiDongeD 
aus  einem  reichen  literarischen  Apparate. 

Die  Astronomie  des  Alterthums  und  des  Mittel- 
alters im  Verhältniss  zur  neueren  Entwicklung.  Von 
Dr.  W,  Forster. 

Für  Leser,  welche,  wie  sie  die  Zeitschrift  naturlich  voraus- 
setzt, die  Geschichte  der  Astronomie  noch  nicht  hinreichend 
kennen,  jedenfalls  lehrreich  und  interessant.  Der  Abhandlung 
liegt  ursprünglich  ein  im  wissenschaftlichen  Verein  in  Berlio  ge« 
halten  er  Vortrag  zu  Grunde,  so  dass  also  ihre  populäre  Haltung 
sich  von  selbst  versteht. 

Band  U.  Heft  2.  Ueber  die  Sonne.  VonDn  A.  Win- 
necke.  Alle  Leser,  welche  sich  fQr  die  Natur  unseres  Central- 
kOrpers  Interessiren,  machen  wir  auf  diese,  aus  dem  Petersbii^er 
Kalender  für  1862  abgedruckte  Abhandlung  recht  sehr  aufmerk- 
sam, da  sie  im  Ganzen  zwar  nur  in  der  Kilrze,  aber  in  ungenein 
lehrreicher  und  allgemein  verständlicher  Weise  darin  Alles 
besprechee  finden  werden,  was  ihnen  über  die  Sonne  zu  wissoi 
wfinschenswerth  sein  dfirfte.  Aus  unseren  früheren  lit^arisehen 
Berichten   sind   den   Lesern   die  verdienstlichen   Leistungen  des 
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Herrn  Verfassers  bei  den  Beobachtungen  der  grossen  Sonnen- 
finsternlss  vom  18.  Juli  1860  in  Spanien  hinreiefaend  bekannt, 
und  derselbe  kann  also  dber  vieles  hierher  Gehörende  recht 
eigentlich  aus  eigener  Erfahrung  sprechen,  wodurch  der  vorlie- 
gende Aufsatz  noch  besonders  lehrreich  und  interessant  wird. 
Sein  sehr  bestimmtes  Drtheil  über  die  bekannte  Frage,  ob  die 
Protuberanzen  u.  s.  w.  in  der  That  der  Sonne  angeboren,  dem 
wir  aus  vollkommener  Ueberzeugnng  beistimmen^  spricht 
Herr  W.  auf  S.  133  in  folgender  Weise  aus : 

„Die  Ansicht,  wonach  die  Protuberanzen  zur  Sonne  gehören, 
wurde  fast  gleichzeitig  von  mehreren  Astronomen  geäussert;  sie 
schloss  sich  ungezwungen  den  herrschenden  Ansichten  über  die 
Natur  der  Sonne  an.  Die  (sogenannte)  optische  Theorie,  wonach 
die  Protuberanzen  nur  Lichterscheinungen  sein  sollten,  fand  gleich- 
falls manche  Anhänger.  Wie  diese  Lichterscheinungen  aber 
entstehen,  für  die  irdische  Experimente  kein  Analogen 
bilden*),  darüber  findet  man  nur  unhaltbares,  ober- 
fllichli.cbes  Räsonnement  und  nirgends  eine  Andeutung,  wie 
man  nach  dem  Zeugnisse  aller  vertrauenswürdigen  Beobachter 
feststehende  Erscheinungen  an  den  Pro  tuberanzen,  z.  B.  ihre  fast 
immer  harten,  starren  Begränzungen,  das  Losgelustsein  vom  Mon- 
desrande bei  einigen,  ihre  Pik-  oder  Kegelform,  sich  vorstellen 
soll  u.  s.  w.*' 

Mögen  der  Zeitschrift  immer  solche  lehrreiche  AufsStxe  zu 
Tbeil  werden  wie  der  letztere  und  dieselbe  stets  den  erfreulich- 
sten Fortgang  haben. 


An  accon'nt  of-  the  solar  eclipse  of  July  18,  1860^ 
as  observed  for  the  United  States  Goast  Snrveyneav 
Steilacoom,  Washington  Territory,  by  LIeut.  J.  M.  Gil- 
liss,  U.  S.  Navy.    Washington  City.    1861.    4«. 

Indem  wir  für  die  gütige  Zusendung  der  obigen  Schrift  hier 
unseren  verbindlichsten  Dank  aussprechen,  und  dieselbe,  als  für 
die  gesammte  Literatur  über  die  grosse  Sonnenfinsterniss  vom 
18.  Juli  1860  wichtig»  unseren,  Lesern  zur  Beachtung  empfehlen« 
bemerken  wir,  dass  dieselbe  eine  sehr  vollständige  und  genaue 
Darstellung  der  von  Herrn  Gilliss  selbst,  so  wie  der  von  den 
Herren  Mosman,  Goldsborough,  Haller,  Casey,  Brown 
angestellten    Beobachtungen  enthält.      Eine  beigegebene  schfine 


*)  Aus  0Mer«r  Seele  gesprochen. 
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Golorirte  biMlMbe  Darstellung  erbuhet  den  Werth  der  Schrift,  die 
von  Keinem,  der  sieb  für  die  in  Rede  etebende  groseartige  Er* 
sebeinang  intereseirt,  oobeachtet  bleiben  darf,  ooeb  besondere. 


Sai  Fenomeni  cometari.  Memoria  del  Prof.  Lorenzo 
Reepigbi.    Bologna.    1860.    40. 

An  die  neueren  groseartigen  cometariscben  ErscbeioongeD 
sieb  anscbJiessend,  enthält  diese  lesenswertb^  und  lehrreiche 
Schrift  sehr  sorgfaltige  Untersuchungen  und  Betrachtungen  fiber 
diese  Erscheinungen  und  deren  Erklärung,  wegen  welcher  wir  die 
Leser  auf  die  Schrift  selbst  verweisen  müssen,  da  der  Raum  zu 
einem  einigermassen  genügenden  Auszuge  uns  hier  mangelt.  Aach 
nach  Boss  er s  und  Anderer  früheren  Untersuchungen  verdient 
die  vorliegende  Schrift  jedenfalls  alle  Beachtung. 

Berichtigung. 

Im  vorigen  37sten  Theile  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVIII. 
S.  10.  Z.  5.  durch  ein  Versehen  „weniger'^  statt  „mehr*^  ge- 
setzt worden,  was  zum  Ueberfluss  hier  bemerkt  werden  mag,  wenn 
dies  auch  Jeder  sogleich  steht,  der  die  am  Anfange  aus  dem 
Buche:  „Die  astronomische  Strahlenbrechung  n.  s.  w." 
angeführten  Worte  gelesen  hat.  Auf  S.  iO.  muss  es  also  eigent- 
lich so  heissen: 

„Die  oben  angefiihrten  Worte  sagen  aiso^  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  als  Folgendes  aus: 

Die  Reihe  für  r  wird,  wenn  z  einer  grossen  Zenitbdistanz 
angebort,  nur  etwas  mehr  convergiren  wie  diedivergirende 
Reihe 

1   .  1.3     1.3.5 


*+2  +2.4  +  2.4.6  + 


Dass  dies  wenigstens  eben  so  schlimm,  wenn  nicht  noch  schlim- 
mer, und  ebenso  wenig  zu  begreifen  ist,  als  wenn  „weniger" 
gestanden  hStte,  ist  wdhi  klar.  Anfänger  sollten,  wie  schon  er- 
innert, nur  gewarnt  werden  vor  solchen  Aussprüchen. 


Physik. 


Lehre  von  der  Thermometrie,  der  Pyrometrie,  Hy- 
grometrie,    Psychrometrie   und   Barometrie    in    ihrer 
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Gesammtheit  dargestellt  und  naeh  den  Qaelleo,  na* 
-mentlich  aacb  zum  Gebranebe  ffir  Techniker,  bearbei« 
tet  ¥on  Dr.  H.  Gie»wald,  Oberlebrer  an  der  St  Johan- 
nis-Realechule  in  Danzig.  Mit  14  Quarttafeln.  Weimar. 
Voigt.    1861.    8. 

Dieses  Bucb  bildet  den  Tlsten  Band  des  bekannten  Neuen 
Scbauplatzes  der  KQnste  und  Handwerke,  welcben  die 
tbätige  Yerlagsbandlung  des  Herrn  B.  F.  Voigt  in  Weimar  ber- 
ausgiebt.  Aber  die  Leser  baben  durchaus  nicbt  eine  etwa  bloss 
ffir  den  techniscben  Gebrauch  bestimmte  Anleitung,  sondern  riel* 
mehr  eine  in  jeder  Beziehung  wissenschaftliche,  mühsam  aus  den 
Quellen  geschöpfte  und  selbstständig  bearbeitete  Darstellung  der 
auf  dem  Titel  genannten  GegenstSnde  in  diesem  nach  unserer 
Meinung  recht  empfehlenswertben  Buche  zu  erwarten,  wobei  wir 
zugleich  nicht  unbemerkt  lassen  dürfen,  dass  die  Darstellung 
durchweg  ganz  mathematisch  gehalten  ist,  ohne  dabei  den  prak- 
tischen und  technischen  Gesichtspunkt  zu  vernachlässigen.  Wir 
glauben  daher  auf  diese  verdienstliche,  auch  sehr  reiche  und  voll- 
ständige literarische  Nachweisungen  enthaltende  Schrift  hier  anf- 
inerksam  machen  zu  müssen. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr;  GXLV. 
S.  17.) 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  Band  XLH.  Nr.  29.,  welche 
Nummer  aus  Versehen  noch  nicht  angezeigt  worden  ist,  enthält: 
Sonndorfer:  Darstellung  des  Laufes  der  Asteroiden  im  Jahr 
1861.    (Mit  4  Tafeln).    8.  756. 

Band  XLHL  Heft  II.  Februar  1861.  Mädler:  Ueber 
kosmische  Bewegungsgeschwindigkeiten  mit  Beziehung  auf  Dopp- 
ler*s  Hypothese  der  Entstehung  der  Farben.  S.  286.  —  Winck- 
ier:  Ueber  die  Eigenschaften  einiger  bestimmten  Integrale.    S.315. 

BandXLIH.  Heft  III.  März  1861.  Sonndorfer:  Ueber 
die  Bahn  der  Concordia.  S.  371.  —  Politzer:  Beiträge  zur 
Physiologie  des  Gehörorgans.  S.  427.  —  Haidinger:  Ueber  die 
Natur  der  Meteoriten  In  ihrer  Zusammensetzung  und  Erscheinung. 
S.389. 
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BairdXLin.  HeftlV.  April  1861.  Reitlinger:  Eriia- 
teningvii  der  Lichteoberg'scheD  Figoren.  S.  53L  -—  Rohrer: 
Nachtrag  su  dem  Aufsätze  über  Regentropfen  and  Seboeeflodceo. 
S.680.  *-  AlU:  Ueber  die  Bahn  der  Leda.  S.685.^  Tacher- 
mak:   Die  apecifische  Wärme  bei  constantem  Volumen.    &  594. 

Band  XLIIL  Heft  V.  Mai  1861.  v.  Lang:  Uelier  die 
Gesetze  der  Doppelbrechung.  S.  627.  —  Redtenbacher:  Ueber 
die  neuesten  Entdeckungen  durch  die  Spectraianalyse.  S.  6&i.  — 
Becker  und  Rollet:  Beiträge  zur  Lehre  vom  Sehen  der  dritten 
Dimension.  Erste  Abtheilung.  S.  667.  —  Bericht  der  Cooimis- 
sion  über  die  astronomische  Preisfrage.    S.  71*2. 

Band  XLIV.  Heft  f.  Juni  1861.  Struve:  Tergleichung 
der  Wiener  Maasse  mit  mehreren  auf  der  kats.  russ.  Hauptstem- 
warte  zu  Pulkowa  befindlichen  Maasseinheiten.  S.  7.  —  v.  Lit- 
trow:  Nachtrag  zu  vorstehendem  Aufsatze.  S.  21.  —  Schreiben 
des  Herrn  Jan  nicke  an  Herrn  Director  K.  v.  Littrow  (über 
einen  1853  in  der  Mitte  der  Sonne  gesehenen  runden  scharf be- 
gränzten  Fleck).    S.  27. 

Band  XLIV.  Heft  II.  Juli  1861.  Tscherroak:  Die 
Wärmeentwickelung  durch  Compression.  S.  141.  —  v.  Lang: 
Zur  Theorie  der  Spiegelung  und  Brechung  des  Lichtes.  S.  147.  — 
Redtenbacher:  Untersuchungen  einiger  Mineralwasser  und 
Soolen  mittelst  der  Spectraianalyse.    S.  153. 

Sitzungsberichte  der  klinigl.  bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  München.  (Vgl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLVH.  S.  8.) 

1861.  1.  HeftV.  Wenn  auch  nicht  unmittelbar  in  den  Kreis 
unseres  Archivs  gehörend,  so  zeigen  wir  als  allgemein  interessant 
doch  an  die  folgenden  Abhandlungen:  Büchner:  Beiträge 
zur  näheren  Kenntniss  des  brasilianischen  Pfeilgiftes. 
S.  536.  (Strychnin  enthält  nach  Herrn  B.  dieses  merkwürdige 
Gift  nicht).  —  Schunbein:  Beiträge  zur  näheren  K^ant- 
niss  der  Nitrification.  S.  643.  (Allgemein  gebalten,  ohne  in 
zu  viele  Specialitäten  einzugehen^  und  daher  den  Lehrern  der 
Chemie  zur  Beachtung  zu  empfehlen). 

1861.  II.  Heft  I.  A.  Wagner:  Bedenken  über  einige 
neuere»  hauptsächlich  auf  naturgeschichtiicbe  An- 
haltspunkte begründete  Versuche»  das  Alter  der  euro- 
päischen Urbevölkerung  zu  bestimmen.  S«29.  (Eis  aack 
ohne  sehr  specielle  naturgeschicbtliche  Kenntnisse  verständlioher. 
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sehr  InterMsäDter  and  daher  sur  Beachtung  auch   hier  su  em- 
pfehlender Aufsalz).  —  Beckers:    Ueber  die  Stellung  der 
Philosophie  .  zu    den    ezacten   Wissenschaften.     S.  44 
Wir  machen  nosere  Leeer  auf  diese  Abhandlung  recht  sehr  auf- 
merksam und  empfehlen  ihnen  dieselbe  als   in  vieler  'Rucksicht 
fifaeraas  belehrend»  weil  in  derselben  in  sehr  eingehender  Weise 
Torzuglieh  atach  das  Verhäitoiss  der  Philosophie  und  Mathematik 
zu  einander  besprochen  wird,  mit  besonderer  Rflcksicht  auf  Seh  ei- 
iing,  woliir  namentlich  auch  der  Herausgeber  des  Archivs ,   für 
welchen  dieser  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Gegenstand  von 
jeher  von  besonderen  Interesse  gewesen  ist,  dem  Herrn  Verfasr 
8er  zu  besonderem   Danke  verpflichtet  ist.     Scharf  werden    die 
Unterschiede  der  Philoenophie  von  der  Mathematik  und  insbeson- 
dere der  Geometrie  (S.  57.)  festgestellt^  besonders  auch  die  ma- 
thematische Gewissheit  besprochen,  und  S.  57.  ff.  mit  den  folgenden 
Bemerkungen  geschlossen,   die   ich    ihres  besonderen  Interesses 
wegen  den  Lesern  des  Archivs  mittheiten  will:    ,,Zur  unbeding- 
ten Gewissheit    kann   uns    also    nach   Sehe  Hing   nur   diejenige 
Wissenschaft  fuhren,  die  his  zur  Erkenntniss  des  höchsten  Prin- 
cips  und   der  von   ihm   abgeleiteten   Principe  oder   mit   anderen 
Worten,  den  letzten,   reinen  Potenzen  und  Ursachen  des  Seins 
hindurchgedrungen,  nicht  aber  vermögen  diess  jene,  die,  wie  die^ 
mathematischen,   ungeachtet  der  sie  beherrschenden  reinen  Ver- 
nunftnothwendigkeit,   dennoch   nur  innerhalb   eines  beschränkten 
Gebietes  sich  bewegen  und  mithin  bloss  relative  Gewissheit  ge- 
währen können.    Und  hierauf  bezieht  sich  die  Stelle  in  der  „Ab- 
handlung  über   die   Quelle    der    ewigen   Wahrheiten'^ 
wo  Schelling    gelegentlich   von  der    nahe  liegenden   Meinung 
spricht,  dass  die  Existenz  Gottes  eine  ewige  Wahrheit  in  dem- 
selben Sinne  sei,    in  welchem  3-t-3s6  eine  solche  ist,   einer 
Meinung,  der  man,  wie  er  beifügt,  sich  doch  vielleicht  ebensowohl 
versucht  finden   kr»nnte  zu  widersprechen,   wie  jener  Abt  eines 
Klosters,  der  den  allzueifrigen  Lehrer,  welcher  sich  hatte  hin- 
reissen  lassen,  zu  sagen,  Gottes  Dasein  sei  so  gewiss  als  2  mal  2 
vier  sei,  wegen  dieses  Ausspruchs  zurechtwies,  indem  er  hinzu- 
setzte, Gottes  Dasein  sei  weit  gewisser  als  2x2=4  sei. 
Ich  begreife  vollkommen,  sagt  Schelling  (I.  581.],   wenn,  wie 
ferner  erzählt  wird,  die  Zuhörenden  über  eine  solche  Aensserung 
Jachten,  wie  ieb  begreife,  dass  es  auch  jetzt  noch  Menschen  gibt, 
die  nicht  begreifen  können,  wie  etwas  gewisser  sein  könne,  als 
dass  2x2=^4  ist.    Ohne  den  Ausdruck  untersuchen  zu  wollen» 
ist  es  gewiss,  das«  es  Wahrheiten  von  verschiedener  Ord- 
nung gibt,  und  dasB  den  Wahrheiten  der  Arithmetik  und  der 
Matbemaflk  «herhaa^  schon  iaran  nicht  unbedingte  Gewisaheit 


Digitized  by 


Google 


10  Uferarischer  BertcM  CXUX, 

foeiwohntD  bann,  weM  di^se  Wisaensckaftehy  wie  ieb  sebon  frfiher 
ans  Platon  angefiibrty  mit  Vnraiissetzungeii  zu  Werke  gebea, 
die  sie  eelfost  nieht  f ecfatferttgen  ^  und  damit ,  was  deren  Wertb 
und  Geltung  betrifft,  einen  hoberen  Geriehtsbof  aaerlcenneo;  ferner 
well  sie  Vieles  nur  erfahrungsmSssig  wissen,  z.B.  von  geraden 
und  ungeraden,  abgeleiteten  und  Primzablen,  ßir  welebe  sie  nocb 
nicht  einmal  das  Gesetz  des  gegenseitigen  Abstandes  gefunden/' 
Mögen  sfcb  die  Leser  noebmals  die  vielfach  interessante  Ab- 
handlung zur  sorgfültigen  Beachtung  empfohlen  sein  lassen.  — 
A.  W.  Voikmann:  Ueber  die  Irradiation,  welche  auch 
bei  vollständiger  Accotnodation  dea  Auges  stattfindet 
S.  76. 

1861.  U.  Heft  IL  .Schonbein:  Beiträge  zur  näheren 
Kenntniss  der  Nitrification.  Beiträge  zur  näheren 
Kenntniss  des  Sauerstoffs  und  der  einfachen  Salz- 
bildner. S.  122.  ~  Sehr  allgemein  interessant  ist  auch  der 
folgende  Aufsatz:  A.  Wagner:  Ueber  ein  neues,  angeb- 
lich  mit  Vogelfedern  versehenes  Reptil.    S.  146. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  appticata  pubfoiicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioscbi  a  Pavia^  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma,    4»     (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVl.  S.  11.) 

Nr.  1.  tom.  IV.  1861.  Proprleta  di  una  classe  dintegratt 
di  irrazioBaJi  algebrici  possibili  con  soli  logaritmi.  Nota  di  Carlo 
Maria  Pi um a.  pag.  5.  •—  Courbes  gaaches  d^rites  sar  la  sor* 
face  d'un  hyperbolräde  ä  une  nappe.  Par  M.  L.  Creroona. 
pag.  '22.  — *  La  Teorica  delle  funzioni  ellitiche.  Monografia  del 
Prof.  E.  Betti  (Conti nuazioae)«  pag.  26.  —  Intorno  ad  una  foi^ 
moJa  sommatoria  delle  polenze  intere  de*nnmeri  natural!.  Neta 
di  F.  Sia-cci.  pag.  46.  —  Snr  quelques  Tbeoreoiej»  d'Alg^re 
par  M.  Michael  Roberts,    p.  50. 

BIvista  Mbllografica.  Sopra  aicune  curve  derivate  dalFel- 
lisse  edalcircolo:  Curve  di  Cartesio.  Articolo  del  Prof.  B.  Tor- 
tolini.    pag.  53.  —  Pubblicazioni  recenti.    pag.  56. 

Da  das  vorliegende  Heft  dieses  ni  jeder  BeziehiMg  wioMg«n 
und  ausgezetobiietea  Journal«  auf  dem  Tita!  nicht  mehr  csae  Be- 
zeichaung  der  be*dei>  Monate,  fär  welebe  es  bestimmt  Is^  Jioadara 
bloss  die  Bezeichnung  Nr.  1.  teta.  IV.  18B1.  trägt;  so  aefcelnt  es, 
das«  dasselbe  aidht  mehr  iri- a^ofas' Heftin  lür  das  Jahr,  jedea 
fflr  zieret   Menate,    aohdarn»  awafigWi  ?aabh.  ekuiekiea  Nmaera 
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eraoheisen  soll,  «iae  £iiiriciitiitig  •  dia  whr  in  jad^r  BesiohiBig 
aweekmteslg  findeo,  uad  «lle  näob  unatrer  MeioaBg  mibadkigt^en 
Vorzug  vor  der  früheren  Einricbtaog  tefdiofHt» 


Monatsbericht  der  Kdnigl;  Pr^usslschen  Akademie 
der  Wissensehaften  zu  Berlin!    8.  LUer.  Ber.  Nr.  CXLVl. 

S.  12.  i      : 

Juni  1861.  Magnus:  Ueber.die  Ver&nderungen  im  Induc- 
tionsstroihe  bei  Anwendung  verschiedener  Widerstände.  S.  553  — 
S.  561.  —  Derselbe:  Ueber  die  JParbenverfiod^rnng  des  elek- 
trischen. Lichts.  S.  561-S.Ö62.  -^  Gerlach:  Üeber  die  Stei- 
gernng  der  Vergrosserung  auf  pbotographische'm  Wege,  mitgetheilt 
von  Herrn  Du  Bois-Reymond.  S.  596'— S.5^.  —  Brajin: 
Ueber  einige  Verhältnisse  der  Blattgestaltung,  welche  zur  Blatt- 
stollui>g  eine  Beziehung  haben.  8.  601.  (Blosse  Anzeige  eines 
gehaltenen  Vortrags).  —  Kronocker:  Mittheilung  Ober  seine 
algebraischen  Arbeiten.  S.  601 -^  {}.  6^.  im  Allgemeinen  be- 
zeichnet Herr  K.  die  Richtung  seiner  neuesten  algebraischen  Stu- 
dien durch  die  folgenden  Worte:  „Ich  kam  bei  meinen  Studien 
Ober  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  sehr  bald  zur 
Einslebt,  dass  das  Problem  nach  swel.  Seiten  hin  einer  aUgemei- 
nereii  Auffassung  föhig  ist,  und  zwar  in  folgender  Weise:  einer- 
seits sind  statt  der  Gleich nngscoenkfteti teil,  d.  h.  also  statt  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln,  aHgemelAere  rationale 
Functionen  derselben,  welche  ich  Affectfupiptioflen.  nfinne,  als  ge- 
geben vorauszusetzen;  andererseits  sinji  statt  d^r  gewöhnlichen 
Wurzelzeichen,  d.  b.  also  statt  derjenigen  functiofiszei.ch^u,  welche 
rlurch  die  reinen  Gleichungen  de6nirt  werden,  allgemeinere  alge- 
braische Functionen  einzuführen,  welche  bei  der  Auflösung  als 
HiilfAfunctionen  dienen  sollen.*'  Dieser  gewiss  fruchtbare  Gedanke 
wird  nun  In  dem  sehr  lesenswerthen  und  interessanten  Aufsätze 
weiter  ausgefflhrt. 

Juli  1861.  Kummer:  Ueber  zwei  neue  Beweise  der  allge- 
meinen Reciprocitätsgesetze  unter  den  Resten  und  Michtresteo 
der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  S.  656.  —  Kirch- 
hoff: Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  und  die  Spectren 
der  chemischen  EleAente,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  8.657. 
(Beides  blosse  Anzeigen  gehaltener  Vorträge).  —  Dove:  Deber 
eine  Interferenzerscheinung  in  den  Zwlllingskrystailen  doppelt 
brechender  Körper.  8.668.  —  Braun:  Ueber  eine  sonderbare 
Wirknne  der  diesjährigen  Spätfröste  auf  die  Blätter  der  gemeinen 
Rosskastanie  (Aesculus  Bippocastanum)  und  einiger  anderer  Bäume. 
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S.  091-*- S.  700.  —  A.  Schmidt:  Defaer  den  Faseratof  nod  die 
Ursachen  seiner  Gerinnung,  mitgetbeilt  von  Herrn  Da  Boia- 
Reymond.    S. 705— S.  706. 

August  1861.  Magnus:  lieber  metallische  and  flussige 
Widerstände,  durch  welche  inductionsstrume  alternlrend  werden. 
S.  872— S.  880.  —  Dove:  Deber  die  Anwendung  acbromatisirter 
Arragonitprismen  zu  Polarisatoren.    S.  884 — S.  885. 


Preise  von  Eble's  Horoskop  oder  Slandeozeiger. 

I.  Ausgabe  für  die  PolbOhe  von  45—55  Grad  a  4  fl.  30  kr.  \f 
r=z2  Thlr.  18  Sgr.  1| 

femer  in  gröaserem  ManssBtab  I  ^ 

IL  Ausgabe  für  die  Polhohe  von  45-60  Grad  ä  6  fl.  /  J 

s;3  Thlr.  13  Sgr.  1  J 

in  groMerem  MaatMtab  und  mit  frans.  Aafachrift  und  Text         I  r 
lil.  Ausgabe  Oir  die  Polbdhe  yon  35-M  Grad  ä  7  fl.  =:  4  TUr.  /  | 

Das  Instrument  ist  vorzngswebe  durch  die  folgenden  Bach- 
bandiungen  «n  beziehen: 

Rudolf  Engler  in  Ellwangen, 

Paul  Neff  in  Stuttgart, 

Scbmld'scbe  Buchhandlung  in  Augsburg. 
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Literarischer  Bericht 

CL. 


Arithmetik. 

Tables  de  Logarithmes  a  cinq  D^cimales  pour  les 
Qombres  et  les  lignes  trigonom^triqoes^  saivies  des 
logarithmes  d'addition  et  de  soustiaction  ou  loga- 
rithmes de  Gaass  et  de  diverses  tables  usuelles.  Par 
J.  Hoüel,  Ancien  J^l^ve  de  Tl^cole  Normale«  Docteur 
^8  Sciences  (jetzt  Professeur  deMathämatiques  pures 
ä  la  Facult^  des  Sciences  de  Bordeaux).  L'Introduc- 
tioo  de  cet  ouvrage  dans  les  Ecoles  publiques  est  au- 
torisäe  par  d^cision  du  Ministre  de  l'Instruction  pu- 
blique et  des  Cultes,  en  date  du  22  Aoüt  1859.  Paris. 
Haliet-Bacheiier.    1858.    & 

Wir  bedauern,  dass  diese  im  Jahre  1858  erschienenen  Tafeln 
hnfstelliger  Logarithmen  uns  erst  jetzt  bekannt  geworden  sind» 
halten  uns  aber  ihrer  Vortrefflichkeit  wegen  ffir  Terpflichtet,  die- 
selben auch  jetzt  noch  einer  ausfährlicheren  Anzeige  zu  unterziehen. 
Man  weiss,  dass  man  mit  fünfstelligen  Logarithmen  in  sehr  vielen 
I^Ulen  yollkomroen  ausreicht,  —  indem  in  solchen  Fällen  der  Ge- 
brauch roehrziffriger  Tafeln  völlig  überflüssig  sein  würde»  —  und 
dass  dieselben  eine  grosse  Bequemlichkeit  gewähren;  aber  frei- 
lich müssen  die  Tafeln  dann  auch  so  eingerichtet  oder  mit  sol- 
chen Einrichtungen  versehen  sein,  dass  die  in  ihrer  Ausdehnungs- 
SphSre  überhaupt  zu  erreichende  Genauigkeit  sich  durch  sie  auch 
wirklich  erreichen  iässt  Und  so  glauben  wir  denn  in  der  That 
ohne  Uebertreibung  sagen  zu  können,  dass  die  vorliegenden,  durch 
mehrere  eigenthümliche  Einrichtungen  von  früheren  fünfstelligen 
Tafeln  sich  unterscheidenden,  Tafeln  in  Rücksicht  der  mit  solchen 


Thl.XXXVni.Hft.2. 
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Tafeln  su  erreicbeDdeo  Geoauigkeit  —  bei  den»  jetsigen  Stande 
der  Sache  —  das  non  plas  ultra  leisten.  In  dem  »»Avertissement*' 
bezeichnet  der  Herr  Verfasser  selbst  seine  Tafeln  in  sehr  be. 
scheidener  Weise  ,,principalenient''  als  «»nne  reproduction  des 
Tables  de  Lalande*'*)»  giebt  aber  zugleich  sieben  Punkte  an,  in 
denen  dieselben  sich  von  diesen  letzteren  Tafeln  unterscheiden. 
Wir  halten  uns  an  diese  Angaben  des  Herrn  Verfassers  nicht 
weiter,. sondern  wollen  selbst  —  freilich  nur  in  der  Kfirse,  wie 
unsere  literarischen  Berichte  dies  fordern  —  die  Punkte  bezeich- 
nen, welche  nach  unserer  Meinung  diesen  Tafeln  vorzugsweise 
zur  Empfehlung  dienen. 

Jede  Seite  der  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  besteht 
aus  fOnf  Colonnen,  in  denen  die  Zahlen  In  ununterbrochener  Folge 
von  0  bis  10800  fortschreiten  und  unmittelbar  daneben  stehen  die 
Logarithmen  mit  Weglassung  der  Kennziffer.  Diese  Einrichtung 
(die  übrigens  die  La  lau  de 'sehen  Tafeln  auch  haben,  aber  nur 
bis  10000  gehen  und  die  voütg  unnütze  Kennziffer  enthalten)  hal- 
ten wir  für  einen  besonderen  Vorzug  vor  anderen  fünfstelligen 
Tafeln  (z.B.  den  bekannten  von  August^  welche  die  gewöhnliche 
Einrichtung  haben  und  auch  nur  bis  10000  gehen),  und  zwar 
namentlich  deshalb,  well  durch  diese  Einrichtung  besonders  der 
Gebrauch  der  Tafel  als  antilogarithmische  Tafel  jedenfalls  sehr 
erleichtert  wird,  insbesondere  das  Aufsuchen  wesentlich  an  Be- 
quemlichkeit gewinnt  Von  S.  5.  an  steht  zwischen  jeden  zwei 
Logarithmen  die  Differenz,  und  die  zur  Seite  beflndlichen  Täfel- 
chen der  Producte  dieser  .Differenzen  in  0,  I;  0,  2;  0,  3;  ....0^  9 
dienen  natürlich  sehr  zur  Abkürzung  der  Rechnungen. 

Die  Tafel  der  Logarithmen  der  trigonometrischen  Linien  oder 
Functionen  schreitet,  wie  bei  nur  fünfstelligen  Tafeln  es  sich  von 
selbst  versteht,  von  Minute  zu  Minute  fort,  enthält  aber  die  Differen- 
zen und  die  Proportionaltheile  in  einer  solchen  dem  Rechner  seil 
Geschäft  erleichternden  Vollständigkeit,  Bequemlichkeit  und  Ge* 
nauigkeit  wie  keine  andere  der  uns  bekannten  Tafeln  dieser  Art 
Ausserdem  zeichnet  sich  die  Tafel  vor  allen  anderen  Tafeln  auch 
dadurch  aus,  dass  sie  die  Logarithmen  der  Secanten  und  Cosecan- 
tea  enthält,  was  für  viele  Rechnungen  von  Wichtigkeit  ist  Za 
den  Logarithmen  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten,  Gotangenten  ist 
nach  altem  Gebrauch  und  aus  bekannten  Gründen  überall  10  ad- 
dirt;  die  Logarithmen    der  Secanten    und  Cosecanten  sind  aber 


*)  Die  in  einer  stereotypirten ,  durch  dea  Baron  Reyaaud  bseeig 
ien  Aasgabe  (Parig.  Bachelier.  1B29)  ans  Torllegen  und  sor  Verglei- 
chang  mit. den  neaen  Hoäel'echen  Tafeln  dienen« 
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—  natürlich  voi&ommen  xweekmamg  —  sogleich  fOr  Aib  der  Ein- 
heit gleiche«  Halbmeseer  angegeben.    Ee  findet  sich  also  %.  B. 

Iogcos42o.4'  =  9,87062, 

d.h.  eigeatltch  fär  den  Radios  Eins: 

logcos42o.4'  =5  9.87062  —  10, 

also  fSr  denselben  Radlas 

log8ec42«.4'  =  -  logco»42P.4'  =  10—9,87062  =  0,12038 

und  überall  auf  dieselbe  Weise,  aoch  bei  den  Cosecanten.  So 
leicht  auch  die  Logarithmen  der  Secanten  und  Cosecanten  aus 
denen  der  Cosinus  und  Sinus  abgeleitet  werden  können,  halten 
wir  nach  unseren  Erfahrungen  im  numerischen  Catcul  dieselben 
doch  in  der  so  eben  bezeichneten  Weise  für  eine  überaus  dan« 
kenswertbe  Zugabe  In  diesen  Tafeln;  bei  Tafeln  der  sogenann- 
ten natürlichen  Linien  würde,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die 
Aulnabme  der  naturlichen  Secanten  und  Cosecanten  ganz  von 
selbst  durch  die  möglichste  Bequemlichkeit  des  Gebrauchs  sol- 
cher Tafeln  geboten  sein,  wie  wir  schon  üfters  zu  erinnern^  Ver- 
anlassung genommen  haben  ^).  Rücksichtlich  des  Gebrauchs  der 
trigonometrischen  Tafel  müssen  wir  ganz  besonders  auch  auf 
die  in  vielen  Beziehungen  ungemein  lehrreiche  Einleitung  ver* 
weisen,  wo  dieser  Gebrauch  nach  zwei  verschiedenen  Metho- 
den gelehrt  wird,  wenn  man  möglichste  Genauigkeit  erreichen 
will.  Um  die  Anwendung  der  zweiten  Methode  zu  erleichtern 
enthält  die  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  (Table  I)  in  der 
obersten  Horizontalreihe  auf  jeder  Seite  noch  gewisse  Zahlen» 
die  fa  keiner  anderen  Tafel  sich  finden,  auf  die  wir  aber  unsere 
Leser  ganz  besonders  aufmerksam  machen,  ohne  dass  leider  der 
Raum  hier  erlaubt,  auf  nähere  Erläuterungen  uns  einzulassen. 

In  der  dritten  Tafel  bat  der  Herr  Verfasser  die  Tafein  der 
sogenannten  Additions*  und  Subtraetions  •  Logarithmen  getrennt 
von  eisander  geliefert,  indem  er  im  Allgemeinen  die  Anordung 
von  Zech  adoptirt,  jedoch  In  sofern  eine  Abänderung  hat  eintre- 
ten lassen,  als  er  in  der  zweiten  Tafel  die  Zahl  C  als  Argument 
geoemmen  hat,  wodurch  die  Ausdehnung  der  Tafel  verkürzt  wird, 
ohne  der  Genauigkeit  zu  schaden.     Ueber  die  Erfindung  dieser 


*)  Nftmentltch  vonsehen  wir  sehr,  chiss  Herr  Rühlinnnn  hei  einer 
Ausgabe  seiner  reeht  hiihsehen  Tafeln  <tio  Anfhahme  der  natdr- 
liehen  Secanten  und  Cosecanten  nicht  onterlnsse.  Sie  brauchen  bloss 
S.B.  as«  des  trelflichen  Tafeln  vooSherwin  abgeschrieben  sn  werden. 


Digitized  by  VjOOQIC 


4  Utermrtteker  Berielu  CL 

Tafeln  bemerkt  der  Herr  Verfaseer  auf  pag.  Tl.  Folgendes:  »«Les 
logaritbmes  d'addition  et  de  aoustraction,  connos  g^n^ralemeot 
eotts  le  nom  de  iogarithmea  de  Gauss»  ont  pour  but  de  faire 
tronver«  par  une  seule  lecture  dans  la  Table,  le  lo^arithme 
de  la  somme  ou  de  la  dilMrence  de  deux  nonibres,  donnte  par 
leors  logaritfames.  lls  ont  ^t^invent^s,  au  commencenient 
de  ce  siede,  par  Tltalien  üeonelll,  qui  exposa  sa  d^on- 
verte  dans  un  opuseule  tr^s-rare,  imprimi^  ä  Bordeaux,  en  Tan 
XI,  80U6  le  titre  de  l^uppl^ment  logarithmique.  Mais  le 
peo  de  faveur  avec  lequel  ses  travaux  furent  d*abord  acueillis,  le 
fit  renoncer  k  la  construction,  oa  du  moins  a  la  pnblication  de 
cette  Table.  Cependant  une  traduction  allemande  dn  Supple- 
ment logarithmique,  falte  en  1806,  tomba  entre  les  mains 
de  Gauss,  qui,  non  moins  babile  calculateur  que  profond  geo- 
mdtre,  comprit  rutilitö  pratique  de  cette  nouvelle  m^tbode,  et 
construisit  lui-möme  de  petites  Tables  a  cinq  d^ciraales  sor  le 
plan  proposö  par  Tinventeur.  Ces  Tables,  publikes  pour  la  pre- 
miöre  fois  en  1812,  dans  la  Correspondanee  deZacb.ont 
6X6  reproduites,  quelquefois  avec  des  modifications  plus  ou 
moins  heureuses,  dans  la  plupart  des  recueils  de  Tables  imprlmes 
depuis  cette  öpoque,  eo  Aliemagne,  en  Angleterre  et  m^me  es 
Italie.''  —  filaamcalque!  ist  der  preussiscbe  Wahlspruch  ond 
auch  der  unserige;  deshalb  haben  wir  das  Vorstehende  voUstfindig 
mitgetheilt,  indem  wir  noch  auf  die  Nouvelles  Annale«  de 
Mathematiques.  Tome  X.  page  288  und  Tome  XU  page 
171  verweisen. 

Ausser  diesen  drei  den  Hauptinhalt  bildenden  Tafeln  entbfilt 
das  treffliche  Buch  noch  eine  grosse  Anzabi  anderer  flir  den  prak- 
tischen Gebrauch  sehr  nützlicher  Tafeln,  worüber  wir  schliesslich 
noch  Folgendes  bemerken.  Als  Anbang  zu  Tafel  I.  finden  wir 
zuerst  ein  sehr  gut  eingerichtetes  Täfelchen  znr  Verwandlung  der 
Grade,  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltheile  des  Halbmessers 
und  des  Quadranten ;  der  Hinnten  und  Secunden  in  Decimaltheile 
des  Grades ;  der  Grade  und  Minuten  in  Secunden  und  umgekehrt 
Der  Tafel  II.  gebt  eine  Tafel  der  wichtigsten  Formeln  zur  Auf* 
lusung  der  ebenen  und  sphärischen  Dreiecke  voraus,  und  als  An- 
hang ist  dieser  Tafel  beigegeben  ein  Täfelchen  der  natfirlicben 
Sinus  und  Cosinus,  Tangenten,  Cotangenten  und  auch  der  Se- 
canten  und  Cosecanten  für  die  einzelnen  Grade,  so  wie  em 
Täfelchen  zur  Verwandlung  der  Stunden,  Minuten  und  Secunden 
in  Sexagesimaltheile  des  Kreises  und  Decimaltheile  des  Tl^;•s. 
Ferner  finden  die  Leser  Tafeln  znr  Verwandlung  der  natflriicliea 
Logarithmen  in  gemeine  und  umgekehrt,  eine  Tafel  einer  grGsse- 
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reo  Aoxahl  in  der  Mathematik  and  Astronomie  hSofig  in  Anwen- 
dang  kommender  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen,  auch  eine  Tafel 
zur  firleichtemng  bei  Zinszinsrechnungen,  Tafeln  der  Logarithmen 
?on  1.2.3.... n,  1.3.5....(2it— 1),  2",  alle  Logarithmen  mit  8 
Decimaien;  eine  Tafel  der  achtstelligen  Logarithmen  der  Zahlen 
von  100 — 1000;  eine  Tafel  zur  Berechnung  der  Logarithmen  auf 
20  Decimaien;  Täfelcben  der  Logarithmen  und  Antllogarithmen 
mit  4  and  3  Decimaien;  eine  Tafel  der  kleinsten  Divisoren  der 
durch  2,  3,  5,  11  nicht  theilbaren  zusammengesetzten  Zahlen  von 
49  bis  10841.  Auf  Seite  114-116  sind  ferner  noch  eine  angemein 
grosse  Anzahl  wichtiger  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen  zusam- 
mengestellt (auch  Anciennes  mesures  fran^aises;  Mesures  anglaises; 
Densites  des  solides  et  liquides;  Densit^s  des  gaz  et  des  vapears« 
Celles  de  l'air  ätant  1);  und  den  Beschluss  macht  eine  in  Quart- 
format besonders  beigefügte  Table  antilogarithmique  ä  4  Däei- 
males. 

Das  Format  dieser  sehr  schSnen  Tafeln  ist  zwar  etwas  gross» 
aber  keineswegs  nnbeqaem,  wenn  man  nur  beachtet»  dass  eine 
Tafel  von  der  ganzen  Tendenz  der  vorliegenden  nicht  in  der 
Tasche,  sondern  auf  dem  Tische  gebraucht  werden  soll.  Der 
Druck  ist  sehr  deutlich  und  scharf»  das  Papier  billigen  An- 
sprüchen vollkommen  genflgend;  der  Umfang  der  ganzen  Tafel  nur 
116  Seiten. 

Wir  fassen  unser  Urtheil  dahin  zusammen»  dass  dieser  Tafel 
der  Vorrang  vor  allen  uns  bekannten  jetzt  vorhandenen  fünfstel- 
ligen Tafeln  gebührt;  dass  dieselbe  eine  grossere  Anzahl  dem 
Herrn  Verfasser  eigenthiimlicher  Einrichtungen  besitzt»  welche 
der  Genauigkeit  des  Gebrauchs  in  vielen  Beziehungen  förderlich 
sind;  dass  die  Tafeln  Alles  enthalten»  worauf  der  numerische 
Calcul  zu  seiner  möglichsten  Erleichterung  und  Abkürzung  bei 
dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  Anspräche  zu  erheben  be- 
rechtigt ist»  natürlich  immer  innerhalb  der  den  Tafeln  gegebenen 
Ausdehnung  von  nur  fünf  Decimaien;  und  dass  die  Einleitung 
6ebr  viel  Lehrreiches  enthält,  was  in  anderen  Tafeln  sieh  nicht 
findet,  und  dem  Herrn  Verfasser  eigenthfimlich  ist. 

Wir  empfehlen  daher  diese  Tafeln  namentlich  auch  unseren 
deutschen  Schulen  recht  sehr  zur  Beachtung,  und  mochten  wohl 
wunscheu,  dass  Hr.  Mallet-Bachelier  sich  entschlösse»  eine  be- 
aondere  Ausgabe  mit  deutscher  Einleitung  u.  s.  w.  zu  veranstalten, 
wozu  natürlich  er  allein  in  commercieller  Hinsicht  berechtigt  ist. 
Empfange  der  Herr  Verfasser  noch  unseren  besonderen  Dank  für 
das  trellliehe  Büchlein»  das»  seitdem  es  uns  bekannt  geworden» 
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üoser  fortwXibrender  Begleiter  bei  aeeeren  eigenes  AiMten  ist, 
in  gteicher  Weise  wie  die  secheBtelUgeo  Tafeln  von  BreMik«r, 
4ie  eiebeaetelligen  von  Schren  u.  s.  vr.  G. 


Handbach   der  algebraischen   Analysia  von  SehlS- 
niiich«  3.  Auflage,  Jena  1862. 

Von  diesem  mit  Recht  beliebten  Lehrbuche  liegt  die  dritte 
kfirzlicfa  erschienene  Auflage  vor  uns»  welche  fflr  die  Brauchbar- 
keit  des  Werkes  und  das  Streben  des  Verfassers,  die  neoesten 
Portschritte  der  Wissenschaft  fllr  das  lernende  Publikum  rmcht- 
bar  zu  machen,  das  günstigste  Zeugniss  ablegt  Es  würde  6be^ 
Hfissig  sein,  die  eigenthlihmlichen  Vorzüge  eines  Werkes  aus  ein- 
ander zu  setzen,  welches  seit  iSnger  als  einem  Decenninm  dazo 
gedient  bat,  den  Mathematikbeflissenen  das  Eindringen  in  da« 
Reich  der  Analysis  zu  erleichtern,  zumal  auch  in  der  neuen  Auf- 
lage die  Anprdung  des  Stoffes  und  der  aUgemei»e  Gedaoken- 
gang  nngeändert  geblieben  sind.  Dagegen  bat  die  BearbeUviif; 
der  einzelnen  Capitel  wesentliche  Umgestaltungen  erfahren,  wekhe 
zu  Gunsten  einer  grosseren  Pricision  der  Darstellung  und  einer 
vermehrten  Vollstfindigkeit  unternommen  worden  sind.  Wir  beben 
'namentlich  die  Untersuchungen  über  Grenzwerthe  und  die  Mittel- 
werthe  der  Functionen,  ^a  wie  die  Lehre  von  der  Convergeaz  der 
unendlichen  Reihen,  und  die  Berücksichtigung  einiger  Eigenschaf- 
ten der  complexen  Varlabilitfit  der  Functionen  hervor,  welche 
letztere  in  der  Functionenlehre  tHglich  an  Wichtigkeit  gewinnt 
Als  Anhang  sind  die  Elemente  der  Theorie  der  höheren  GleidniR- 
gen  aufgenommen,  wobei  nur  zu  bedauern,  dass  der  Verfasser, 
durch  den  zugemessenen  Raum  beschränkt  von  den  interessanten 
algebraischen  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  ganzen  rationalen  Functionen  nur  wenige  Fundamentalsitta 
bat  mittheilen  können.  Wir  hoSen,  dass  trotz  der  ErkiSning  des 
Verfassers  in  der  Vorrede,  dass  der  sogenannten  algebraischen 
Analysis  keine  eigentlich  tvissenschaftlicbe  Berechtigung  zvge* 
standen  werden  kunne,  das  vorliegende  Lehrbuch  gerade  ves 
denen  am  eifrigsten  studlrt  werden  möge,  welche  auf  Winsen- 
schafilichkeit  Wcrth  legen,  und  glauben  namentlich  den  Stadiren- 
den  und  Lehrern  der  Mathematik  das  Werk  aus  dem  Grande 
empfehlen  zu  müssen,  weil  allenthalben  diejenigen  strengen  Vor- 
stellungen zum  Grunde  gelegt  sind ,  welche  auch  bei  den  weite^ 
gehenden  Untersuchungen  der  sogenannten  Analysis  des  unend- 
lichen als  fundamental  anzusehen  sind. 

Leipzig.  Wilh.  Seheibner. 
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Le^oos  d<e  calcul  diff^rentiel  et  de  ealcul  inti^gral, 
r^digäes  d'apris  les  iii^thodes  et  ies  onvragea  pn. 
bli^s  oa  inädits  de  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  PAbbä  Mdi- 
gno.  Tome  IV.  —  Premier  fascicule.  Calcul  des  varia. 
tioDS,  r^digä  en  coilaboration  avec  M.  LIndeiöf.  Paria. 
Mallet-Bacholier.    1861.    8o. 

Leider  ist  es  uns  nech  nicht  ra^gMcb  gewesen,  diesem  aadi 
unserer  Ceberseogung^  se  weit  nach  «huer  mir  oberOficbiieben 
Ansieht  dieselbe  sich  gewinnen  läset,  widitigen  Werke,  weldies 
zn  unserem  Bedasem  eiist  in  diesem  iahre  in  vnseve  ilfinde  ge- 
langt ist,  ein  so  eingehendes  und  yollstSndiges  8tiidi«m  en  ivid* 
men,  iHe  es  erforderlich  ist,  wenn  «an  sieb  f&r  berechtigt  halten 
will,  ein  bestimmtes  (Jrtheil  über  dasselbe  auszasprechen.  Al»er 
zogern  dOrfen  wir  bei  eignem  solchen  Werlc«  nicht,  wenigstens 
unsere  Leser  sobeld  als  möglich  von  dessen  Existens  in  Kennt* 
niss  SS  setsen  und  auf  dasselbe  dringend  aufmerksam  «a  machen. 
Eine  ansftiurlichere  Anselge  wird  demnftchst  bestimmt  folgen. 

G. 


Stechanik« 

Della  Legge  onde  un  EHissoide  eterogeneo  pro- 
paga  la  sua  attrazione  da  ponto  a  punto.  Memoria  del 
Prof.  Domenico  Chelini  (Letta  oella  Sessiooe  del  31 
Febbraio  1861,  ed  estratta  dal  Vol.  I.  Serie  ü.  delle 
Memorie  delT  Accadeniia  delle  Scienze  dell'  Istituto 
dl  Bologna).  Bologna.  Tipografia  Gamberini  e  Par- 
meggianL    1862,    4^. 

Bei  Gelegenheit  der  Anzeige  des  „Resdi conto.  Abso 
accademico*  1860— ]86r'  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bolegna  ist  von  dem  lobigen  Memoire  des  trefflichen  Herrn 
Verfassers  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLViil.  S.  16  eine  voritefige 
Nachvidbt  ^^eben  worden;  wir  freuen  uns,  von  der  «ss  Jetzt 
selbst  vodlegenden  ausgezeichneten  Schrift  mm  eine  ansf&htll- 
chere  Anzeige  liefern  zu  können. 

Der  Herr  Verfasser  hat  eine  neue  Auflösung  des  schon  viel- 
fach von  den  grSssten  Geometern  behandelten  Problems  in  grOss- 
ter  Allgemeinheit  gegetien,  indem  er  samentUch  auch  ein  hetero- 
genes Ellipsoid  betrachtet,   d.  b.  einen  von  einer  ellipsoldischen 
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Fläche  eingeschlossenen  Körper«  in  welchem  die  Dichtigkeit  von 
Schicht  zu  Schicht  sich  nach  einem  gewissen  Gesetze  verändert*), 
indem  er  übrigens  naturlich  Gberall  das  Newton'sche  Aftractioos- 
Gesetz  zu  Grunde  legt.  Nachdem  er  der  sich  mehr  im  Bereiche 
specieller  Fälle  haltenden  Auflusangen  von  Newton,  Maclan- 
rin»  d'Alembert  und  Lagrange  kurz  gedacht,  spendet  er 
den  allgemeinen  Auflösungen  von  Legendre,  Laplace,  Pois- 
son  das  gebührende  Lob  und  nennt  diese,  freilich  einen  grossen 
Apparat  des  Calculs  in  Anspruch  nehmenden  Lvsungen  ,»soln- 
zioni  dirette'%  wogegen  er  die  Losungen  von  Ivory,  Gauss, 
Rodrignes,  Chasles,  welche  durch  besondere  KnnstgriCe  — 
(um  uns-  der  Kürze  wegen  dieses»  wenn  auch  nicht  ganz  passen- 
den Worts  zu  bedienen)  ~  die  Schwierigkeit  und  Länge  der  directen 
Auflösungen  zu  vermeiden  gesucht  haben,  mit  dem  Namen  »,so- 
luzioni  indi rette*'  belegt,  und  zwar,  indem  wir  zur  Vermeidung 
jedes  Missverständnisses  uns  der  eigenen  Worte  des  Herrn  Ver- 
fassers bedienen,  den  Grund  för  diese  Benennung  dadurch  aus- 
spricht, dass  er  von  diesen  Losungen  p.  5.  sagt:  „lasclano  nei 
fopdo  alcnn  che  d'incompleto,  non  svelaado  tutte  le  lotinie  e  se- 
greto,attinenze  delle  varie  parti  del  problema/^ 

Der  Herr  Verfasser  giebt  nun  in  dieser  Abhandlung  eine 
neue  Auflosung  des  berühmten  Problems,  welche  den  von  ihm 
für  dieselbe  in  Anspruch  genommenen  Namen  einer  völlig  di- 
recten Auflösung  in  der  That  vollständig  verdient.  Indem  er, 
von  den  ersten  und  einfachsten  Principien  ausgehend,  aaf  völlig 
directem,  natärlich  analytischem,  Wege  zu  allen  Bestimmungen, 
auf  die  es  hier  ankommt,  gelangt,  ohne  —  um  so  zu  sagen  — 
alle  besonderen  Kunstgriffe  (s.  vorher)  und  ohne  allen  weitläufi- 
gen Caicul,  so  wie  denn  überhaupt  die  ganze  hier  gegebene  Dar- 
stellung durch  besondere  Einfachheit  der  Rechnung  sich  in  der  vor- 
theilhaftesten  Weise  auszeichnet.  In  der  ersten  „Preliminari*' 
(iberscbriebenen  Abtheilung  werden  die  allgemeinsten  Ausdrücke 
Ar  das  Potential  und  die  Anziehung  eines  Massen  •Systems 
fn  Bezug  anf  einen  gegebenen  Punkt,  zuerst  in  Bezug  auf  recht- 
winklige, dann  aber  vorzüf^tich  für  polare  Coordinaten,  von  welchen 
letzteren  überhaupt  in  dieser  Abhandlung  der  vielfachste  und  vo^ 
theiifaafteste  Gebrauch  gemacht  wird,  entwickelt,  wobei  natürlich 
auch  die  Besprechung  der  Niveau-Flächen  sich  von  selbst  darbie- 
tet. Die  ganze  Untersuchung  ist  dann  zunächst  in  zwei  Kapitel 
getheilt,  nämlich:     Capo  !•    Generaiitä  risguardanti  Tat- 


*)  Af.  ••  U.A.   auch   etae   fniliere  Sdirift  ton    Sohlöniilch:     Der 
AttractSoDflcaIcul,    Eine  Monographie.    Hallo  1851.     8^. 
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trazione  di  ud  Ellissoide.  Art  P:  Formole  dlffereosiali  re- 
lative air  attraziooe  ed  al'potenzlale  di  uoo  Strato  elUttico.  Art  V* 
Indicazione  del  metodo  piü  diretto  per  determtnare  la  legge  ende 
uo  Elüezoide  eterogeoeoiirradia  al  di  fuori  ia  «ua  forsa  attrattiva. 
—  €»po  II«  Appiicazione  dei  metodtf  ad  ud  Elliasoide 
eterogeoeo.  Art«  1^.  Assi  principali  de'  coni  {K\  e  superficie 
di  livello  neu'  attraziooe  esterna  deila  strato  ellittico  cl£.  Art  2^« 
Formole  generali  rappreseotanti  la  legge  onde  un  Ellissoide  ete- 
rogeneo  propaga  la  sua  attrazione  da  punfo  a  pnnto.  —  Diesen 
beiden,  vorzugsweise  die  eigene  Losung  des  Herrn  Verfassers 
enthaltenden  Kapiteln  ist  nun  aber  nocb  beigeflQgt;  Capo  III« 
Soluzioni  indirette  del  problema  relativo  all'  attrazione 
di  un  Ellissoide.  Art  R  Soinzione  indiretta  d'  Ivory.  Art  2^. 
Soluzione  indiretta  del  Sig.  Chasles.  Art.  3^.  Soinzione  indiretta, 
desnnta  da  quelle  di  Gauss  e  di  O.  Rbdrignes*  —  In  diesem  drit- 
ten Kapitel  entwickelt  also  der  Herr  Verfasser  die  von  den  ge- 
nannten Geometern  gefundenen  besonderen  Sätze  und  Formeln 
in  eigenthfimlieher,  denselben  manche  neue  Seite  abgewinnender 
Weise,  wodurch  er  sich  noch  das  besondere  Verdienst  erwirbt, 
dass  man  in  dieser  Schrift  zugleich  in  consequenter ,  für  und 
durch  sich  selbst  verstSndlicher  Darstellung  das  Wichtigste  bei- 
sammen findet,  was  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  berfihmte 
Problem  geleistet  worden  ist. 

Wir  machen  hiernach  alle  Mathematiker  auf  diese  neue  Schrift 
des  Herrn  Professor  Chelioi  dringend  aufmerksam,  und  ivfin- 
sehen  sehr,  dass  dieselbe  durch  einen  Tullig  sachkundigen  Deber- 
setzer  auf  deutschen  Boden  verpflanzt  werden  muge,  ein  Wunsch, 
den  wir  auch  schon  in  Bezug  auf  andere  Schriften  desselben 
geehrten  Herrn  Verfassers  uns  in  diesen  literarischen  Berichten 
auszusprechen  erlaubt  haben.  Vielleicht  gelingt  es  dem  Her- 
ausgeber, einen  seiner  ausgezeichnetsten  SchQler,  Herrn  Cur tze, 
der  zu  seiner  eigenen  Belehrung  und  seinem  eigenen  Vergnügen 
schon,  die  trefflichen  Elementi  di  Calcolo  infinitesimale 
di  Barnaba  Tortolini.  Tom.  I.  Calcolo  differenziale. 
Roma.  1844.  8^  in  sehr  anerkenneuswerth er  Weise  flbersetzt  hat, 
zu  einer*  solchen  Arbeit  zu  veranlassen;  aber  freilich  hält  es  in 
Deutschland  jetzt  schwerer  als  jemals,  für  solche  Werke  Ver* 
leger  zu  finden,  da  bei  uns  die  populäre  und  der  gewöhnlichen 
Praxis  dienende  mathematische  und  physikalische  Literatur,  in 
Verbindung  mit  einer  wahren  Fluth  der  gewöhnlichsten  Elemen- 
tar-Bficher,  Alles  von  höherer  wissenschaftlicher  Bedeutung  zu 
verschlingen  droht,  natürlich  mit  einigen  —  leider  möchten  wir 
fast  wenigen  sagen  —  rühmlichen  Ausnahmen. 
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KrystallograplEiie. 

Sülle  ferme  crystalline  dl  aicuni  Sali  derivatl  dall' 
Anmoniaca  per  Qaintino  Sella,  Meinbre  della  Reale 
Aecademia  delte  Scienze.  Torino.  Stamperia  Reale. 
I8M.    40. 


Herr  Quintiuo  Sella  in  Turio  bat  aich  bekauotlich 
durch  mehrere,  auch  In  den  Literariacbeo  Berichteu  unseres  Ar- 
chivs frfiher  angezeigte  UotersochUDgen  auf  dem  Gebiete  der 
theoretisdhen  uad  praktischen  Krystallographie»  so  wie  durch  seine 
schone,  so  viel  wir  wissen,  auch  in's  Deutsche  öbertragene  Dar- 
stellung'der  Terschiedenen  Methoden  der  zeichnenden  oder  darstel- 
lenden Geometrie»  seine  auuch  im  Literar.  Ber.  angezeigte  Teorica  e 
Pratica  del  Regele  calcolatore  u.  s.  w.^  sehr  verdient  gemacht«  Die 
▼erliegende,  70  Seiten  starke  Schrift  mit  4  grossen  Figureotafelo, 
gehurt  ganz  dem  Gebiete  der  praktischen  Krystallographie  an»  und 
enthält  eine  Menge  genauer  und  buchst  sorgikitiger  Messungen  und 
krystallographischer  Bestimmungen  der  auf  dem  Titel  genannteo 
Körper.  Wir  können,  wie  aus  dieser  Natur  der  Schrift  von  selbst 
hervergeht,  ihrem  Inhalte  hier  leider  »icht  weiter  folgeoi,  soDdero 
müssen  uns  begnägen,  Alle,  die  sich  ffir  solche  Untersodiangeo 
interessiren^  zu  besonderer  Beachtung  derselben  aufzufordern, 
welche  dieselbe  mit  dem  grossten  Rechte  für  sich  in  Anspruch 
nehmen  kann.  Nach  einer  Einleitung  besteht  dieselbe  ans  zwei 
Theilen,  nämlich:  Parte  Prima*  Descrizlone  delle  forme 
cristalline  di  ciascun  Saie  (ih  22  Kapiteln).  —  Parte  Se« 
conda.  Paragone  tra  le  forme  cristalline  dei  Sali  de- 
scritti.  —  Quadro  1»  Sopra  aicune  Diamine  e  Diamidi 
monociine.  Quadro  8.  Joduri  romboedricL  %iiadr»3. 
Sopra  aicuni  Sali  Aioidi  trimetrici.  Quadro  4«  Bias- 
sunto  delle  forme  dei  Sali  descritti  in  questa  memoria. 
Noch  genauer  auf  den  IjihaJt  einzugehen  gestalten  der  Raun 
und  der  Zweck  dieser  literarischen  Berichte  leider  nicht 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte    der   kaiserlichen  Akademie   der 
Wissenschaften  in  Wien.    (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX. 

S.7.) 

BandXLIV.    Heft  III.   October  1861.    Sehmidt:  Neuere 
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BeobacbttiDUfeD  von  Sternschnappen- Schweifen.  8.227.  —  Hai- 
disger:    BemerknngeR  fiber  vorhergelieiidte  Abhattdlong.    8.229. 
—  Jelifiek:   Tkeone  der  Pendelabweidnnig.   S.24L    (Der  Her- 
ausgeber des  Archivs  hat  bekanntlich  in    zwei  Abhandlangen 
Archiv  Thell  XXVII.  Nr.  XXV.   S.  224.  und  Archiv  Thetl 
XXVIII.  Mr.  II.  8.223.   eine    ihm  eigenthumliche  neue   Theorie 
des  Foucault'schen  Pendeiversuchs  geliefert,  in  beiden  Abhandlun- 
gen im  Wesentlichen  ganz  auf  dieselbe  Weise,  aber  mit  dem 
Unterschiede  y  dass  die  erste  Abhandlung  die  Erde  als  eine  Ku- 
gel, die  zweite  dieselbe  als  ein  Ellipsoid  voraussetzt,  was  freilich 
Im  vorliegenden  Falle  streng  genommen  auf  dasselbe  hinauskommt, 
und  bei  der  zweiten  Voraussetzung  nur  die  Einführung  der  be- 
kannten Modification  des  BegriffB  der  Breite  erfordert.     Die  Un- 
tersuchung ist  in  beiden  Fällen  mit  aller  dem  Herausgeber  mOg- 
Pichen  Eleganz  mit  Hfilfe  der  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
im  Räume, gefuhrt,  und  überall  ist  auf  ganz  strenge  Gränzen- 
b  e  s ti  m  m  u  n  g  e  n  zurückgegangen  worden.    Der  Herausgeber  dankt 
dem  Herrn  Professor  Jelinek  recht  sehr  für  das  gute  über  seiae 
Arbeit  gefüllte  Urtheil;  die  Nachsiebt,  mit  welcher  er  dieselbe 
aufgenommen,  und  die  ihr  von  ihm  gewidmete  Aufmerksamkeit 
Zu  noch  grosserem    Danke  aber  ist  der  Herausgeber  demselbe« 
auch  im  Namen  der  Wissenschaft  verpflichtet,  dass  er  diese  Theo- 
rie von  Neuem  auf  eigenthumliche  Weise  bloas  mittelst  der  «phä- 
rischen  Trigonometrie  entwickelt  bat,  und  dadurch  allerdings  auf 
noch  etwas  kürzerem  Wege,  —  was  der  Herausgeber  gern  aner- 
kennt —  aber  freiliefa  durch  mancherlei  geometrische^  an  eine  Fi- 
gur nothtvendig  sich  anschliessende  Betrachtungen,  genau  zu  den- 
selben Besultaten  wie  0r  selbst  gelangt  ist,  namentlich  genau  im 
demselben  Ausdrucke  eines  Elements  der  Pendelabweichung,  was 
Herr  JeJinek  im   zweiten  Theile  seiner  Abhandlung  auf  interes- 
sante Weise  besonders  nachweist    Der  Herausgeber  freu't  skk 
sehr,  die  von  ihm  entwickelte  Theorie,  auf  welche  er  einen  ge- 
wissen Werth  zu  legen  keinen  Anstand  nimmt,  von  einem  so  ge- 
schickten Mathematiker  durch  eine  schöne  eigenthumliche  Unfer- 
suchiuig  vollkommen  bestätigt  zu  sehen,  und  erlaubt  sich  allen, 
die  sich  für  die  völlig  strenge  Theorie  des  berühmten  Versuchs, 
dessen  sonstige  Theorieo,  wie  Herr  Professor  J^lioek  niehilEMsh 
ganz  richtig  bemerkt  und  hervorhebt,  an  sehr  grossen  Mängeln, 
Dunkelheiten  und  Ungenauigkeiten  laboriren,  interessiren   und  in 
solche  strenge  mathematische  Untersuchungen   wirklich  einzuge- 
hen  verstehen   und  den    aufrichtigen  Willen   haben,    diese  uns 
beiden  gemeinschaftliche  Theorie  zur  Beachtung  und  wei- 
teren Anwendung  zu  empfehlen).  ^  Knochenhauer:  Ueber  den 
Gebrauch  des  Luftthermometers*    Zweite  Abtheilnng.    8.259.  -— 
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Stndnicka:  Ceber  die  IdeotitSt  der  Licht-  and  Wämeetrali 
len  TOD  gleieher  Brechbarkeit  S.289.  —  Zenger:  MIkroeko- 
piflehe  Meeeaageo  der  Krystallgeetalteo  einiger  Metalle.    8.  S9?. 

Band  XLIV.  Heft  IV.  November.  186L  Winkler: 
Nacbweisung  einiger  Eigenacbafteo  einer  ausgedehnten  Klaase 
transcendenter  Functionen.  S.477. —  Rochleder:  Mittbeiloogen 
aus  dem  Laboratorium  zu  Prag.  S.493.  —  Schon  fei d:  Beob- 
achtungen von  veränderlichen  Sternen.  (Fortsetzung  aus  dem  XLIL 
Bande).  S.503.  —  v.  Waltenhofen:  Notiz  über  Johann  Kra* 
vogl's  Quecksilber -Luftpumpe.    S.603. 


Sitzungsberichte  der  konigl.  böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  186L 
Juli— December.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLV.    S.  18). 

8.23.  Herr  Professor  Jos.  Ritter  von  Hasner  hielt  einen 
Vortrag:  Zur  Geschichte  der  Kunstaugen,  und  legte 
sein  automatisches  Auge  vor.  (Der  Vortrag  ist  in  einem 
ziemlich  ausRlbrlichen  Aufsatze  mitgethetheilt  und  das  nene  au- 
tomatische Auge  durch  eine  Zeichnung  erläutert  worden ;  wir  hal- 
ten diesen  Aufsatz  für  in  vieler  Beziehung  sehr  interessant,  und 
machen,  so  wie  auf  den  Aufsatz,  auch  auf  das  automatische  AugCi 
welches  von  Herrn  Mechanikus  Spitra  in  Prag  verfertigt  wird, 
aufmerksam).  —  S.  28.  Herr  Pierre  liefert  Mittheilungen 
aber  das  sogenannte  unsichtbare  Licht,  namentlich  fiber 
einige  Weidele'sche  Versuche  (Moser  in  Königsberg  bezog  die 
bekannte  merkwardige^  Erscheinung  auf  die  Wirkung  von  Licht- 
strahlen, welche,  unserem  Auge  nicht  wahrnehmbar,  selbst  im 
'  Dunkeln  ihren  Einfluss  äussern,  und  nannte  diese  Erscheinung 
deshalb,  freilich  nicht  sehr  sprachrichtig,  das  unsichtbare  Licht 
Herr  Weidele  in  Wien  hat  durch  sehr  sorgfältige  Untersuchun- 
gen bewiesen,  dass  diese  Erscheinung  mit  der  Lichtwirkung  gar 
nichts  zu  thun  hat,  sondern  sich  auf  Flächen  Wirkungen  und  die 
Anziehungskräfte  der  feinsten  Molecüle  zarGckOihren  lässt.)  — 
S.29.  Herr  Karlinski:  Ueber  die  Verbesserung  der 
Bahnelemente  des  Planeten  (46)  Hestia.  (Ziemlich  ans- 
fiBhrlicher  Aufsatz  mit  Mittheiinng  von  Formeln  und  sorgfUltigen 
Rechnungen). 


Monatsbericht  der  Konigl.  Prenssischen  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Berlin.  S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX. 
S.  11. 
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September,  October  186L  Cbristeffel:  Ueber  die 
Dispersion  des  Lichts»  mitgetheilt  von  Herrn  Weierstrass. 
S.  906— 921.  •—  Eneice:  Ueber  den  Pons'scfaen  Kometen.  S.9S6 
— 928.  —  Kronecicer:  Ueber  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen.  S.  933.  (Blosse  Mittheilung«  dass  eine  Abhandlung 
über  den  genannten  Gegenstand  gelesen).  —  Weierstrass: 
Ueber  die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoid«. 
S.  986  — S.  997.  (Wir  machen  auf  diesen»  den  ersten  Theil  einer 
grösseren  Arbeit  über  die  geodätischen  Linien  bildenden  Aufsatz, 
worin  Herr  W.  von  der  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  aus- 
geht» dass  dieselbe  als  der  Weg  betrachtet  werden  kann,  den 
ein  Punkt  durchläuft,  welcher  gezwungen  ist,  auf  der  Fläche  zu 
bleiben,  aber  von  keiner  beschleunigenden  Kraft  getrieben  wird, 
aufmerksam  und  hoffen  auf  diese  Arbeit  später  im  Archiv  selbst 
zurückzukommen).  —  Chri Steffel:  Nachtrag  zu  der  am  14.  Octo- 
ber vorgetragenen  Abhandlung  über  die  Dispersion  des  Lichts, 
mitgetheilt  von  Herrn  Weierstrass.    S. 997  — 8.999. 

November  186L  Schönemann:  Ueber  den  Druck  Im 
fliessenden  Wasser,  vorgelegt  von  Herrn  Weierstrass.  S.  1010. 
(Blosse  Mittheilung,  dass  die  Abhandlung  vorgelegt  worden).  — 
Dove:  Ueber  eine  graphische  Methode,  das  Verhältniss  des  Festen 
and  Fiassigen  auf  der  Erde  darzustellen.  S.  1043.  (Blosse  Mit- 
theilung,  dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten).  —  R.  Baltzer; 
Zur  Geschichte  des  Euler'schen  Satzes  von  den  Polyedern  und 
der  regulären  Sternpolyeder.  (Sich  anschliessend  an  eipe  Mit- 
tbeilang,  die  Herr  Proubet  am  23.  April  1800  der  Pariser  Aka- 
demie gemacht  hat,  weiset  Herr  Baltzer  in  diesem  Interessanten 
Aufsatze  nach,  dass  bereits  Descartes  das  Ober  hundert  Jahre 
später  1752  entdeckte  Grundgesetz  der  Theorie  der  Polyeder  voll« 
ständig  gekannt  bat,  und  schliesst  seine  lehrreiche  Mittheilong 
mit  den  Worten: 

„Demnach  ist  es  nicht  zweifelhaft,  dass  zu  den  glänzenden 
Leistungen,  welche  Descartes'  Namen  verherrlichen,  auch  die  * 
Entdeckung  des  Grundgesetzes  der   Polyedrometrie  gebort,  und 
dass  Euler  hinfort  gemeiaschaßlich  mit  dem  grossen  Vorgänger 
der  neueren  Aoalysis  den  Ruhm  jener  Entdeckung  haben  wird.'^ 

Ausserdem  nimmt  Herr  Baltzer  rOcksichtlich  4®r  Erfin- 
dung der  regulären  Sternpolyeder  Keppler  gegen  Herrn  Ber- 
trand in  Paris  In  Schutz,  welcher  behauptet  hatte,  dass  Kepp- 
ler bei  der  Erfindung  solcher  Polyeder  genannt  zu  werden  kein 
Recht  habe. 

Wir  wflrden   gern  Herrn  Baltzer 's  Aufsatz  hier  vollständig 
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mittbeilen,  glamben  aber  dies  nicht  ohee  Erbabmae  der  Kteigl. 
Akademie  der  Wieseeechaftea  tbun  au  dürfen,  and  mfieaeA  me 
daher  Torbehalteo,  apftter  aof  denselbeD  zarfickaukommeii). 

December  J86I.  Kummer:  Ceber  die  Klassenzahl  der  ans 
fiten  Einbeitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen.  S.  I05I— 
1053.  (Bezugnehmend  auf  die  Arbeiten  der  Herren  Reaschle 
in  Stuttgart  und  Fuchs  in  Berlin.  Eine  ausführlichere  Mittbel- 
lung  vrird  in  Aussicht  gestellt).  —  Uove:  Ueber  die  bei  binoca- 
larer  Betrachtung  durch  Rotation  entstehender  Lichtlinien  durch 
verschiedenartige  Gläser  hervortretenden  Farben.  S.  1054 — S.1055. 
—  Magnus:  Ueber  den  Durchgang  der  Wärroestrahlen  durch 
feuchte  Luft  und  über  die  hygroskopischen  Eigenschaften  des 
Steinsalzes.  5.1128-8.1132.—  SchOnemann:  Ueber  den  Druck 
im  fliessenden  Wasser.    S.  1136 -S.  1146.    (S.  vorher  November). 

Januar  1862.  Dove:  Ueber  anometrische  Bestätigung  des 
Drehungsgesetzes  auf  Bermuda  in  Australien.  S.  5  — S.6.  — 
Kronecker:  Ueber  die  Discriminante  algebraischer  Functionen 
einer  Variabein.  8.8.  —  Borchardt:  Ueber  vollkommene  Zah- 
len. 8.8.  —  (Zwei  blosse  Mittheilungen,  dass  JietreiTende  Ab- 
handlungen gelesen  worden). 

Februar  1862.  Encke:  Berechnungen  der  hiesigen  (BerK* 
ner)  Beobachtungen  des  Cometen  von  Pons  bei  seiner  Wieder- 
erscheinnng.  S.Ol — 8.97.  ~-  Dove:  Ueber  das  HGrbarmacheii 
von Beitönen  durch  Interferenz.  S.  97 — S.  100.  —  Kiepert:  Dar- 
stellung des  Landäquators  und  Seeäquators,  vorgel^t  von  Heiia 
Dove,  S.  100«  ^  Dove:  Ueber  die  Witterungsverhältnisse  des 
Jahres  1861  und  die  damit  zusammenhängenden  ungewOhnlldieD 
Ueberschvremmongen  im  Winter  18^V«s*  *^*  ^00.  —  Weierstraas: 
Bemerkungen  aber  die  Integration  der  bypereiliptischen  Dilere»- 
tial- Gleichungen.  8. 127  —  8.133.  -  Dove:  Ueber  die  diesjäbri* 
gen  Ueberschwemmungen  und  ihre  Gründe.  8.142.  (Blosse  Mit- 
theilung, dass  ein  betrefl'ender  Vortrag  gehalten).  —  Paalzow: 
1.  Ueber  die  Richtung  und  Art  der  Entladung  der  Leydner  Bat- 
terie. II.  Ueber  die  Magnetisirung  der  Stahlnadeln  durch  den 
Strom  einer  Leydner  Batterie;  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus. 
8.152— S.  156. 

März  1862.  ROdorff:  Ueber  das  Gefrieren  von  SalzHSsmi- 
gen,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  S.163— S.  165.  —  Dove: 
Ueber  die  nicht  periodischen  Veränderungen  der  Temperatur, 
dargestellt  durch  flinftägige  Mittel  (zweite  Abhandinng)  und  dar» 
gestellt  durch  monatliche  Mittel  (siebente  Abhandlang).  S.  ITOl 
(Ohne  Aaezug).  -*  In  der  in  der  öffentlichen  Sitaung  von  27*  Mars 
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gehaltenen  Rede  (S.  172— S.  182)  macht  Herr  Encke  d.A.  in- 
terreseaDte  Mittheilungen  fiber  die  berühmte  Entdeckung  Ten 
Bunseo  und  Kirchhoff  mit  Riickaicht  auf  ihr  VeihSltnbs  zur 
Astronomie. 


Bulletins  de  TAcadi^mie  Royaie  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux  arts  de  Belglque.  (VergL  Literar. 
Ber.  Nr.  CXXXVI.  S.  11). 

Die  grosse  Anzahl  ausuzeigender  Schriften  hat  zu  meinem 
grOssten  Bedauern  eine  Ifingere  Unterbrechung  in  der  Anzeige  die- 
ser vrichtigeO'yyBulletins"  herbeigeführt«  Das  Versäumte  seil 
nun  aber  ebne  Unterbrechung  schnell  nachgeholt  werden*      G. 

27«"«  Ann^e,  2««  Sör.  T.  IV.  1858.  Exposd  d'nn  principe 
concernant  Tintersection  des  surfaces  avec  application  k  la  re- 
cherche  des  propriet^s  des  surfaces  du  sccond  ordre;  par  M. 
Meier.  Rapport  de  M.  Timmermans.  p.6.  —  Perturbations 
magn^tiques.  Anrore  bor^ale.  Violent  tremblemeut  de  terre  en 
Italie;  Communications  de  M.  A.  Quetelet.  p.7.  —  Sur  Fätat 
m^t^orologique  de  la  vilie  de  Gand,  pendant  Fannäe  1857;  par 
M.  F.  Duprez.  p.  11.  —  Memoire  sur  la  classiGcation  des  lignes 
du  3"*  degr^;  par  M.  Dagoreau.  Rapp^ort  de  M.  Brasseur. 
p.80.  —  Rechercbes  sur  les  propri^t^s  g^om^triques  de  mouTe- 
mens  plans;  par  M.  Gilbert  Rapport  de  M.  Lamarle.  p.82. 
—  Eciipse  de  lone  du  27  F^vri^r  1858,  et  occultations  d'dtoiles 
par  la  lune,  observ^s  an  1857.  p.237.  —  Note  sur  un  thdor^me 
relatif'  ä  la  tböorie  des  roulettes;  par  M.  Lamarle.  p.it39. 
(Sehr  beachtenswerth).  —  Eciipse  de  soleil  du  15  mars  1868; 
notice  par  M.  A.  Quetelet.  p.  282.  —  Memoire  sur  le  calen- 
drier  arabe  avant  rislaraisnie,  par  M ahmend  Ef feudi,  astronome 
^gyptien.  Rapport  du  capitaine  Liagre.  p.  371.  —  Mago^isme 
terrestre  (M.  Ernest  Quetelet).    p.37S. 

27««  Ann<$»  2»«  Ser.  T.  V.  1858.  Sur  uu  appardi  k  lavier 
Substitut  au  micromMre  des  Instruments  de  pr^cision;  par  M. 
A.  Boblin.  Rapport  da  capitaine  Liagre.  p.3.  —  Theorie 
gi^om^trique  des  rayons  et  centres  de  courbure.  Application  au 
lima^on  de  Pascal.  Rectification.  Rayons  et  centres  de  conrbnre; 
par  M.  Lamarle*  p.5  (in  geometrischer  Rilcksicbt  sehr  beach- 
tenswerth). —  Note  sur  nn  principe  remarquable  en  g^onietrie; 
par  M.  Ernest  Quetelet.  p.  15.  (Bezieht  sich  auf  die  Curven 
der  dritten  Ordnung;  im  Eingange  sagt  der  Herr  Verfasser:  »Jl 
y  a  quelque  temps,  m'occupant  de  la  ^^termination  des  conrbes 
par  un  certain  nombres  de  leurs  points,  mon  attention  fnt  attirö 
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BUT  ce  fait  assez  corieni::  une  coorbe  de  troiaidme  ordre  est 
compl^tement  d^termin^e»  quand  on  connalt  neuf  de  ses  points,  et 
cependant  dem  courbes  de  troisi^me  ordre  se  coapent  en  neuf 
poiota.  Er  weiset  auch  aaf  eine  Abhandlung  Enler'a  in  den  Mö- 
moirea  de  Berlin  1748  Aber  eine  contradiction  apparente 
dana  la  doctrine  des  lignes  courbes  bin»  und  schliesst  daran 
lebrreicbe  Bemerkungen ,  die  wir  einer  weiteren  Ausiubmng  tat 
sehr  wertb  halten»  und  unsere  Leser  deshalb  auf  den  zwar  kurzen, 
aber  lehrreichen  und  interessanten  Aufsatz  aufmerksam  machen.)  — 
Sur  la  constance  dans  le  nombre  des  mariages  et  snr  la  statistique 
morale  en  g<$nöral;  par  H.  Ad.  Quetelet  p.  80.  —  Sur  la  dii^ 
rence  des  longltudes  entre  Berlin  et  Bmzelles,  d^termin^  par  la 
t^legrapbie  i^lectrique  (Eztrait  d'un  articie  de  M.  Encke).  p.  115. 
—  Sur  le  magn^tisroe  du  globe;  par  M.  Hansteen.  p.l20.  — 
Sur  Toccultation  des  Plöiades  par  la  lune.  Extrait  d'ane  lettre 
adress^e  k  AI.  Bache  par  Ad.  Quetelet  p.263.  *^  Steiles 
filantes  de  la  p^riode  du  roois  d'aoüt  1868,  observi^es  par  le  Di- 
recteur  etlesAides  de  l'observatoire  royal  äBruxelles.  p. 265. 
*- Experience  d'optique  permettant  d'obtenir  d*une  seule  öpreu?e 
photographique  la  Sensation  d'un  corps  en  relief;  par  SL  A.Bob - 
lin.  p.304.  —  Sur  i'intensit^  du  magnetisme  terrestre,  et  parti- 
culierement  k  Bruxelles;  lettre  de  M.  Hansteen  k  M.  Ad. 
Quetelet.  p.336.  —  Theorie  g^omötrique  des  centres  et  aies 
instantan^s  de  rotation;  par  M.  Lamarle.  p.340.  (Besonders 
wegen  der  Einfachheit  der  Betrachtung  beachtenswerth).  —  Sur 
ia  Constitution  physique  du  soleil;  par  M.  Charles  No^J.  p. 606. 
(Fortsetiang  folgt  nächttcns.) 


AafforderaDg  an  die  deutschen  Mathematiker  und 

Physiker* 

Alie^  Mathematiker  und  Physiker  machen  wir  auf  die  dies- 
jährige in  Karlsbad  Statt  findende  STste  Versammlung  deut- 
scher Naturforscher  und  Aerzte,  bei  welcher»  wie  wir  zu  unserer 
Freude  hSren,  gleichzeitig  auch  eine  grössere  Anzahl  namentlich 
jüngerer  Astronomen  zusammenkommen  werden ,  recht  sehr  auf* 
merksam,  und  wünschen  recht  zahlreiche  Betheiligung,  da  gewiss 
Alles  aufgeboten  werden  wird,  um  die  Versammlung  so  anffeuebm 
und  lehrreich  als  muglich  zu  machen,  und  der  herrliche  Ort  der 
Versammlung  gewiss  einladend  genug  Ist.  Grunert. 

1.  Mai  1862. 
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Anzeige  einer  Büste  von  Kopernikus. 

Ich  erlaube  mir  Gipsabgüsse  einer  Büste  von  Nikolaus  Kö- 
pern ikus»  die  ich  im  Auftrage  der  Universität  zu  Krakau  fiir 
das  dortige  Museum  ausgeführt  habe,  zum  Verkaufe  anzubieten. 

Dem  Kopfe  ist  das  Porträt  von  M.  Baseti  zu  Grunde  gelegt. 
Den  Sockel  bilden  zwei  Bücher  mit  den  Aufschriften:  Regio- 
montanus  und  Purbach.  Die  eigentliche  Console  zeigt  vorn 
die  Originalzeichnung  des  Weltsystemes  von  Kopernikus»  die 
abgestumpften  Ecken  sind  mit  dem  Astrolabium  und  der  Armil- 
larspbäre  verziert,  die  linke  Seitenfläche  hat  die  Namen:  Philo- 
laus,  Nicefas,  Aristarcbus,  die  rechte  die  Namen:  Rheti- 
c«8,  Galilei»  Kepler  eingegraben.  Das  Ganze  wird  von  einer 
Eule  getragen»  die  das  Jagelloni sehe  Wappen  in  ihren  Klauen 
hält    Die  Rückwand  soll  sich  an  einer  Mauer  befinden. 

Ein  Exemplar  der  etwas  mehr  als  lebensgrosseo ,  dem  Origi- 
nale TOlllg  gleichen  hüBt^  liefere  ieh  eu  50  Gulden  österreichi- 
scher Währung  In  Banknoten;  ein  Ezeroplai  der  kleineren  Nacb*^ 
bildvng«  sammt  Tragsteiii  10  Zoll  hoeb,  zu  6  fl.»  Verpackung  und 
Spedition  werden  besonders  verreehnet  *-  Geehrte  Aufträge 
erbitte  Ich  mir  unter  meiner  Adresse  bie  letzten  Juli  d.  J.  nach 
Wiea  (Akademie  der  bildenden  Künste)  vom  1.  August  an  nach 
Krakau.  / 

Wien,  den  28.  Juni  1862. 


Franz  M.  Wyspiaiiski, 
Thl. XXX VIII.  Hf  1.3. 


Bildhauer.^ 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

Herr  Bildhaaer  Wyspiaiiski  in  Wieo  bat  mir  eine  Photo- 
graphie der  im  Vorstehenden  angezeigten  Böste  von  Kopernt- 
ku8  eingesandt,  und  ich  niuss  sagen»  dass  ich  durch  die  Schön- 
heit derselben,  namentlich  durch  den  Ausdruck  des  Edelmaths 
und  des  Tiefsinns,  welchen  der  talentvolle  junge  Künstler  dem 
schonen  Gesicht  des  unsterblichen  Mannes  zu  geben  verstanden 
hat,  sehr  erfreut  worden  bin,  so  dass  ich  für  mich  selbst  unge- 
säumt ein  kleiner,es  Exemplar  dieses  Kunstwerkes  bestellt  habe, 
da  das  grossere  (vir  die  bescheidenen  Rfiume  meiner  Wohnung 
nicht  passend  ist.  Es  macht  mir  ganz  besondere  Freude,  alle 
Mathematiker  und  Astronomen  auf  diese  Biiste  aufmerksam  machen 
zu  können,  und  empfehle  ihnen  dieselbe  recht  sehr  zur  Anschaffung. 

Greifswald,  den  2.  Juli  1862. 

Gruuert 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes,  enthaltend  die 
allgemeine  Theorie  der  krumm«n  Flächen,  der  gewun- 
denen Kurven  und  der  Linien  auf  den  Flächen;  die 
Eigenschaften  der  (homofokalen)  Flächen  zweiten 
Grades  und  der  Linien  auf  denselben.  Von  Dr.  Otto 
Boklen.  Mit  Figuren  in  Holzschnitten.  Stuttgart 
Becher's  Verlag.    186L    8. 

Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Rau. 
mes,  insbesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
von  Dr.  Otto  Hesse,  ordentl.  Professor  an  der  Univer- 
sität zu  Heidelberg.    Leipzig.    B.  G.  Teubner.    1861.    8. 

Diese  im  vorigen  Jahre  erschienenen  Schriften  betreffen  beide 
die  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  unterscheiden  sich  aber 
sowohl  in  Bezug  auf  den  Inhalt,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Form 
oder  die  Methode  der  Behandlung,  mehrfach  wesentlich  von  ein- 
ander. Beide  sind  nach  unserer  Ueberzeogung  mit  besonderem 
Dank  aufzunehmende  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  deut- 
schen mathematischen  Literatur,  und  müssen  einem  Jeden,  der 
sich  für  die  neueren  Fortschritte  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  interessirt,  zu  besonderer  Beachtung  empfohlen  werden. 

Das  Buch  des  Herrn  Boklen  hat  vorzugsweise  die  allge- 
meinsten Eigenschaften  der  Flächen  und  der  Linien  auf  denselben 
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im  Aage»  ohne  dabei  in  eiDgebender,  vorzagsweise  aber  immer 
haoptsAcUicfa  das  Allgemeinere  Im  Auge  behaltender  Weise>  eine 
besoodere  Betrachtung  der  Flächen  des  siveiteo  Grades  auszo- 
sehliesseii,  und  wir  sind  der  Meinung»  dass  man  jetzt  in  keinem 
anderen  Buche  eine  gleich  vollständige  Darstellung  aller  dieser 
höchst  merkvrfirdigen  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flächen  fin- 
den  dürfte»  unter  denen  keine  geringe  Anzahl  von  dem  Herrn 
Verfasser  selbst  gefundener  neuer  Sätze  vorkommt.  Die  Methode 
der  Behandlung  kann  man  eine  rein  analytische  nicht  nennen, 
indem  der  Herr  Verfasser  vielmehr  seinen  Untersnchungen  häufig 
t^eometriscbe  Anschauungsweisen  zu  Grunde  legt  und  vielfach  die 
Hülfe  des  sogenannten  Unendiichkleinen  in  Anspruch  nimmt. 
Eben  deshalb  kommen  auch»  wenigstens  nicht  besonders  hervor* 
tretend,  allgemeine  analytische  Transformationen  nicht  vielfach 
vor,  wenn  man  nicht  hierher  den  allerdings  in  sehr  grosser  Aus- 
dehnung gemachten  Gebrauch  der  sogenannten  elliptischen  Coor- 
dinaten  rechnen  will.  Wir  gestehen,  dass  diese,  um  so  zu  sagen, 
mehr  geometrische  Seite  des  Buchs  uns,  wenn  wir  auch  selbst 
die  rein  analytische  Behandlung  mit  Vorliebe  pflegen,  ein  ganz 
besonderes  Interesse  abgewonnen  und  uns  von  Neuem  gezeigt 
hat,  wie  leicht  diese  Behandlungsweise  oft  zu  überraschenden 
Resultaten  führt.  Es  ist  also,  ausser  der  ungemein  grossen  Reich- 
haltfgkeit  des  Stoffs,  namentlich  auch  diese  Art  i^r  Bel^andlung, 
welche  das  Buch  für  einen  Jeden,  der  die  neuere  Geometrie  der 
Flächen  kennen  lernen  will,  so  empfehlenswerth  macht.  Die  fol- 
gende Angabe*  des  Inhalts  wird  den  Lesern  zeigen,  was  sie  ruck- 
sichtlich  des  Stoffs  in  dem  Buche  zu  erwarten  haben:  §.  1.  Von 
den  Winkeln  zwischen  Geraden  und  Ebenen.  §.  3.  Die  Tangen- 
tialebene und  Normale  einer  Fläche.  §.  3.  Koujugirte  Tangenten* 
§.  4.  Die  Krummungslinien.  §.  6.  Ueber  die  unendlich  nahen  Nor- 
malen einer  Fläche.  §.  6.  Die  Krümmungshalbmesser  der  Normal- 
schnitte. §.  7.  Die  Grttosen  d  und  y,  §.8.  Die  Krümmungshalb- 
messer der  schiefen  Schnitte.  §.0.  Die  Saroskulations -Normal- 
kreise.  §.  10.  Ueber  konjugirte  Linieosysteme.  %,  II.  Andere 
Form  der  Gleichungen  fiSr  die  Normale  und  Tangentialebene. 
§.  12.  Die  gewundenen  Kurven.  §.  13.  Die  gewundenen  Kurven. 
Fortsetzung.  §.  14.  Die  gewundenen  Kurven.  Schluss.  §.15. 
Die  Linien'aaf  den  Flächen.  §.  16.  Die  Linien  auf  den  Flächen. 
Fortsetzung.  §.  17.  Die  Linien  auf  den  Flächen.  Schluss.  §.  18. 
Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  Flächen  zweiten  Grades. 
Das  Ellips^d  und  die  Hyperboloide.  §.  19.  Zusammenstellung  von 
Formeln  für  die  Flächen  zweiten  Grades.  Fortsetzung.  Der  Ke- 
gel. §.  20.  Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  Flächen  zwei- 
ten Grades.    Schluss.    Die  Paraboloide.    §•  21.  Die  homofokalen 
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«enlnrtseheii  Fl&chen  zweitei»  Gfades.  Das  EiUpsoid  «od  A«  bei- 
de»  Hyperboloide«  §.  22.  Die  homofokaien  eeotrisdieo  Fl&cben 
-xwmten  Grades.  Fortsetzung.  §.33.  Die  KhhBiDoogsliiiieii  der 
oeatrischen  homofokaien  Flächen.  §.  24.  Die  geodälisclieii  L«iiHeii 
auf  den  centrischen  homofokaien  Flächen.  §.  26.  Die  f^eodätiscbea 
Llnvaa  auf  den  centrischen  homofokaien  Flächen.  FortsetsoD«. 
§•  26.  Allgemeine  Gleichung  der  Linien  auf  den  centrisciien  FII- 
dwa  zweiten  Grades.  §.  27.  Die  homofokalen  Fftichen  zweiten 
Gtades.  Homofokale  Kegel.  ~§.  28.  Die  homofokaien  Flächen  zurei- 
ten Grades.  Homofokaie  Parabolotde.  §.29.  Die  homefokalea 
Fl&chen  zweiten  Grades.  Homofokaie  Paraboloide.  Sefaiiiss. 
§•30.  Uei»er  krummlinige  Coordinateo  und  coordiflirte  Fl&chen. 
Anhang. 

Man  muss  den  Reichthum  unserer  Wissenschaft  irahrhaft 
bewundern  9  wenn  man  die  vielen  überaus  merkwürdigen  allge- 
meinen Eigenschaften  kennen  lernt,  welche  keineswegs  nach  be- 
stimmten Gesetzen,  sondern  überhaupt  nur  in  irgend  einer  Weise 
gesetzmässig  gekrümmte  Flächen  und  Linien  haben;  und  diesen 
Reichthum  zu  documentiren,  scheint  uns  das  vorliegende  Buch 
besonders  geeignet. 

Das  Buch  des  Herrn  Hesse,  in  seiner  Art  jedenfalls  eben  so 
empfehlenswer^h  wie  das  vorhergehende,  beschäftigt  sich  mit  der 
allgemeinen  Theorie  der  Flächen  nicht  (nur  die  Vorlesungen  XXVIL 
XXVIH,  XXIX  enthalten  Allgemeineres  über  Flächen),  eondera 
ist  fast  ausschliesslich  den  Fläche«  dar  zweiten  Ordnung  gewid- 
met. .  Die  Darstellung  ist  nicht  bloss  eine  reui  analytische  au 
nennen^  sondern  enthält  zugleich  ^nen  sehr  grossen  Reichthiuu 
scharfsinniger  und  höchst  interessanter  allgemeiner  analytiaeher 
TransforaiationB-  und  Substitutions- Methoden  >  denen  der  Herr 
Verfasser  überall  eine  solche  Allgemeinheit  verleihet»  das«  sie, 
um  so  zu  sagen,  den  Charakter  allgemeiner  analytischer  Unter* 
suohungs«  Methoden  erhalten  und  annehmen ,  wobei  zugleich  ver- 
schiedene Coordinateosysteme  in  Anwendung  gebracht  und  in 
analytischer  Allgemeinheit  dargestellt  werden,  in  welcher  Be- 
ziehung wir  namentlich  eine  in  mehrfacber  Beziehung  meisterhafte 
Darstellung  der  elliptischen  Coordinaten  in  der  Ebene  uad  der 
elliptischen  Raumcoordinateo  in  der  2]sten  und  22steu  Vorlesung, 
so  wie  ganz  besonders  auch  die  darauf  gegründete  Theorie  der 
kürzesten  Linien  auf  dem  Ellrps^id,  wo  auf  S.  81*  auch  das  voll- 
ständige Integral  dieser  Linien  vorkommt,  hervorhdiea.  Dass 
unter  den  allgemeinen  Transformatioos- Methoden  auch  die  De- 
terminanten eine  grosse  Rolle  spielen,  versteht  sich  bei  einem 
Verfasser,  dem  die  Theorie  dieser  Grossenformen  so  «esentlicbe 
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Bereicherungen  verdankt^  ganz  von  selbst.  Wir  glauben  hiedurch 
das  ausgeaeiehnete  und  in  jeder  Beziehung  dringend  zur  Beach- 
tung zu  empfehlende  Boch,  so  weH  es  hier  der  Raum  gestattet, 
im  Allgemeinen  hinreichend  charakterisirt  zu  haben,  und  wollen 
nur  noeh  durch  die  folgende  Angabe  des  Hauptinhalts  dem  Leser 
zeigen,  wie  viel  Wichtiges  und  Interessantes  ihm  hier  geboten 
wird:  I.  Einleitung.  II.  Die  Ebene  im  Räume.  III.  Ebenen  Im 
Räume.  IV.  Das  Pascal'scbe  Sechseck  und  damit  verwandte  Fi- 
guren, y.  Der  Punkt  im  Räume  und  Punkte  im  Räume.  VI. 
Homogene  Coordinaten.  Gerade  Linien  im  Räume.  VII.  Deter- 
minanten. VIII.  Ganze  homogene  Functionen.  IX.  Allgemeine 
Eigenschallen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  X.  Pole  und  Po- 
iarebenen  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  XI.  Weitere  allge- 
meine Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  XII.  Fort- 
setzung der  zehnten  Vorlesung  über  Pole  und  Polarebeneu  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Reciprocität.  XIII.  Mittelpunkt 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Transformation  der  Coordinaten 
mit  Beibehaltung  der  Richtung  der  Coordinatenaxen.  XIV.  Cri- 
terium  des  Kegels  zweiter  Ordnung.  Tangenten -Pol  der  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung.  XV.  Criterium  der  Grenzfläche  zweiter 
Ordnung.  Die  Schnittcurven  einer  Ebene  und  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  als  Grenzfläche  zweiter  Ordnung  aufgefasat 
XVI.  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  darch  die  Schnittcurve 
zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchgehen.  XVIL  Grenz- 
flächen zweiter  Ordnung,  welche  acht  beliebig  gegebene  lEbenen 
berfihren.  XVIll.  Transformation  homogener  Functionen  zweiter 
Ordnung  durch  lineare  homogene  Substitutionen.  XIX.  Lineare 
Coordinaten -Transformation.  Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
dinatensysteme  mit  demselben  Anfangspunkt.  XX.  Transforma- 
tion der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf  die  Hauptaxen.  XXI. 
Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Curven  zweiter  Ordnung.  Con- 
focale  Kegelschnitte  und  elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene. 
XXII.  Das  Problem  der  Hauptaxen  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung. Confocale  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Confocale  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  und  cllipttschc  Raumcoordinaten.  XXIII. 
Kurzeste  Linien  auf  dem  Ellipsoid.  XXl  V.  Focaicurven  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung.  XXV.  Geometrische  Deutung  der  ku- 
bischen Gleichung  z/=0,  von  welcher  die  Hauptaxen  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  abhängen.  XXVI.  Bedingungen  far  die 
RotatioDSoberflächea  zweiter  Ordnung.  XXVII.  Schnitte  von 
Oberflächea  zweiter  Ordnung  mit  Ebenen.  Kreisschnitte.  XXVIIL 
Krflnaanaogsradien  der  Mormalschnitte  snd  schiefen  ebenen  Schnitte 
der  Oberflächen.  XXIX.  Krummuugs- Gurren  der  Obeifläebeti. 
XXX.  Das  Theorem  von  Dupin. 
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Vermischte  Schriften. 

BulletiDs  de  !'A.cad^mie  Royale  des  seiences^  des 
lettres  et  des  beaax  arts  de  Beigiqne.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CL.  S.  15). 

28~«  Ann^e.  2««  S^r.  T.  VI.  1859.  Theorie  g^om^trique 
des  rayoDS  et  centre  de  coarbure;  par  M.  Lamarle.  p.  11.  (alle 
diese  geometrischen  DntersucbuDgen  des  Herrn  Lamarle  zeich- 
nen sich  durch  grosse  Einfachheit  aus  und  verdienen  nach  unse- 
rer Deberzeugung  alle  Beachtung,  was  wir  früher,  auch  im  Archiv 
selbst»  schon  öfter  ausgesprochen  haben).  -~  Sur  la  th^orie  ana- 
lytique  des  coniques;  par  M.  Sc  haar.  p.42.  (allgemeine  Sätze 
fiber  die  Kegelschnitte,  die  Herr  Sc  haar  mit  grösserer  Einfach- 
heit zu  beweisen  sucht,  als  dies  durch  das  Carteslsche  Coordi- 
natensystem  möglich  ist).  —  Sur  les  observations  m^t^orologiqaes 
faites  ä  Gand  en  1858;  par  M.  Duprez.  p. 68.  —  Sur  un  me- 
moire de  M.  Steichen  concernant  les  cinq  poiyödres  r<^guliers. 
Rapports  de  MM.  Timmermansy  Lamarle,  Nerenbarger 
(betrifft  den  Satz,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  homo- 
genen regulären  Polyeders  für  alle  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Axen  constant  ist»  welchen  Herr  St.  schär- 
fer als  dies  gewöhnlich  geschieht  zu  begründen  sucht),  p.  152.  — 
Influence  du  soo  des  cloches  sur  la  hauteur  du  barometre;  par 
M.  Montigny.  p.  159.  —  Sur  les  variations  des  Clements  des 
orbites  plan^taires;  par  M.  Schaar.  p.  171.  *—  Note  sur  ane 
classe  particuliöre  de  surfaces  ä  aire  minima;  par  M.  Lamarle. 
p.329.  (guter  Beitrag  zur  Variationsrechnung,  worin  Herr  L.  auch 
Bezug  auf  Physik  nimmt).  —  Table  de  mortalite  pour  le  Brabant, 
d*apr^s  les  documents  du  reccnsement  de  1856;  par  M.  Ad. 
Quetelet.  p.  345.  —  Sur  le  magnetisnie  terrestre;  par  M»  Han- 
steen.  p.  348.  —  Sur  les  ^toiles  filantes  p^riodiques  du  mois 
d'aoüt  1858,  observ^es  en  Allemagne.  Lettre  de  M.  Heis  ä  M. 
Quetelet.  p.  360.  —  Recherches  sur  la  capillarite;  par  M.  E. 
Bede.  p.  405.  —  Theorie  geomötrique  des  centres  et  axes  inslan- 
tanes  de  rotation;  par  M.  Lamarle  (Suite),  p.  412.  —  Sur  Tin- 
tensitö  magn^tique;  par  M.  Hansteen.    p.462. 

28««  Annöe,  2««  Sör.  T.VII.  1859.  Th^rie  g^om^trique 
des  centres  et  axes  instantan^s  de  rotation;  par  M.  Lamarle. 
p.7.  —  Sur  les  variations  des  ^l^ments  des  orbites  plan<^taires ; 
par  M.  Schaar.'  p. 44.  (Beide  Abhandlungen  sind  sehr  wohl 
zu  beachten).  •—  Note  sur  l'aurore  boröale  du  21  avril  18S9;  par 
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M.  Ern.  Qaetelet.  p.72.  —  Notice  sur  les  aimants  de  fer  de 
fönte  trerap^e;  par  M.  Flortmond.  p.332.  Rapport  de  M.  Gloe- 
sener. ,-—  Oceultation  de  iSatarne  par  la  lane,  le  8.  mai  1859,  ä 
rObserratoire  royal  de  Bnixelles.  p.  337.  —  Gröle  extraordinaire 
obsery^e  ä  Bruxelles;  par  M.  A.  Qu  et  el  et.  p.352.  —  R^duc- 
tion  du  temps  des  oscillations  d'une  aigullle  aimaiit^e  ä  uo  arc 
evanouissant.  Lettre  de  M.  flansteen  ä  M.  Ernest  Quetelet 
p.356.  —  Note  sur  les  airoants  de  fer  de  fönte  trempöe  et  sor 
la  fragilit^  des  fils  de  laiton  expos^s  ä  i'air  sous  Tinfluence  de 
ceHaines  variations  de  temperature ;  par  M.  Florimond.  p.368. 
—  Annales  de  TObseryatoire  royal  de  Bruxelles.  Communication 
de  H.  Ad.  Quetelet.  p. 406.  —  Sur  la  Variation  des  eli^ments 
magnt^tiques.  Lettre  du  P^re  A.  See  cht,  directeur  de  l'Obser- 
vatoire  de  Rome»  äM.  Quetelet.  p. 520.  —  Note  sur  uu  arc- 
en-ciel  remarquable;  par  M.  A.  Quetelet.  p.528.  —  Tableau 
des  angles  fondamentaux  des  corps  simples,  obserri^s  et  calcul^s 

d'apres  la  formule:  tga=-;  par  M.  Z  eng  er.    p.  608. 

28"«  Annöe,  2^  S^r.,  T.  VIII.  M.  Gloesener  donne  lec- 
tofe  du  rapport  sur  un  ni<$nioire  de  M.  Z enger,  sous  le  titre: 
Rechercbes  sur  la  vitesse  de  la  lumi^re  et  sur  sa  d^pendance 
de  l'action  des  forces  moläculaires.  p.  55.  —  Sur  le  magn^tisme 
terrestre  et  sp^cialenient  sur  la  döclinaison  observ^e  ä  Bruxelles. 
Lettre  de  M.  Lamont  ä  M.  Ad.  Quetelet  p.59.  —  Sur  la 
dödinaison  magn^^tique  ä  Bruxelles;  par  M.  Ern.  Quetelet. 
p.75.  —  Aurore  bor^ale,  perturbations  noagnötiques  k  TObserra- 
toire  et  sur  les  lignes  tölegraphiques  de  l'J^tat;  par  M.  Ad.  Que- 
telet. p.  77.  —  Aurore  boräale  obserröe  ä  Porto -Rico.  Lettre 
de  M.  Th.  Du  Colombier  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.8I.  —  Ob- 
servations  sur  les  aurores  bor^ales,  la  lumi^re  zodiacale  et  les 
<5loiles  filantes,  recueillies  par  M.  Heis,  et  communiqui^es  par 
M.  Ad.  Quetelet.  p.82.  —  Sur  la  difförence  de  longitude  des 
obserratoires  de  Bruxelles  et  de  Berlin,  determinöe,  en  1857, 
par  des  signaux  galvaniques.  p.  155.  —  Sur  les  mouvements  pro- 
pres des  steiles  et  du  soleil;  par  M.  Liagre.  p.  158.  —  Note 
sur  la  d^termination  du  rayon  vecteur  dune  plannte  nouvelle. 
parM.  J.  C.  Ho  uze  au.  p.  172.  —  Note  sur  un  opuscule  peaconna 
de  Simon  Stevin  de  Bruges.  Lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet,  par 
».Gilbert  (Die  Schrift  betrifft  die  numerische  Auflösung  der 
Gleichungen  aller  Grade,  natarlich  durch  Nfihernng).  p.  192.  —  R^ 
duGtion  des  observations  magn^tiques  de  M.  E.  Quetelet,  par 
M.  Hansteen.  p.  314.  —  Sur  les  «»toiles  filantes  du  10  aoüt 
W59,  l'aorore  bori^ale  da  28.  aoüt  1859  et  la  lumi^re  zodiacale^ 
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lettre  de  M.  Herrick  k  M.  AiL  Qaetelet.  p.322.  —  Lettre 
de  M.  Hei 8  ä  M.  Ad.  Qaetelet  eur  les  pertarbations  oiaga^ 
tiqaee  et  la  lumi^re  xodiacale  observtfes  en  1897,  1868  et  1869. 
p«  373.  —  Beaooders  machen  wir  auch  Doch  aufmerksam  auf  eiae 
schöne  von  Herrn  Liagre  ki  der  S^ance  publique  da  17.  d«^ 
cerobre  1859  gehaltene  Rede:  sur  la  pluralit^  des  mon- 
des.    p.383. 

Forteotsnag  nachtUn«. 
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Id  der  Nacht  vom  27.-28.  April  1862  starb 

Dr.  Johann  Heinrich  Trangott  Mfllleri 

Oberscbulrath  in  Wiesbaden.  Das  Archiv  verdankt  ihm  meh- 
rere werthvoUe  Beiträge,  und  i^ir  wünschen  sehr^  dass  uns  ein 
Necrolog  des  vielfach  '  verdienten  IVlannes  recht  bald  mitgetheilt 
werden  muge. 

Am    27.  Mai   1862   starb   in  der  Blüthe   der   Jahre  der  am 
4.  Januar  1834  zu  Verden  im  Königreich  Hannover  geborene 

Dr.  Carl  Ferdinand  Pape, 

nach  gründlicher  Vorbereitung  in  den  mathematischen  und  astro- 
nomischen Wissenschaften  seit  dem  Jahre  1856  Caicuiator  für  die 
dänische  Gradniessung  und  Observator  an  der  Sternwarte  in  Al- 
tena. Er  hat  sich  durch  mehrere  ausgezeichnete,  in  den  astro- 
nomischen Nachrichten  niedergelegte  Arbeiten  um  die  Wissenschaft 
verdient  gemacht,  und  sein  Andenken  wird  in  Seegen  bleiben« 
Er  war  der  Schwiegersohn  des  hochverdienten  Herausgebers  des 
genannten  Journals;  eine  trauernde  WIttwe  und  zwei  Kinder  in 
zartem  Alter  überleben  den  trefflichen  Mann. 


In  demselben  Monat  ist   der  Wissenschaft   leider   auch   ent- 
rissen worden 

Terqnem, 

der  hochverdiente  Herausgeber  der  Nouvelles  Annales  de 
Mathematiques.  Einen  besonderen  Necrolog  hoffen  wir  später- 
hin bringen  zu  kOnnen. 


Thl.XXXVIlI.Hfi.4. 
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Intorno  alla  curva  gobba  del  quart'  ordine  per  la 
quäle  passa  una  sola  superficie  di  secondo  grado.  Me- 
moria del  Prof.  Luigi  Crenuma,  letta  ai  7.  di  Marzo  1861 
dayanti  alT  Accademia  delle  «cienze  dell'  Istituto  di 
Bologna.  Estratta  dagli  Annali  di  Matematica  pura  ed 
applicata  toni.  IV.  N.  2.  Roma.  Tipografia  della  S.  Con- 
greg.  di  propaganda  fide.     1862.    4. 

Eine  vorläufige  ganz  kurze  Anzeige  dieser  damals  noch  nicht 
erschienenen  SchriR  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLUl.  nach  einer 
im  „Rendiconto.  1860 — 1861."  der  Akademie  der  Wissenscbafien 
in  Bologna  abgedruckten  Analyse  derselben  gegeben  worden. 
Dieselbe  liegt  in  einem  vollständigen  Abdrucke  aus  den  „Annali 
di  Matematica  pura  ed  applicata"  jetzt  vor  uns'  und  liefert  einen 
neuen  Beweis  für  den  Erfolg  und  den  Scharfsinn,  womit  Herr 
L.  Creroona  sich  der  weiteren  Ausbildung  der  reinen  höhe- 
ren Geometrie,  namentlich  rCicksichtlich  der  nilgemeinen  Theorie  der 
Curven  widmet,  und  dadurch  zur  weiteren  Verbreitung  dieses  sehu- 
nenTheils  der  Mathematik  in  seinem  Vaterlande  wesentlich  beiträgt 
Der  Herr  Verfasser  schliesst  sich  bei  dieser  Untersuchung  haupt- 
sächlich an  die  früheren  Arbeiten  von  Cayley  (Journal  de  Lioo- 
ville.  1845.)^  Salmon  (On  the  Classification  of  curves  of  double 
curvature.  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal.  Vol.  V.  1850. 
p.  23.  und  On  the  degree  of  the  surface  reciprncal  to  a  given  one. 
Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  XXIII.  Dublin.  1857} 
und  Steiner  (Ceber  Flächen  dritten  Grades.  Crelle's  Journal. 
Tbl.  LIH.  1857.),  zugleich  mit  Rücksicht  auf. die  älteren  Arbeiten 
von  P lücker,  an.  In  Folge  der  Untersuchungen  dieser  Matlie- 
roatiker  unterscheidet  Herr  L.  Cremona  zwei  wesentlich  verschie- 
dene doppelt  gekrümmte  Curven  der  vierten  Ordnung,  welche  als 
Durchschnitte  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  und 
einer  Fläcbe  der  zweiten  mit  einer  Fläche  der  dritten 
Ordnung  aufzufassen  sind.  Die  Existenz  der  zweiten  doppelt 
gekrümmten  Curve  der  vierten  Ordnung  ist  zuerst  von  Salmon 
und  Cayley  nachgewiesen  worden,  und  der  Untersuchung  dieser 
zweiten  Curve  ist  die  vorliegende  Schrift  gewidmet,  in  welcher 
nicht  bloss  die  schon  von  Salmon  und  Steiner  gefundenen 
Eigenschaften,  sondern  auch  verschiedene  andere  neue  Eigen- 
schaften dieser  Curve  bewiesen,  so  wie  namentlich  auch  eine 
(lineare)  geometrische  Construction  (mediante  intersezioni  de!  piani 
omologhi  di  tre  fasci  projettivi)  gegeben  worden.  Ohne  allen  Cal- 
cul  werden  diese  Untersuchungen ,  unstreitig  mit  grossem  Sclarf- 
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sinne  >  darcbäus  nur  mittelst  allgemeiner  rein  geometrischer  Be- 
trachtungen durchgerfibrt,  wodurch  denselben  jedenfalls  ein  ganz 
besonderer  Reiz  und  ein  eigentbumlicbes  Interesse  verliehen  wird. 
NSber  auf  das  Detail  dieser  schonen  Untersuchungen  einzugehen» 
verbietet  uns  die  Beschränktheit  des  Raums  und  der  Zweck  die- 
ser literarischen  Berichte,  weshalb  wir  uns  mit  der  vorstehenden 
allgemeinen  Angabe  der  Tendenz  der  ausgezeichneten  Schrift  be- 
gnOgen,  aber  Alle»  die  sich  solchen  rein  geometrischen  Betrachtun- 
gen mit  Vorliebe  widmen,  dringend  auf  diese  Schrift  aufmerksam 
machen  müssen,  welche  jedenfalls  ein  schönes  Zeugniss  von  dem 
Scharfsinne  ihres  Verfassers  und  von  dem  Erfolge,  mit  welchem 
diese  reine  Geometrie  der  Curven  auch  in  Italien  gepflegt  und 
bearbeitet  wird,  liefert. 


Arithmetik. 

Die  Differential-  und  Integralrechnung,  umfassend 
und  mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dar- 
gestellt von  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathema- 
tik an  der  polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.  !2te 
umgearbeitete  Auflage.  Stuttgart,  Metzler'sche  Buch- 
handlung.    1862.    8. 

Die  im  Jahre  1857  erschienene  erste  Auflage  dieses  Werks, 
welche  auch  in's  Russische  übersetzt  worden  ist,  ist  im  Literar. 
Her.  Nr.  CXXII.  S.  1.  angezeigt  worden.  Die  jetzt  vollständig  er- 
schienene, aus  drei  Bänden  bestehende  zweite  Auflagerst  aber 
unbedingt  als  ein  ganz  neues  Werk  zu  betrachten,  in  verschie- 
denen Punkten  verbessert  und  nach  allen  Richtungen  vervoll- 
ständigt, so  dass  wir,  und  zwar  nicht  bloss  in  der  deutschen 
Literatur,  gegenwärtig  kein  Werk  wussten,  welches  die  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  nach  ihrem  neuesten  Zustande,  na- 
mentlich auch  mit  Rücksicht  auf  die  Arbeiten  deutscher  Mathe- 
matiker, so  vollständig  darstellte  wie  das  vorliegende,  das  wir 
daher  der  weife«üten  Beachtung  angelegentlichst  empfehlen,  und 
das  nach  unserer  Ueberzeugung  Niemand  wird  entbehren  können, 
der  die  genannten  Wissenschaften,  ohne  auf  die  eigentlichen  Quel- 
len zurückzugehen,  in  einigermaassen  umfassender  Weise  kennen 
lernen  will.  Hiebei  ist  noch  ganz  besonders  hervorzuheben,  dass, 
ausser  allen  wichtigeren  geometrischen  Anwendungen,  die  Leser 
auch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  lehrreicher  und  interessanter 
Anwendungen  auf  physikalische  Gegenstände  in  dem  Werke  finden,. 
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die  mit  besonderem  Danke  aufzunehmen  und  sehr  dienlieb  sin^ 
das  tiefere  Eindringen  in  die  eif^entliche  Natur  der  Wisseoschaft 
zu  vermitteln.  Ganz  besonder«  verdienstlich  ist  jedenfalls  die  m 
dritten  Bande  enthaltene  selbstständige  Darstellung  der  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen,  die  sehr  dazu  beitragea 
wird,  die  Bekanntschaft  mit  dieser  wichtigen  Partie  der  iotegral- 
rechnung  zu  erleichtern  /und  weiter  zu  verbreiten,  und  in  der  sich, 
natürlich  ganz  mit  Recht  und  der  Natur  der  Sache  völlig  entspre- 
chend, besonders  viele  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik 
finden.  Ueberall  hat  sich  der  Herr  Verfasser  einer  völlig  wissen- 
schaftlichen Strenge  der  Darstellung  in  der  anerkennungswertbe- 
sten  Weise  befleissigt,  und  dass  er  die  Methode  der  Gränzen  zu 
der  Basis  der  ganzen  Wissenschaft  macht,  bedarf  einer  Bemer- 
kung wohl  gar  nicht  weiter,  da  alle  anderen  Methoden  gegenwär- 
tig eine  wissenscfiaftliche  Berechtigung  völlig  verloren  haben  ^  als 
ganz  antiquirt  zu  betrachten  sind,  und  von  grundlicheren  Mathe- 
matikern auch  nur  einer  Erwähnung  nicht  mehr  für  werth  gehalten 
werden,  insofern  es  sich  nicht  um  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaft handelt.  Wir  halten  hiernach  das  vorliegende  neue  Werk, 
auf  dessen  Besprechung  im  Einzelnen  bei  seinem  grossen  Um- 
fange wir  hier  natürlich  nicht  eingehen  können ,  jedenfalls  för  eine 
Bereicherung  unserer  Literatur  und  empfehlen  dasselbe  nochmals 
dringend  zu  sorgfältigster  Beachtung.  Bei  der  Wichtigkeit  des 
Werks  halten  wir  es  für  nothig,  unseren  Lesern  durch  die  fol- 
gende Angabe  des  Hauptinhalts  den  grossen  Umfang  desselben 
vor  die  Augen  zu  führen. 

SSrster  Band.  (Mit  62  in  den  Text  eingedruckten  Figuren.) 
Erstes  Auch.  Differentialrechnung  für  Functionen  mit 
einer  anabhängig  Veränderlichen.  Integration  solcher 
Functionen.  Bestimmte  einfache  Integrale  und  An- 
wendungen derselben.  L  Einleitung.  Sätze  aus  der  niedem 
Analysis.  Gränzwerthe.  U.  Differentialquotient  für  Functionen  einer 
einzigen  unabhängigen  Veränderlichen.  HL  Differentialqnotienten 
höherer  Ordnung.  Bedeutung  gewisser  Differentialquotienten.  Ver- 
tauschung der  unabhängig  Veränderlichen.  iV.  Untersuchung  der 
scheinbar  unbestimmten  Formen.  V.  Von  den  grussten  und  klein- 
sten Werthen  für  Functionen  einer  unabhängig  Veränderliehen. 
VI.  Das  unbestimmte  Integral.  VII.  Das  bestimmte  Integral. 
V^III.  Anwendung  der  bestimmten  Integrale  auf  Berechnung  von 
Flächen-  und  Korper -Inhalten,  so  wie  von  Bogenlängen.  IX.  Die 
Theoreme  v/on  Taylor  und  Maclaurin,  nebst  deren  Anwendun- 
gen. X.  Die  Sätze  von  Bürmann  und  Lagrange.  XL  Nähe- 
rungs weise  Berechnung  eines   bestimmten  Integrals.  —  Zweites 
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Buch.  DifferentialrechnuDg  für  FunctioDen  mehrerer 
unabhängig'  Veränderlichen.  Vielfache  Integrale  und 
deren  Anwendung.  XII.  Diifferentialquotienten  ftir  Functionen 
mehrerer  unabhängig  Veränderlichen.  Vertanschung  dieser  letz- 
tern. Analytische  Anwendungen.  XIII.  Vielfache  Integrale.  An- 
wendungen. XIV.  Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 

Zweiter  Band.  (Mit  15  in  den  Text  eingedruckten  Figu- 
ren.) Drittes  Buch,  Integration  der  Differentialgleichun- 
gen. XV.  Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XVI.  Die 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.  XVII.  Von  den  beson- 
dern Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  XVllL  Integration 
der  gleichzeitigen  Differentialgleichungen.  Viertes  Buch*  Unter- 
suchungen über  bestimmte  Integrale.  Anhang.  XIX.  Die 
periodischen  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange.  XX.  Die 
elliptischen  Integrale.  XXI.  Die  Eul ersehen  Integrale  oder  die 
Gammafunctionen,  so  ivie  einige  andere  Functionen.  XXII.  Re- 
duction  vielfacher  Integrale  nach  verschiedenen  Methoden.  An- 
hang: Uefoungen  und  Zusätze  enthaltend. 

Dritter  Band«  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen. I.  Integration  gleichzeitiger  Differentialglei- 
chungen mit  partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung.  II.  In- 
tegration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
111.  Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
drei  Veränderlichen.  IV.  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Ver- 
änderlichen zweiter  Ordnung  und  nicht  linearer  Form,  oder  höhe- 
rer Ordnung.  V.  Partielle  Differentialgleichungen  mit  mehr  als 
drei  Veränderlichen.  VI.  Auflösung  einiger  Probleme  der  Hydro- 
dynamik. VII.  Die  Laplace'sche  Functionen.  Anhang  (welcher 
vorzüglich  Probleme  der  hühern  Mechanik,  auch  aus  der  physi- 
schen Astronomie,  namentlich  in  Räcksicfat  auf  das  Störunge- 
problem,  enthält). 


Maschinenlehre. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
Vorträge,  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma- 
scbinen Wesens,  mit  besonderer  BerCIcksichtigung  sei- 
ner Entwickelung.  Für  angehende  Techniker,  Came- 
ralisten, Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes. 
Von  Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor  an  der  polytech- 
nischen Schule  in  Hannover.   Mit  zahlreichen  Holzschn. 
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1.  Bandes  2.  Hälfte.    Braunschweig.    Schwetschke  ond 
Sohn.     1862.    8. 

Die  erste  Hälfte  des  ersten  Bandes  dieses  sehr  verdienstlichen 
Werks  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVll.  S.  4.  angezeigt,  und  der 
allgemeine  Charakter  und  die  Tendenz  desselben,   wie  wir  glau- 
ben»  dort  schon  so  deutlich  von  uns  dargelegt  vKorden,  dass  hier 
etvras  Weiteres  darüber  zu   sagen  überflüssig  sein  würde.     Be- 
merken wollen  wir  daher  nur,    dass  der  Herr  Verfasser  seinen 
Zweck,    vorzugsweise  eine  Beschreibung  der  Maschinen  in  mehr 
populärer  Darstellungswei^e  zu  liefern^  unverrückt  vor  Augen  be- 
halten und  sich,  bei  aller  Kürze,   doch  der  grossten  Deutlichkeit 
und  Klarheit  befleissigt  hat,    welche  die  trefflichen  Holzschnitte 
und  überhaupt   die    in  jeder   Beziehung    ausgezeichnete  äussere 
Ausstattung  nur  noch  zu  erhöhen  geeignet  sind.     Den  sehr  inter- 
essanten   und    instructiven   geschichtlichen    Einleitungen,    die    in 
einem  Werke  dieser  Tendenz  ganz  an  ihrem  Orte  sind^   scheint 
in  dieser  zweiten  Hälfte  des  ersten  Bandes  fast  noch  mehr  Auf- 
merksamkeit gewidmet  worden  zu  sein  als  in  der  ei'sten  Hälfte 
dieses  Bandes.    Die  in  der  früheren  Anzeige  von  uns  ausgespro- 
chene Empfehlung  dieses  unserer  Literatur  Ehre  machenden  Werks 
können  wir  daher  hier  nur  aus  vollkommener  Ueberzeugung  wie- 
derholen,  und  wollen  nun   im  Folgenden  für  unsere  Leser  noch 
eine  Cebersicht  der  Haupttheile  des  Inhalts  dieser  zweiten  Hälfte 
geben :  ^ 

Sechstes  Kapitel.  The  i  Im  aschinen  (Kreistheilniaschi- 
nen,  Längentheilmaschinen  nach  vorausgeschickter  sehr  interes- 
santer geschichtlicher  Einleitung  wie  in  allen  Kapiteln,  was  wir 
nachher  nicht  überall  noch  besonders  bemerken  werden).  Zweite 
Abtheilang^.  Mascliineii  cur  Tenielitiuig^  nütelldier 
meelianisclier  Arbeiten.  —  L  Abschnitt.  Erstes  Kapi- 
tel. Maschinen  zur  Aufnahme  der  Menschenkräfte 
(Hebel,  Kurbel,  Lauf-,  Tret-  und  Sprossenräder,  Coignet-Maschi« 
nen).  Zweites  Kapitel.  Maschinen  zur  Aufnahme  der 
Thierkräfte  (Göpel,  Tretwerke,  Triftmaschinen).  —  H.  Ab- 
schnitt. Erstes  Kapitel.  Verticale  Wasserräder  (Ein- 
theilung  der  Wasserräder ^  Räder  in  geradem  Gerinne,  Räcjler  in 
gekrümmtem  Gerinne,  unterschlägige  Wasserräder  in  freiem  Strome: 
Kropfräder  mit  Dnrchlassschützen ,  mit  Ueberfalleinlauf,  mit  Cou- 
lisseneinlauf;  rück^nschläglge  Wasserräder,  oberschlägige  Was- 
serräder). Zweites  Kapitel.  Horizontale  Wasserräder 
(Eintheilung;  Fourneyron-Vollturbinen,  Fourneyroo-Partialturbtneo, 
Henschel-Jonval-Turbinen,  Turbinen  ohne  Leit-Curven- Apparate, 
die   Turbinen   im   Vergleich    mit    den    verticalen    Wasserrädern). 
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Drittes  Kapitel.  Wassersäalenmaschlnen  (ReicfaeDliaebs 
WassersäulenmaschiDeD,  die  neuesten  Wassersäiilenmascbioen).  — 
III.  Abschnitt.  Windräder.  Erstes  Kapitel.  (Gescbicbt- 
licbe  Einleitung.)  Zweites  Kapitel.  Die  Bockwindnifible. 
Drittes  Kapitel.  Die  bolländiscbe  Windmühle  (Allge- 
meines  ober  Windräder).  —  IV.  Abschnitt.  Dampfmaschi- 
nen. Erstes  Kapitel.  (Geschichtliche  Einleitung.)  Zweites 
Kapitel.  (Eintheilung  der  Dampfmaschinen,  Steuerungen  bei 
Dampfmaschinen  im  Allgemeinen,  verschiedene  Expansions- An- 
ordnungen, Condensatoren,  Vorwärmer,  Leistungsbestimmung  der 
Dampfmaschinen  durch  directe  und  indirecte  Messung).  Drittes 
Kapitel.  Dampfkessel  und  Zubehör  (verschiedene  Dampf- 
kesselformen und  deren  Beurtheilung :  Kofferkessel,  Cylinderkessel, 
Kessel  mit  Siederohren,  Kessel  mit  Vorwärmern,  Kessel  mit  in- 
wendigem Feuerheerde,  Albansche  und  Hen sehe  Ische  Kessel, 
beste  Kessel  für  den  Gewerbe-  und  Fabrikbetrieb,  Dimensions- 
verhältnisse der  Dampfkessel  und  zngehurige  Feuerungs- Anlagen, 
Sicherheits- Vorrichtungen  bei  Dampfkesseln:  Sicherheitsventile, 
Wasserstandsgläser,  Probirh<Hhne,  Manometer;  über  Kesselstein- 
bildungen, Kessel -Explosionen).  Zusatz-Kapitel  (besondere 
Dampfmaschinen  und  andere  Betriebsmaschinen  zum  Ersätze  der- 
selben). 

Wir  sehen  den  weiteren  Fortsetzungen  des  verdienstlichen, 
einem  Bedürfnisse  in  zweckmässiger  Weise  abhelfenden  Werkes 
mit  besonderem  Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  so- 
gleich zur  Anzeige  bringen,  so  bald  sie  zu  unserer  Kenntniss 
gelangen. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  l'Acadt^mie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLL  S.  6.) 

29«"«  Ann^e,  2»>«  Sör.  T.  IX.  1859.  Occultation  des  pl^iades, 
le  8  d^cembre  1859;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  11.  -*-  Note 
sar  r^coulement  des  eaux  qui  circulent  a  la  surface  de  ia  terre; 
par  M.  Lamarle.  p.  12.  —  Note  sur  la  vitesse  du  bruit  do  ton- 
nerre;  par  M.  Montigny.  p.  56.  —  Note  sur  quelques  proprio- 
t^s  des  lignes  trac^es  sur  une  surface  quelconque;  par  M.  Ph. 
Gilbert,  p.  46.  —  Sur  la  pöriode  annuelle  de  Fintensitö  horison- 
tale  du  magnetisme  terrestre;    par  M.  Lamont    p.  116.  —  Ob- 
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0ervatioD8  de  ia  luoe  et  des  ^toiies  de  onAme  calmioatioB  faites 
en  18$9.  Notice  de  M.  Eroest  Quetelet  p.  120.  —  SolutioD 
g^om^triqae  d'nne  serie  de  probl^mes  relatifs  k  i'art  des  constro^ 
tions;  par  AI.  Lamarle.  p,  127.  —  Orage  da  19  fi^vrier  1860; 
Dote  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  263.  —  Communication  relative 
auz  moyens  de  pr^muDir  les  ^difices  contre  les  ravages  de  Ia 
foudre;  par  M.  de  Vaux.  p.  277.  —  Suite  des  obserratioDS  aar 
Ia  lami^re  zodiacale,  faites  a  Münster,  da  20  decerobre  1859  et 
23  fevrier  1860,  parM.  Heis.  p.359.  —  Solution  g^om^trique  d'uoe 
s^rie  de  problemes  relatifs  ä  i'art  des  constructions ;  par  M.  Lamarle. 
(Suite  et  fin.)  p.  361.  —  Projet  de  Conference  internationale,  ponr 
^tendre,  sur  le  globe  entier«  le  systdme  des  observations  meteo- 
rologiques  adopte  pour  Ia  mer,  dans  Ia  Conference  de  1853.  Lettre 
de«  M.  Maury  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  415.  — -  Phönoiiienes 
m^t^oroiogiques ;  par  MM.  Ad.  Quetelet  et  Ernest  Qaete- 
let.    p.  433. 

29"«  Annäe,  2'»«  S^r,,  T.  X.  1860.  Sur  un  nouvean  Systeme 
enregistreur  des  observations  de  tous  les^  Instruments  meteorolo- 
giques;  par  M.  Ch.  No<»l.  Rapport  de  M.  Duprez.  p.  6.  — 
Recherches  sur  Ia  capillaritö,  par  M.  B^de.  Rapport  de  M.  Pla- 
teau, p.  47.  —  T^lägrapbes.  Note  sur  les  effets  de  l'orage  du 
15  mal  1860,  aux  environs  de  Tirlemont;  par  M.  VInchent.  p.  56. 
—  Note  sur  l'^clypse  de  soleil  du  18  juillet  1860,  observee  a 
rObservatoire  royal  de  Bruxelles;  par  M.  Ernest  Quetelet 
p.  181.  —  Note  sur  l'eclipse  partielle  du  soleil,  observee  k  Ken- 
sington le  18  juiliet  1860;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  185.  -- 
Determination  et  comparaison  des  hauteurs  barom^triques  sous 
I'influence  des  differents  vents,  avec  les  intensitös  et  les  tempe- 
ratures  de  ces  vents,  d'apres  les  observations  faites  ä  Bruxelles; 
par  M.  Gh.  Montigny.  p.  187.  —  Notice  sur  les  paratonnerres: 
par  M.  Jas  par.  p.  396.  —  Sur  les  ^toiles  filantes  du  7  au  11 
aoüt  1860;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p,410.  —  Sur  les  ^toi- 
les  filantes  du  10  aoüt;  Lettre  de  M.  Duprez  i  M.  Ad.  Que- 
telet p.  412.  —  Sur  les  ^toiles  du  10  aoüt  et  sur  les  ph^o- 
m^nes  p^riodiques  en  g^niSral.  Lettre  de  M.  Herr  ick  ä  M.  Ad. 
Quetelet  p.  414.  •—  Note  sur  les  principales  perturbations  magne- 
tiques  de  1860,  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  420.  —  Aurores  bo* 
reales  observäes  pendant  le  mois  d'aoüt  1860;  comnianicatian  de 
M.  Heis.  p.  422.  —  Relev^  des  perturbations  qui  ont  ^te  con- 
stat^es  ä  Bruxelles  dans  le  service  des  lignes  täl^graphiques  les 
8,  9, 10,  11  et  12  aoüt  1860;  communique  le  13  aoüt  par  M.  Vin- 
chant.  p.  423.  —  Occultation  des  pl^iades,  obserr^e  ä  Bruxel* 
les  le  6  septembre  1860.    p.  425.  -^  Sur  les  protob^rancee  roages 
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observ^es  pendant  l'äclipse  de  «oleil  ^u  18  jaillet  1860.  Lettre 
de  M.  Laraont  h,  M.  Ad.  Quetelet.  p.  426.  (Sehr  richtig  nagt 
Herr  Laroont  rücksichtlich  der  bekannten  Frage  wegen  der  Natnr 
dieser  Erscheinungen:  ,»il  faat  convenir  que  l'application  des  lois 
eonnnes  de  l'optique  offre  de  grandes  difiicnlt<$s,  parce  qaMI  est 
impossible  dans  Texperience  d'lmiter  les  conditions 
qui  existent  dans  la  nature^S  worin  wir  ihm  vollkommen  bei* 
Btimmen,  und  jedes  Unternehmen,  diese  Erscheinungen  auf  dem 
Wege  des  Experiments  nachahmen  zu  wollen,  für  ganz  verfehlt 
and  ffir  von  keiner  richtigen  Kenntnlss  und  Erkenntniss,  ja  völ- 
liger Unkenntniss  dessen,  worauf  es  hier  ankommt,  zeugend  hal* 
ten.  G.)  -—  Intensit^  des  vents,  observ^e  ä  Utrecht  pendant  les 
annees  1849  k  1864.  p.  510.  —  Sur  les  ph^nomönes  p^riodiques 
des  plantes  et  des  animaux;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  518.  — 
Note  sur  le  d<$veloppement  homolographique  des  surfaces  de  r^vo* 
lation;  par  M.  E.  Lamarle.  p.  530.  —  Sur  la  eonstruction  des 
paratonnerres ;   par  M.  Sacr^.   Rapport  du  major  Li agre.  p.  604. 

—  Sur  une  nouvelle  fonction  g^n^ratrice  des  fonctions  symmetri- 
ques,  par  M.  F.  Meier,  p.  608.  —  Sur  la  eonstruction  des  pa- 
ratonnerres.  Note  de  M.  E.  Sacr^.  p.  631.  —  Rapports  der 
Herren  Ad.  Quetelet,  Duprez,  Li  agre  über  zwei  eingegan- 
gene Bearbeitungen  der  Aufgabe:  „On  demande  d'exposer  la 
th<$orie  probable  des  <$toiles  filanfes,  et  d'indiquer  les  hauteurs 
oü  elies  se  forment,  apparaissent  et  s'^teignent,  en  appuyant 
eette  th^orie  sur  les  faits  observ^s. 

30*"«  Ann^e,  2«"«  S^r.,  T.  XI.  Sur  le  minimum  de  temp^- 
rature  ä  Bruxelles;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  9.  —  Extension 
g^n<$rale  du  proc^d^  soivi  pour  le  däveloppement  homolographique 
des  surfaces  de  revolution^  par  M.  E.  Lamarle.  p. 42«  —  Sur 
une  note  de  M.  Florimond,  concernant  l'^lectricit^  atmosph^ri- 
que.    Rapport  des  MM.  de  Montigny  et  Gloesener.    p.  156. 

—  Sur  une  note  de  M.  Ph.  Gilbert,  concernant  la  th^orie  des 
^quations  diffärentieltes  lineaires.  Rapport  de  M.  Timmermans. 
p.  176.  —  Sur  la  physique  du  globe;  par  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  178.  —  Remarques  sur  la  theorie  des  ^quations  diff^rentielles 
lin^aires;  par  M.  Ph.  Gilbert,  p.  200.  —  Observation  de  l'oc- 
cultation  des  pläiades  et  du  passage  au  meridi^n  de  la  lune  et 
des  steiles  de  m^me  culmination,  le  17  fiSvrier  1861.  Notice  de 
M.  A.  Quetelet  p.'289.  —  Note  sur  rinclinaison  et  la  d^cli- 
naison  de  l'aiguille  aimantee  en  1860  et  1861.  p.  316.  —  Note  sur 
une  aurore  boräale  observ^e  le  9  niars  1861;  par  M.  Ad.  Que- 
telet p.  317.  —  Note  sur  Torage  du  28  mars  1861;  par  le  m^me. 
p.  318.  —  De  r^tat  de  la  feuiliaison  et  de  la  floraison,  an  com- 
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inencement  de  lS6i;  par  le  mdine.  p«  319.  —  Nota  swr  la  d^er- 
mioation  g^om^trique  des  b^iicoides  gaucbes  sosoepiibles  de 
s'appliquer  i'an  6ur  Tautre  saoa  di^Ghinire  ni  duplicatare;  par 
M.  Lamarle.  p.  32L  —  Sur  la  mesare  de  Tarc  de  paralMe  eoro- 
p^en  de  plu6  grand  d^veloppement ;  par  M.  le  gänäral  Nerea- 
burger.  p.  457.  -*  Recbercbea  sur  la  cause  de  riuflaeoee  d« 
veot  sur  la  pression  atmospb^rique ;  par  M.  Montigny.  p.  467. 
(AuiBfübrlichey  wobt  zu  beacbtende  Abbandluog.)  —  Note  sor  des 
appareils  servant  a  faciliter  T^nde  de  la  tbikirie  des  ondes  lumi- 
neuses  ou  de  la  tb^orie  des  ondes  sonores;  par  M.  E.  Rous- 
seau, p.  607.  *—  ObservatioBs  sur  ies  effets  de  la  cbaieur  dans 
les  sipboos  renversäs  k  trois  brancbes,  qui  fouctionnent  ä  Bar- 
doDo^obe  au  mont  Cenls  et  du  cot^  de  Modane;  par  Bf.  A.  de 
Caligny.  p.  627.  —  Note  sur  Tinvention  et  la  dispositioo,  des 
vännes  cylindriques  daos  les  sipboos  renvers«^  ä  trois  brancJies 
qoi  fonctioooent  ä  Bardonn^cbe;  parle  m4me.  p.  633.  «—  Suite 
des  observations  de  la  lumi^re  sodiacale  faltes  ä  Munster;  par 
M.  Heis.  p.  640.  —  Etoiles  filantes  du  mois  d'aoüt  et  du  mois 
de  novembre  1860;  par  le  memo.  p.  642.  ^  Anrores  bordales 
en  J860  et  1861,  observationa  recoellies;  par  le  memo.    p.  644. 

30««  Ann^e,  2»«  S^r.  T.  XII.  1861.  Sur  la  grande  comete 
de  juillet  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  14.  —  Variations  des 
iiistniments  de  m^t^orologie»  pendant  les  orages  du  20  et  du  21 
juin  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  16.  —  Sur  la  statlstique 
g^n^rale  des  diff^rents  pays;  par  M.  Ad.  Qu.etelet.  p.  99.  — 
Sur  le  Systeme  dreimal;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  110.  —  Comete 

11  de  1861.  Observations  de  M.  Ernest  Quetelet.  p.  111.  — 
]^toiles  filantes  du  mois  d'aoüt  1861.  Notice  de  M.  Ad.  Quete- 
let. p.  173.  —  Sur  le  m^me  ph^nomeiie  observ^  aux  ]^tats-Unis. 
Lettre  adress^e  a  M.  Ad.  Quetelet;  par  M.  E.  G.  Herrick, 
p.  175.  —  Sur  le  m^me  ph^nom^ne  observ^  a  Rome;  par  M"*« 
Cather.  Scarpellini.  Lettre adressee  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  180. 
—  Sur  la  Variation  de  Tinclinaison  annuelle  a  TObservatpire  de 
Bruxelles;  par  M.  Hansteen.  Lettre  k  M.  Ad.  Quetelet 
p.  186.  —  Aufmerksam  machen  wir  noch  auf  die  in  der  öffentli- 
chen Sitzung  vom  16.  Deceniber  1861  von  dem  Präsidenten  der 
Akademie  Herr i^  Major  Liagre  gehaltene  Rede  über  Stellar- 
Astronomie,  worin  naturlich  hauptsächlich  die  Verdienste  H  er- 
sehe Ts  und  Struve's  nach  ihrem  grcAssen  Verdienst  gewürdigt 
werden. 
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